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O POVEDENYY REÍENYJ LYNEJNÁX

DYFFERENCYAL|NO-FUNKCYONAL|NÁX URAVNENYJ

S POSTOQNNÁMY KO∏FFYCYENTAMY Y LYNEJNO

PREOBRAZOVANNÁM ARHUMENTOM V OKRESTNOSTY

OSOBÁX TOÇEK
 *

We establish new properties of  C 
1

 ( 0, + ∞  )-solutions of the functional-differential equation  ˙( )x t  =
= a x ( t ) + b x ( q t ) + cx qt˙( )   in neighborhoods of the singular points  t = 0  and  t = + ∞.

Vstanovleno novi vlastyvosti  C  
1

 ( 0, + ∞ )-rozv’qzkiv linijnoho dyferencial\no-funkcional\-

noho rivnqnnq  ˙( )x t  = a x ( t ) + b x ( q t ) + cx qt˙( )   v okoli osoblyvyx toçok  t = 0  i  t = + ∞.

V dannoj rabote rassmatryvaetsq lynejnoe dyfferencyal\no-funkcyonal\noe

uravnenye

˙( )x t   =  a x ( t )  +  b x ( q t )  +  cx qt˙( ), (1)

hde  {  a, b, c } ⊂  R ,   0 < q < 1,  t ∈  ( 0, + ∞ ).  Razlyçn¥e çastn¥e sluçay takyx

uravnenyj yzuçalys\ mnohymy matematykamy, y v nastoqwee vremq ymeetsq rqd

ynteresn¥x rezul\tatov, kasagwyxsq yzuçenyq svojstv eho reßenyj.  Tak, v [1]
dostatoçno polno yssledovan¥ asymptotyçeskye svojstva reßenyj uravnenyq

(1) pry  c = 0,  v [2] ustanovlen¥ nov¥e svojstva reßenyj πtoho uravnenyq pry

a = 0,  c = 0,  v [3] poluçen¥ uslovyq suwestvovanyq analytyçeskyx poçty pery-

odyçeskyx reßenyj uravnenyq (1) pry  c = 0,  v [4] postroeno predstavlenye ob-

weho reßenyq uravnenyq (1) pry  | c | > 1,  v [5] poluçen rqd nov¥x rezul\tatov o

suwestvovanyy ohranyçenn¥x y fynytn¥x reßenyj uravnenyj s lynejno preob-

razovann¥m arhumentom, v [6] opredelen¥ maΩorant¥ dlq reßenyj uravnenyq

(1).  Nesmotrq na obylye rezul\tatov, posvqwenn¥x yssledovanyg asymptoty-

çeskyx svojstv reßenyj ßyrokyx klassov dyfferencyal\no-funkcyonal\n¥x

uravnenyj y yx vaΩn¥e pryloΩenyq [7], mnohye vopros¥ teoryy dyfferency-

al\no-funkcyonal\n¥x uravnenyj vyda (1) yzuçen¥ nedostatoçno.  Osobenno

πto kasaetsq svojstv reßenyj uravnenyq (1) v okrestnostqx osob¥x toçek  t = 0
y  t = + ∞,  yssledovanye kotor¥x qvlqetsq osnovnoj cel\g nastoqwej rabot¥.

Poluçenn¥e v nej rezul\tat¥ dopolnqgt y razvyvagt yzvestn¥e rezul\tat¥

mnohyx matematykov (sm. [1, 8 – 10] y pryvedennug v nyx byblyohrafyg), posvq-

wenn¥e yssledovanyg asymptotyçeskyx svojstv reßenyj lynejn¥x dyfferen-

cyal\no-funkcyonal\n¥x uravnenyj nejtral\noho typa s peremenn¥my y pos-

toqnn¥my otklonenyqmy arhumenta.

Rassmotrym snaçala sluçaj, kohda  t ∈ ( 0, 1 ].
Dlq yssledovanyq povedenyq reßenyj uravnenyq (1) v okrestnosty nulq v¥-

polnym zamenu peremenn¥x

x ( t )  =  z
t

1



 ,      x ( q t )  =  z

qt

1



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,      

d

dt
x t( )  =  ′


 −


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t t

1 1
2 ,
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
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−
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


z
qt q t

1 1
2 2 ,      t  =  

1
qτ

.

V rezul\tate poluçym uravnenye

z ′ ( τ )  =  
1

2c
az q bz

τ
τ τ( ) ( )+( )  +  

q

c
z q

2

′( )τ , (2)

* 
Vykonano pry finansovij pidtrymci DerΩavnoho fondu fundamental\nyx doslidΩen\ pry Mi-

nisterstvi Ukra]ny z pytan\ nauky i texnolohij.
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kotoroe moΩno zapysat\ v vyde
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q

c
z q( )τ   +  z

q

c
z q e

b

c( ) ( )1
1 1
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e e
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Oboznaçaq

f ( τ )  =df   z
q

c
z q e

b

c( ) ( )1
1 1

−





−( )/τ
  +  

ac bq

c
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b

c
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1 1

1

1 1

2

τ τ
( )

, (3)

poluçaem uravnenye

z ( τ )  =  
q

c
z q( )τ   +  f ( τ ). (4)

Ymeet mesto sledugwaq teorema.

Teorema 1.  Pust\  { a, b, c } ⊂ R,  0 < q < 1.  Tohda:

1)  pry  0 < | c | < q  reßenye uravnenyq (1) ymeet pravostoronnyj predel v
nule tohda y tol\ko tohda, kohda ono ohranyçeno v okrestnosty nulq;

2)  pry  | c | > q  vse reßenyq uravnenyq (1) ymegt pravostoronnyj predel v
nule.

DokaΩem pervoe utverΩdenye teorem¥.  Suwestvovanye pravostoronneho

predela v nule u reßenyq  x ( t )  oçevydn¥m obrazom podrazumevaet eho ohrany-

çennost\ v okrestnosty nulq.

Obratno, pust\  x ( t ),  a znaçyt, y  z ( τ )  ohranyçen¥ na otrezkax  ( 0, 1 ]  y

[ q 
–

 
1, + ∞ )  sootvetstvenno.  Tohda lehko pokazat\, çto yntehral v (3) sxodytsq

absolgtno pry  τ → + ∞,  t. e. suwestvuet koneçn¥j predel  lim ( )τ τ→+ ∞ f  =df  M.

Poskol\ku koπffycyent¥ uravnenyq (1) qvlqgtsq dejstvytel\n¥my çyslamy,

bez ohranyçenyq obwnosty sçytaem, çto  x ( t ) ∈ R  dlq lgboho  t > 0  y, sledova-

tel\no,  M ∈ R.

Yz uravnenyq (4) sleduet

z ( q 
–

 
j

  τ )  =  
q

c
z q
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
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1
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… +  
q

c
f q j( )− +1τ   +  f q j( )− τ ,      j  ≥  1.

PredpoloΩym, çto  q > c > 0.  Tohda yz opredelenyq predela  lim ( )τ τ→+ ∞ f  =
= M  ymeem

∀  ε  >  0   ∃  L :  τ  >  L ⇒ M  +  ε  >  f ( τ )  >  M  –  ε
y
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Ytak,
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.
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Uçyt¥vaq, çto  z ( τ ) — ohranyçennaq na otrezke  [ 1, + ∞ )  funkcyq, poluçaem

z ( q τ )  +  
M

q c

−
−/
ε
1

  ≤  0,

t. e.

z ( q τ )  ≤  
−

−/
M

q c 1
  +  

ε
q c/ −1

pry  τ > L.  V protyvnom sluçae  z ( τ ) — neohranyçennaq na  [ 1, + ∞ )  funkcyq,

çto protyvoreçyt predpoloΩenyg.  Analohyçno ymeem

z ( q 
–
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q

c
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M

q c
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ε
1

,

otkuda (v sylu ohranyçennosty  z ( τ ))

z ( q τ )  +  
M

q c

+
−/
ε
1

  ≥  0

yly

z ( q τ )  ≥  
−

−/
M

q c 1
  –  

ε
q c/ −1

pry  τ > L.  Summyruq rezul\tat¥, poluçaem

– 

M

q c/ − 1
  –  

ε
q c/ −1

  ≤  z ( q τ )  ≤  – 

M

q c/ −1
  +  

ε
q c/ −1

pry  τ > L.

Rassmotrym sluçaj  – q < c < 0.  Tohda

z ( τ )  =  
q

c
z q( )τ   +  f ( τ )  =

=  
q

c
z q



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2
2( )τ   +  

q

c
f q( )τ   +  f ( τ )  =  

q

c
z q



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2
2( )τ   +  f1 ( τ ),

hde

f1 ( τ )  =df   
q

c
f q( )τ   +  f ( τ ) → 

q

c
M+



1

pry  τ → + ∞.  Sledovatel\no, m¥ svely zadaçu k tol\ko çto rassmotrennomu

sluçag  q > c > 0.  Pervaq çast\ teorem¥ dokazana.

DokaΩem vtoroe utverΩdenye teorem¥.  Yz uravnenyq (2) neposredstvenno

sleduet

′z ( )τ   ≤  
1

2τ
τ τ

c
b z a z q( ) ( )+( )  +  

q

c
z q

2

′( )τ .

Yntehryruq poslednee neravenstvo na otrezke  [ 1, t] ,  naxodym
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Oboznaçym

1

u

z d∫ ′( )τ τ   =df   s ( u ),

hde  u > 0.  Tohda pry  τ > 0  ymeem

| z ( τ ) |  ≤  s ( τ )  +  | z ( 1 ) |.
Esly  1 ≤ t ≤ q 

–
 
1
,  to
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Pry  t ≥ q 
–

 
1
  naxodym
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z d∫ ′( )τ τ   =  s ( t )  ≤  s ( t )  +  N.

Takym obrazom, pry  t ≥ 1  ymeem  s ( q t ) ≤ s ( t ) + N.

Yz (5) sleduet
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Otsgda y yz lemm¥ Hronuolla – Bellmana sleduet

s ( t )  ≤  Fe
M

s
ds

t

1
2
1

∫
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M
s

ds
1

2
1+∞

∫
,

t. e.

1

+∞

∫ ′z d( )τ τ   =  
0

1
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M

s
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1
2
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∫
.

Teorema dokazana.

Perejdem k yssledovanyg ustojçyvosty uravnenyq (1).
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Teorema 2.  Esly  {  a, b, c } ⊂  R ,  0 < q < 1,  a < 0  y  
c

q
 + 

b

a

c

q
+  < 1,    to

uravnenye (1) asymptotyçesky ustojçyvo.

Dokazatel\stvo.  Zapyßem uravnenye (1) v πkvyvalentnoj (v klasse  C 
1

 ( 0,
+ ∞ )-reßenyj) yntehral\noj forme

x ( t )  =  
c

q
x qt( )  +  x

c

q
x q ea t( ) ( ) ( )1 1−





−   +  
bq ac

q
e x qs ds

t
a t s+ ∫ −

1

( ) ( ) . (6)

PokaΩem, çto nulevoe reßenye uravnenyq (6) asymptotyçesky ustojçyvo v

klasse  C [ q, + ∞ )-reßenyj.  S πtoj cel\g reßym zadaçu
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c
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x qt g
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1

1

1
(7)

hde  g ( t ) — nekotoraq funkcyq yz klassa  C [ q, 1 ],  s pomow\g metoda posledo-

vatel\n¥x pryblyΩenyj, kotor¥e opredelym sootnoßenyqmy

xm ( t )  =

  =  
c

q
x qt g

c

q
g q e

bq ac

q
e x qs ds t

g t t q

m
a t

t
a t s

m−
− −

−+ −





+ + >

∈[ ]






∫1

1

1
11 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) , ,

( ), , ,

( ) ( )
(8)

m  ≥ 1,

x0 ( t )  =  

0 2

1 2 1 2

1

, ,

( )( ), ,

( ), , .

t

g t t

g t t q

≥

− < <

∈[ ]










V sylu (8) pry  t ≥ 2 q 
–

 
1
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Tohda, oçevydno,  | x1 ( t ) – x0 ( t ) | ≤ Keat
,  t ≥ q,  hde  K — nekotoraq konstanta.

Poskol\ku  a < 0,  to pry vsex  t > 1  naxodym
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.

RassuΩdaq po yndukcyy, poluçaem
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| xm + 1 ( t ) – xm  ( t ) |  ≤  K
c

q

bq ac

q a q
+ +

−






1
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 …

… 
c

q
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q a q
em

aq tm
+ +

−






1

1( )
  =df   K em

aq tm
,      m  ≥  1. (9)

Poskol\ku  a < 0 ,  

c

q
 + 

bq ac

q

+
 < 1,  yz (9) neposredstvenno sleduet, çto po-

sledovatel\nost\ neprer¥vn¥x funkcyj  { xm ( t ) }  ravnomerno sxodytsq pry  t ∈
∈ [ q, + ∞ )  k neprer¥vnomu reßenyg  x* ( t )  uravnenyq (7), dlq kotoroho spraved-

lyva ocenka

| x* ( t ) |  ≤  
m

m mx t x t
=

+∞

+∑ −
0

1( ) ( )   ≤  Keat   +  
m

m
aq tK e

m

=

+∞

∑
1

,      t  ≥  2.

Lehko pokazat\, çto funkcyq  x* ( t )  qvlqetsq edynstvenn¥m reßenyem zada-

çy (7).  Sledovatel\no, ona neprer¥vna pry  t ∈ [ q, + ∞ )  y stremytsq k nulg,

kohda  t → + ∞.

MnoΩestvo  C [ q, + ∞ )-reßenyj uravnenyq (6) qvlqetsq mnoΩestvom reße-

nyj zadaçy (7) pry razlyçn¥x „naçal\n¥x” funkcyqx  g ( t )  yz klassa  C  [ q, 1 ].
Sledovatel\no, reßenyq uravnenyq (6) stremqtsq k nulg, kohda  t → + ∞.  Po-

skol\ku konstanta  K  v yzloΩenn¥x v¥ße rassuΩdenyqx zavysyt lyß\ ot ve-

lyçyn¥  sup ( ),t q g t∈[ ]1 ,  ymeet mesto asymptotyçeskaq ustojçyvost\ nulevoho

reßenyq.

Teorema dokazana.

Yssleduem svojstva ohranyçenn¥x na otrezke  [ 1, + ∞ )  reßenyj uravnenyq

(1) pry  t → + ∞.

Teorema 3.  Esly  { a, b, c } ⊂ R,  0 < q < 1,  b / c > 0  y  
q

c
 + 2

a

b

q

c
+  < 1,  to

ohranyçenn¥e na otrezke  [ 1, + ∞ )  reßenyq (1) udovletvorqgt sootnoßenyg

| x ( t ) |  ≤  1 1
1

1
1 1

1

2
− − +



 −

−
−

− + − − +



 +





−
−

q

c

a

b

q

c
x

q

c
x q e

b

c

q

c

a

b

q

c

a

c

bq

c
t

( ) ( )
( )

pry  t ≥ 1,  hde

– 

b

c
  +  1

1

2− − +



 +

−q

c

a

b

q

c

a

c

bq

c
  <  0.

Dokazatel\stvo.  Rassmotrym uravnenye

x ( t )  =  
q

c
x q t( )−1   +  x

c

q
x q e

b

c
t

( ) ( )
( )

1 1
1

−





− − −
  –

–  
a

c

bq

c
e x q s ds

t b

c
t s

+



 ∫

− − −
2

1

1
( )

( ) , (10)

πkvyvalentnoe uravnenyg (1) v klasse  C 
1

 ( 0, + ∞ )-reßenyj.  PredpoloΩym, çto

x ( t )  ohranyçeno na otrezke  [ 1, + ∞ ).  Yz (10) poluçaem

| x ( t ) |  ≤  
q

c
x q t( )−1   +  x

q

c
x q e

b

c
t

( ) ( )
( )

1 1
1

− − − −
  +

+  
a

c

bq

c
e x q s ds

t b

c
t s

+ ∫
− − −

2
1

1
( )

( ) .
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Opredelym  ν ( t ) =df  sup ( )s t x s≥   (v sylu ohranyçennosty  x ( t )  funkcyq  ν ( t )  op-

redelena).

Poskol\ku  b / c > 0,  dlq  t1 ≥ t ≥ 1  naxodym

| x ( t1 ) |  ≤  
q

c
 ν ( t )  +  x

q

c
x q e

b

c
t

( ) ( )
( )

1 1
11

− − − −
  +

+  
a

c

bq

c
e x q s ds

t b

c
t s

+ ∫
− − −

2
1

11( )
( )   +  

a

c

bq

c
e x q s ds

t b

c
t s

+ ∫
− − −

2
1

1
1

1( )
( )   ≤

≤  
q

c
 ν ( t )  +  x

q

c
x q e

b

c
t

( ) ( )
( )

1 1
1

− − − −
  +

+  
a

c

bq

c
e s ds

t b

c
t s

+ ∫
− −

2
1

( )
( )ν   +  

a

c

bq

c

c

b
t+ 2 ν( ) .

Otsgda sleduet, çto  | x ( t1 ) |  moΩno zamenyt\ na  ν ( t ).  Uçyt¥vaq, çto

L  =df   
q

c
  +  

a

b

q

c
+   <  1,

ymeem

ν ( t )e
b

c
t( )−1

  ≤  ( ) ( ) ( )1 11 1− −− −L x
q

c
x q   +  ( ) ( )

( )
1 1

2
1

1
− +− −

∫L
a

c

bq

c
e s ds

t b

c
s

ν ,

y v sylu lemm¥ Hronuolla – Bellmana poluçaem

ν ( t )  ≤  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 11 1
1 11

2− −− −
− + − +



 −−

L x
q

c
x q e

b

c
L

a

c

bq

c
t

.

PokaΩem, çto yz uslovyj teorem¥ sleduet

– 

b

c
  +  ( )1 1

2− +−L
a

c

bq

c
  <  0.

Dejstvytel\no,

– 

b

c
  +  ( )1 1

2− +−L
a

c

bq

c
  =  – 

b

c
  +  ( )1 1− −





−L L
q

c

b

c
  <  0 ⇔

⇔ 2L  –  
q

c
  <  1 ⇔ 

q

c
  +  2

a

b

q

c
+   <  1.

Teorema dokazana.

Teorema 4.  Esly  { a, b, c } ⊂ R,  0 < q < 1,  a > 0  y  
c

q
 + 

b

a

c

q
+  < 1,  to re-

ßenyq uravnenyq (1), ohranyçenn¥e na otrezke  [ 1, + ∞ ),  udovletvorqgt uslo-
vyg  x ( t ) = O ( t 

u
 ),  t → + ∞,  hde

u  =  
1

1ln
ln

q

c

q

b

a

c

q− + +





.

Dokazatel\stvo.  Zapyßem uravnenye (1) v vyde

˙( )x t s+   =  a x ( t + s )  +  b x ( q ( t + s ) )  +  cx q t s˙ ( )+( ) , (11)

hde  s  ≥ 0.  Pust\ reßenye  x  ( t )  ohranyçeno na otrezke  [ 1, + ∞ )  y  a  > 0.

UmnoΩaq uravnenye (11) na  e 
–

 
a

 
s
  y yntehryruq eho po  s  na otrezke  [  0, + ∞ ),

poluçaem
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0

+∞
−∫ +e x t s dsas ˙( )   =  a e x t s dsas

0

+∞
−∫ +( )   +

+  b e x q t s dsas

0

+∞
−∫ +( )( )   +  c e x q t s dsas

0

+∞
−∫ +( )˙ ( ) ,

x ( t )  =  
c

q
x qt( )  –  b

ca

q
e x q t s dsas+





+( )
+∞

−∫
0

( ) . (12)

Opredelym  ν ( t ) =df  sup ( )s t x s≥   (v sylu ohranyçennosty  x ( t )  funkcyq  ν ( t )  op-

redelena).  Dlq lgboho  t1 ≥ t ≥ 1  yz (12) naxodym

| x ( t1 ) |  ≤  
c

q
 | x ( q t1 ) |  +  b

ca

q
e x q t s dsas+





+( )
+∞

−∫
0

1( )   ≤  
c

q

b

a

c

q
qt+ +





ν( ) .

Sledovatel\no,

ν ( t )  ≤  
c

q

b

a

c

q
qt+ +





ν( ) .

Poskol\ku

c

q
  +  

b

a

c

q
+   <  1,      

ν ( t ) → 0  pry  t → + ∞.  Ocenym „skorost\”, s kotoroj  ν ( t ) → 0  pry  t → + ∞.

Dlq ocenky funkcyy  ν ( t )  v¥polnym zamenu peremennoj  ν ( t ) = t 
u

 y ( t ),  hde

u  =  
1

1ln
ln

q

c

q

b

a

c

q− + +





.

V rezul\tate poluçym neravenstvo

t 
u

 y ( t )  ≤  
c

q

b

a

c

q
+ +





q 
u

 t 
u

 y ( q t ) ⇔ y ( t )  ≤  y ( q t ).

Sledovatel\no,  y ( t )  ohranyçena na  [ 1, + ∞ ).
Teorema dokazana.

Najdem dostatoçnoe uslovye edynstvennosty ohranyçennoho na otrezke  [ 1,
+ ∞ )  nenulevoho reßenyq uravnenyq (1).

Teorema 5.  Esly  { a, b, c } ⊂ R,  0 < q < 1,  b / c > 0  y  2
q

c
 + 

a

b

q

c
+  < 1,  to

x ( t )  =  
k

k

b

c
q t

x e
k

=

+∞ −
∑

−

0

,

hde

xk  =  
ac bq

bc q
x

k

k k
+

−

− +

− −

1

11( )
 ,      k  ≥  1,

x0 — proyzvol\no, budet edynstvenn¥m s toçnost\g do  x0  nenulev¥m ohrany-
çenn¥m na otrezke  [ 1, + ∞ )  reßenyem uravnenyq (1).

Dokazatel\stvo.  Pust\  (  H, ρ  ) — polnoe metryçeskoe prostranstvo ohra-

nyçenn¥x funkcyj yz klassa  C [ 1, + ∞ )  s metrykoj  ρ ( x, y ) = sup ( ) ( )1≤ −t x t y t .

Opredelym operator  F  na osnovanyy uravnenyq (10), πkvyvalentnoho uravne-

nyg (1) (v klasse  C 
1

 [ 1, + ∞ )-reßenyj):
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( Fx )( t )  =  
q

c
x q t( )−1   +  g

q

c
x q e

b

c
t

1
1

1
−





− − −
( )

( )
  –

–  
a

c

bq

c
e x q s ds

t b

c
t s

+



 ∫

− − −
2

1

1
( )

( ) ,      t  ≥  1,

hde  g1 — proyzvol\noe kompleksnoe çyslo.  Poskol\ku  b / c > 0,  to  F :  H →  H
y

ρ  ( F x, F y )  ≤  2
q

c

a

b

q

c
x y+ +



 ρ( , ) .

Sohlasno predpoloΩenyg

2
q

c
  +  

a

b

q

c
+   <  1,

sledovatel\no,  F — operator sΩatyq, dlq kotoroho v  H  suwestvuet edyn-

stvennaq nepodvyΩnaq toçka.

Teorema dokazana.
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