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ПРО МОДИФIКОВАНЕ РIВНЯННЯ КОРТЕВЕГА – ДЕ ФРIЗА
З НАВАНТАЖЕНИМ ЧЛЕНОМ

In this paper, the method of the inverse spectral problem is applied to finding a solution to the Cauchy problem for the
modified Korteweg – de Vries equation (mKdV) in the class of periodic infinite-gap functions. A simple derivation of
the Dubrovin system of differential equations is proposed. The solvability of the Cauchy problem for an infinite system
of Dubrovin differential equations in the class of five times continuously differentiable periodic infinite-gap functions is
proved. It is shown that the sum of a uniformly converging functional series constructed from the solutions of the infinite
system of Dubrovin equations and the formulas for the first trace do indeed satisfy the mKdV equation. Moreover, it was
proved that:

1) if the initial function is a real \pi -periodic analytic function, then the solution of the Cauchy problem for the mKdV
equation with a loaded term is also a real analytic function with respect to the variable x;

2) if the number
\pi 

2
is the period (antiperiod) of the original function, then

\pi 

2
is also the period (antiperiod) in the

variable x of the solution to the Cauchy problem for the mKdV equation with a loaded term.

У цiй роботi метод оберненої спектральної задачi застосовано до розв’язання задачi Кошi для модифiкованого рiв-
няння Кортевега – де Фрiза (мКдФ) у класi перiодичних нескiнченнозонних функцiй. Запропоновано простий вивiд
системи диференцiальних рiвнянь Дубровiна. Доведено розв’язнiсть задачi Кошi для нескiнченної системи дифе-
ренцiальних рiвнянь Дубровiна у класi п’ятикратно неперервно диференцiйовних перiодичних нескiнченнозонних
функцiй. Показано, що сума рiвномiрно збiжного функцiонального ряду, побудованого з розв’язкiв нескiнченної
системи рiвнянь Дубровiна, i формули для першого слiду задовольняють рiвняння мКдФ. I навiть бiльше, було
доведено, що:

1) якщо початкова функцiя є дiйсною \pi -перiодичною аналiтичною функцiєю, то розв’язок задачi Кошi для
рiвняння мКдФ з навантаженим членом також є дiйсною аналiтичною функцiєю за змiнною x;

2) якщо число
\pi 

2
є перiодом (антиперiодом) вихiдної функцiї, то

\pi 

2
також є перiодом (антиперiодом) за змiнною

x розв’язку задачi Кошi для рiвняння мКдФ з навантаженим членом.

1. Вступ. Оберненi спектральнi задачi вiдiграють значну роль при iнтегруваннi деяких важ-
ливих еволюцiйних рiвнянь математичної фiзики. Значний прорив було зроблено в 1967 р. з
появою статтi [1], де показано, що рiвняння Кортевега – де Фрiза (КдФ)

qt = 6qqx  - qxxx, q(x, 0) = q0(x), x \in \BbbR , t > 0,

можна подати як умову сумiсностi двох лiнiйних диференцiальних рiвнянь, одне з яких вияви-
лося рiвнянням Штурма – Лiувiлля

H\psi \equiv  - \psi \prime \prime (x, k, t) + q(x, t)\psi (x, k, t) = k2\psi (x, k, t), x \in \BbbR .

Було зазначено, що якщо потенцiал у цьому рiвняннi змiнюється за часом згiдно з КдФ, то \psi 
задовольняє ще одне лiнiйне рiвняння, а саме

\.\psi t =  - 4\psi \prime \prime \prime 
xxx + 6q\psi \prime 

x + 3qx\psi .

Використовуючи цю обставину, в [1] запропоновано процедуру побудови точних розв’язкiв рiв-
няння КдФ зведенням її до оберненої задачi теорiї розсiяння. Обернену задачу теорiї розсiяння
для оператора Штурма – Лiувiлля на всiй прямiй вивчали в роботах [2 – 4]. У статтi [5] показано
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унiверсальнiсть методу оберненої задачi розсiяння (МОЗР) й узагальнено рiвняння КДФ, вводя-
чи поняття вищого рiвняння КДФ. У цьому напрямку наступний важливий результат отримано
у статтi [6], в якiй авторам вдалося iнтегрувати нелiнiйне рiвняння Шредiнгера (НРШ):

iut \pm 2u| u| 2 + uxx = 0.

Незабаром у статтi [7] на основi iдей роботи [6] було запропоновано метод розв’язання моди-
фiкованого рiвняння КдФ (мКдФ):

ut \pm 6u2ux + uxxx = 0.

У статтях [8, 9] показано, що МОЗР також можна застосувати i до розв’язання рiвняння синус-
Гордона

uxt = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}u.

Застосування МОЗР до рiвнянь НРШ, мКдФ i синус-Гордона спирається на задачу розсiяння
для оператора Дiрака на всiй осi:

L = i

\left(   d

dx
 - q(x)

r(x)  - d

dx

\right)   , x \in \BbbR .

Обернена задача розсiяння для оператора Дiрака на всiй осi вивчалась у багатьох робо-
тах (див., наприклад, [6, 10 – 12]). Вiдомо, що оператор L не є самоспряженим, у випадку
„швидкого спадання” має скiнченне число кратних комплексних власних значень i може мати
спектральнi особливостi, якi лежать у неперервному спектрi. Данi розсiяння несамоспряже-
ного оператора Дiрака, крiм характеристик неперервного спектра, мiстять дискретний спектр
i спектральнi особливостi. У роботах [6 – 9, 13 – 16] у випадку, коли всi власнi значення вiд-
повiдного оператора Дiрака L простi, а спектральних особливостей немає, було зiнтегровано
такi нелiнiйнi еволюцiйнi рiвняння, як НРШ, мКдФ i рiвняння синус-Гордона. У зв’язку з цим
актуальним є пошук розв’язку задачi Кошi для нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь без джерела i
з самоузгодженим джерелом, вiдповiдним до кратних власних значень оператора Дiрака. Цим
задачам присвячено роботи [17 – 21].

Вiдомо, що знаходження явної формули для розв’язку нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь
КдФ, мКдФ, НРШ i синус-Гордона у класi перiодичних функцiй iстотно залежить вiд кiлькостi
нетривiальних лакун у спектрi перiодичного оператора Штурма – Лiувiлля i Дiрака.

За допомогою методу оберненої задачi для оператора Штурма – Лiувiлля з перiодичним по-
тенцiалом у випадку, коли в спектрi є тiльки скiнченне число нетривiальних лакун, у роботах
[22, 23] доведено повну iнтегровнiсть рiвняння КдФ у класi скiнченнозонних перiодичних i ква-
зiперiодичних функцiй. У основнiй частинi цих робiт розв’язання оберненої задачi для випадку
скiнченнозонних потенцiалiв було зведено до проблеми обернення Якобi абелевих iнтегралiв
на дволистiй компактнiй рiмановiй поверхнi зi скiнченним числом дiйсних точок розгалуження.
Крiм того, для скiнченнозонних потенцiалiв (тобто для розв’язку рiвняння КдФ) було виведено
явну формулу за допомогою тета-функцiї Рiмана. У роботах [25, 26] за допомогою МОЗР для
оператора Дiрака встановлено повну iнтегровнiсть НРШ i рiвняння мКдФ у класi скiнченно-
зонних функцiй. Бiльш детально про цю теорiю викладено в монографiях [3, 4, 27 – 29].
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Вiдомо (див. [30]), що якщо q(x) = 2a \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2x, a \not = 0, то всi нетривiальнi лакуни в спектрi
оператора Ly \equiv  - y\prime \prime + q(x)y = \lambda y, x \in \BbbR , вiдкритi, iншими словами, q(x) — скiнченнозонний
перiодичний потенцiал. Аналогiчнi приклади наведено в статтi [31] для перiодичного оператора
Дiрака. У зв’язку з цим ми вивчаємо задачу Кошi для нелiнiйного рiвняння мКдФ iз додатковим
членом у класi перiодичних нескiнченнозонних функцiй.

У цьому випадку розв’язання оберненої задачi за спектральними даними для перiодично-
го оператора Дiрака, коли нескiнченне число нетривiальних лакун вiдкритi, можна звести до
проблеми обернення абелевих iнтегралiв на дволистiй некомпактнiй рiмановiй поверхнi з не-
скiнченним числом дiйсних точок розгалуження. Для такої задачi нам не вдалося знайти ана-
логiв формули Iтса – Матвєєва. Проте до цiєї задачi можна застосувати метод статтi [32]. При
цьому розв’язок задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння мКдФ одержуємо у виглядi рiвномiрно
збiжного функцiонального ряду. Слiд зауважити, що розв’язки в класi перiодичних функцiй
для нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь iз джерелом, а також iз додатковим членом вивчалися в
роботах [33 – 41] у рiзних постановках.

У цiй роботi розглядається рiвняння мКдФ з навантаженим членом вигляду

ut = a (t, u (x0, t))
\bigl[ 
6u2ux  - uxxx

\bigr] 
, x \in \BbbR , t > 0, (1)

з початковою умовою

u(x, t)| t=0 = q0(x), q0(x+ \pi ) = q0(x) \in C5(\BbbR ), (2)

у класi дiйсних нескiнченнозонних \pi -перiодичних по x функцiй:

u(x+ \pi , t) = u(x, t) \in C3
x(t > 0) \cap C1

t (t > 0) \cap C(t \geq 0). (3)

Тут дiйсна функцiя a(t, y) є заданою, неперервною по t i диференцiйовною по y, а x0 \in \BbbR —
задане число.

Мета цiєї роботи — описати процедуру побудови розв’язку задачi (1) – (3) у рамках оберненої
спектральної задачi для перiодичного оператора Дiрака:

L(t)y = By\prime +\Omega (x, t)y = \lambda y, x \in \BbbR , t > 0, (4)

B =

\Biggl( 
0 1

 - 1 0

\Biggr) 
, \Omega (x, t) =

\Biggl( 
0 u(x, t)

u(x, t) 0

\Biggr) 
, y =

\Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
.

Зауваження 1. Нехай q(x, t) — розв’язок задачi (1) – (3) у випадку звичайного рiвняння
мКдФ, тобто при a(t, y) \equiv 1. Тодi розв’язок u(x, t) задачi (1) – (3) подамо у виглядi

u(x, t) = q(x, b(t)), (5)

де функцiя b(t) є розв’язком iнтегрального рiвняння

b(t) =

t\int 
0

a(\tau , q(x0, b(\tau ))d\tau . (6)

Доведення безпосередньо випливає з того, що з (5), (6) маємо

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 11



1544 А. Б. ХАСАНОВ, Т. Ж. АЛЛАНАЗАРОВА

db(t)

dt
= a(t, u(x0, t)).

Диференцiюючи по t рiвнiсть (5), приходимо до рiвняння (1). Неважко бачити, що спектр
оператора (4) з потенцiалом (5) збiгається зi спектром оператора (4) з потенцiалом q(x, 0) =

= u(x, 0) = q0(x).

Таким чином, розв’язання задачi Кошi (1) – (3) у класi перiодичних нескiнченнозонних
потенцiалiв зводиться до розв’язання задачi Кошi для звичайного рiвняння мКдФ (тобто при
a(t, y) \equiv 1) у класi перiодичних нескiнченнозонних функцiй.

2. Необхiднi вiдомостi про пряму та обернену спектральнi задачi. У цьому пунктi для
повноти викладу ми наведемо деякi основнi вiдомостi, що стосуються оберненої спектраль-
ної задачi для оператора Дiрака з перiодичними коефiцiєнтами [42 – 45]. Розглянемо систему
рiвнянь Дiрака на всiй прямiй

Ly \equiv 
\biggl( 

0 1

 - 1 0

\biggr) \biggl( 
y\prime 1
y\prime 2

\biggr) 
+

\Biggl( 
p(x) q(x)

q(x)  - p(x)

\Biggr) \Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
= \lambda 

\Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
, x \in \BbbR , (7)

де p(x) i q(x) — дiйснi \pi -перiодичнi функцiї з класу C1(\BbbR ), а \lambda — комплексний параметр.
Позначимо через c(x, \lambda ) = (c1(x, \lambda ), c2(x, \lambda ))

T i s(x, \lambda ) = (s1(x, \lambda ), s2(x, \lambda ))
T розв’язки

рiвняння (7) з початковими умовами c(0, \lambda ) = (1, 0)T i s(0, \lambda ) = (0, 1)T . Вектор-функцiї c(x, \lambda )
i s(x, \lambda ) є цiлими функцiями щодо \lambda при фiксованих x, складають фундаментальну систему
розв’язкiв рiвняння (7) i задовольняють тотожнiсть

W \{ c(x, \lambda ), s(x, \lambda )\} \equiv c1(x, \lambda )s2(x, \lambda ) - c2(x, \lambda )s1(x, \lambda ) = 1.

Крiм того, розв’язки c(x, \lambda ) i s(x, \lambda ) при великих | \lambda | задовольняють такi асимптотичнi фор-
мули:

c(x, \lambda ) =

\Biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda x

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda x

\Biggr) 
+O

\Biggl( 
e| Im\lambda | x

\lambda 

\Biggr) 
, | \lambda | \rightarrow \infty ,

s(x, \lambda ) =

\Biggl( 
 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda x

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda x

\Biggr) 
+O

\Biggl( 
e| Im\lambda | x

\lambda 

\Biggr) 
, | \lambda | \rightarrow \infty .

(8)

Означення 1. Функцiя \Delta (\lambda ) = c1(\pi , \lambda ) + s2(\pi , \lambda ) називається функцiєю Ляпунова для
оператора Дiрака (7).

Iз асимптотики (8) при дiйсних \lambda отримаємо таку асимптотичну формулу для функцiї
Ляпунова:

\Delta (\lambda ) = 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda \pi +O

\biggl( 
1

\lambda 

\biggr) 
, | \lambda | \rightarrow \infty .

Вектор-функцiя

\psi \pm (x, \lambda ) =

\Biggl( 
\psi 1\pm (x, \lambda )

\psi 2\pm (x, \lambda )

\Biggr) 
= c(x, \lambda ) +m\pm (\lambda )s(x, \lambda )
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називається розв’язком Флоке рiвняння (7). Функцiя Вейля – Тiтчмарша визначається форму-
лами

m\pm (\lambda ) =
s2(\pi , \lambda ) - c1(\pi , \lambda )\mp 

\sqrt{} 
\Delta 2(\lambda ) - 4

2s1(\pi , \lambda )
.

Спектр оператора L повнiстю неперервний i складається з множини

\sigma (L) \equiv E = \{ \lambda \in \BbbR : | \Delta (\lambda )| \leq 2\} = \BbbR \setminus 

\Biggl( 
n=\infty \bigcup 
n= - \infty 

(\lambda 2n - 1, \lambda 2n)

\Biggr) 
,

при цьому iнтервали (\lambda 2n - 1, \lambda 2n), n \in \BbbZ , називаються лакунами, де \lambda 4k - 1, \lambda 4k — власнi
значення перiодичної задачi (y(0) = y(\pi )), а \lambda 4k+1, \lambda 4k+2 — власнi значення антиперiодичної
задачi (y(0) =  - y(\pi )) для рiвняння (7).

Коренi рiвняння s1(\pi , \lambda ) = 0 позначимо через \xi n, n \in \BbbZ . Вони збiгаються iз власними
значеннями задачi Дiрiхле для системи рiвнянь (7) iз граничними умовами y1(0) = 0, y1(\pi ) = 0,

при цьому \xi n \in [\lambda 2n - 1, \lambda 2n] , n \in \BbbZ .
Означення 2. Числа \xi n, n \in \BbbZ , разом зi знаками

\sigma n = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}
\bigl\{ 
s2(\pi , \xi n) - c1(\pi , \xi n)

\bigr\} 
, n \in \BbbZ ,

називаються спектральними параметрами оператора L.
Зауваження 2. Якщо \xi n = \lambda 2n - 1 або \xi n = \lambda 2n, то s2(\pi , \xi n)  - c1(\pi , \xi n) = 0. У цьому

випадку для визначеностi покладемо \sigma n = 1, n \in \BbbZ .
Означення 3. Спектральнi параметри \xi n, \sigma n, n \in \BbbZ , i межi спектра \lambda n, n \in \BbbZ , назива-

ються спектральними даними оператора L.
Задача знаходження спектральних даних оператора L становить пряму задачу, а вiдновлен-

ня коефiцiєнтiв p(x) i q(x) за спектральними даними — обернену. Коефiцiєнти p(x) i q(x)
оператора L визначаються однозначно за спектральними даними \{ \lambda n, \xi n, \sigma n = \pm 1, n \in \BbbZ \} 
(див. [43, 45]).

Якщо в системi диференцiальних рiвнянь (7) замiсть p(x), q(x) розглядати p(x+\tau ), q(x+\tau ),
\tau \in \BbbR , то спектр одержуваного оператора

L(\tau )y \equiv 

\Biggl( 
0 1

 - 1 0

\Biggr) \Biggl( 
y\prime 1

y\prime 2

\Biggr) 
+

\Biggl( 
p(x+ \tau ) q(x+ \tau )

q(x+ \tau )  - p(x+ \tau )

\Biggr) \Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
= \lambda 

\Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
(9)

не залежатиме вiд параметра \tau , тобто \lambda n(\tau ) \equiv \lambda n, n \in \BbbZ , а спектральнi параметри залежа-
тимуть вiд параметра \tau , \xi n = \xi n(\tau ), \sigma n = \sigma n(\tau ), n \in \BbbZ , i будуть перiодичними функцiями
\xi n(\tau + \pi ) = \xi n(\tau ), \sigma n(\tau + \pi ) = \sigma n(\tau ), n \in \BbbZ . Цi спектральнi параметри задовольняють аналог
системи рiвнянь Дубровiна

d\xi n
d\tau 

= ( - 1)n\sigma n(\tau )hn(\xi )

\biggl\{ 
2\xi n(\tau ) +

\infty \sum 
k= - \infty 

\bigl( 
\lambda 2k - 1 + \lambda 2k  - 2\xi k(\tau )

\bigr) \biggr\} 
, n \in \BbbZ , (10)

i початковi умови

\xi n(\tau )| \tau =0 = \xi n(0), \sigma n(\tau )| \tau =0 = \sigma n(0), n \in \BbbZ , (11)

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 11



1546 А. Б. ХАСАНОВ, Т. Ж. АЛЛАНАЗАРОВА

де

hn(\xi ) =
\sqrt{} 
(\xi n(\tau ) - \lambda 2n - 1)(\lambda 2n  - \xi n(\tau ))

\sqrt{}    \infty \prod 
k= - \infty ,k \not =n

(\lambda 2k - 1  - \xi n(\tau ))(\lambda 2k  - \xi n(\tau ))

(\xi k(\tau ) - \xi n(\tau ))2
.

Знак \sigma n(\tau ) змiнюється на протилежний при кожному зiткненнi значення \xi n(\tau ) з межами своєї
лакуни [\lambda 2n - 1, \lambda 2n] .

З метою подальшого дослiдження системи рiвнянь Дубровiна виконаємо замiну змiнних

\xi n(\tau ) = \lambda 2n - 1 + (\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 xn(\tau ), n \in \BbbZ .

Тодi вона набере вигляду

dxn(\tau )

d\tau 
= Hn(. . . , x - 1(\tau ), x0(\tau ), x1(\tau ), . . .), n \in \BbbZ , (12)

xn(0) = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\sqrt{} 
\xi n(0) - \lambda 2n - 1

\lambda 2n  - \lambda 2n - 1
, n \in \BbbZ , (13)

де

Hn(x(\tau )) =
1

2
( - 1)n - 1\sigma n(0)hn(. . . , \xi  - 1(\tau ), \xi 0(\tau ), \xi 1(\tau ), . . .), n \in \BbbZ .

Введемо банаховий простiр

\bfK =

\biggl\{ 
x = (. . . , x - 1(\tau ), x0(\tau ), x1(\tau ), . . .) : \| x\| =

\infty \sum 
n= - \infty 

(\lambda 2n  - \lambda 2n - 1)| xn| <\infty 
\biggr\} 
.

Запишемо систему (12), (13) у виглядi одного рiвняння в банаховому просторi \bfK :

dx(\tau )

d\tau 
= H(x(\tau )), x(\tau )| \tau =0 = x0.

У роботi [43] показано, що при всiх x, y \in \bfK виконується нерiвнiсть\bigm\| \bigm\| H(x(\tau )) - H(y(\tau ))
\bigm\| \bigm\| \leq C \| x(\tau ) - y(\tau )\| ,

де

C =
1

2

\infty \sum 
n= - \infty 

| n| (\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) <\infty . (14)

Ряд (14) збiгається, якщо перiодичний потенцiал задовольняє умови p(x+ \pi ) = p(x) \in C2(\BbbR ),
q(x + \pi ) = q(x) \in C2(\BbbR ). Тому нескiнченна система рiвнянь (10), (11) має єдиний розв’язок
при будь-яких початкових даних. Отже, система рiвнянь Дубровiна, а також формули слiдiв

p(\tau ) =

\infty \sum 
k= - \infty 

\biggl( 
\lambda 2k - 1 + \lambda 2k

2
 - \xi k(\tau )

\biggr) 
, q(\tau ) =

\infty \sum 
k= - \infty 

( - 1)n\sigma n(\tau )hn(\xi ),

q2(\tau ) + q\prime (\tau ) =
\infty \sum 

k= - \infty 

\Biggl( 
\lambda 22k - 1 + \lambda 22k

2
 - \xi 2k(\tau )

\Biggr) (15)
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приводять до методу розв’язання оберненої задачi. Тут \xi k(\tau ), k \in \BbbZ , — власнi значення задачi
Дiрiхле (y1(0) = 0, y1(\pi ) = 0) для системи Дiрака (9).

У роботi [43] показано, що нескiнченна система рiвнянь (10), (11) має єдиний розв’язок
при будь-яких початкових даних i розв’язок iснує для всiх \tau \in \BbbR . Крiм того, в цiй же роботi
за допомогою системи рiвнянь Дубровiна (10) i формул слiдiв (15) вивчається зв’язок довжини
лакун iз аналiтичнiстю коефiцiєнтiв p(x) i q(x) системи рiвнянь Дiрака.

Теорема 1. Якщо p(x), q(x) — \pi -перiодичнi дiйснi функцiї з класу C2(\BbbR ) i довжини лакун
\lambda 2n - \lambda 2n - 1 оператора Дiрака (7) експоненцiально спадають, тобто якщо iснують сталi числа
a > 0, b > 0, для яких \lambda 2n  - \lambda 2n - 1 < ae - b| n| при будь-яких цiлих n, то p(x) i q(x) є дiйсними
аналiтичними функцiями на всiй прямiй.

Теорема 2. Якщо p(x) i q(x) — дiйснi аналiтичнi \pi -перiодичнi функцiї , то довжини лакун
\lambda 2n  - \lambda 2n - 1 оператора Дiрака (7) спадають експоненцiально.

Слiд зазначити, що цi теореми для оператора Хiлла вперше довiв Трубовiц [47].
У роботах [44, 49] для оператора Дiрака було доведено такий аналог оберненої теореми

Борга [48].

Теорема 3. Для того щоб число
\pi 

2
було перiодом (антиперiодом) коефiцiєнтiв p(x) i q(x)

системи рiвнянь (7), необхiдно i достатньо двократностi всiх власних значень антиперiодич-
ної (перiодичної ) задачi.

Наведемо деякi найпростiшi властивостi розв’язку системи Дiрака у випадку p(x) \equiv 0.

Теорема 4. Якщо число \lambda є власним значенням граничної задачi Дiрiхле\Biggl( 
0 1

 - 1 0

\Biggr) \Biggl( 
y\prime 1

y\prime 2

\Biggr) 
+

\Biggl( 
0 q(x)

q(x) 0

\Biggr) \Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
= \lambda 

\Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
, x \in (0, \pi ), (16)

y1(0) = 0, y1(\pi ) = 0, (17)

де q(x) \in C [0, \pi ] , i йому вiдповiдає власна вектор-функцiя (y1(x), y2(x))
T , то ( - \lambda ) теж є

власним значенням цiєї задачi, i йому вiдповiдає власна вектор-функцiя (y1(x), - y2(x))T .
Зауваження 3. Ця теорема справедлива й при iнших граничних умовах, наприклад при

граничних умовах Неймана y2(0) = 0, y2(\pi ) = 0, при перiодичних i антиперiодичних гранич-
них умовах y(0) = \pm y(\pi ).

Легко помiтити, що з теореми єдиностi розв’язку задачi Кошi випливає

(c1 (x, - \lambda ), - c2 (x, - \lambda ))T = (c1(x, \lambda ), c2(x, \lambda ))
T ,

( - s1 (x, - \lambda ), s2 (x, - \lambda ))T = (s1(x, \lambda ), s2(x, \lambda ))
T .

Звiдси, зокрема, маємо

\Delta ( - \lambda ) = c1 (\pi , - \lambda ) + s2 (\pi , - \lambda ) = c1(\pi , \lambda ) + s2(\pi , \lambda ) = \Delta (\lambda ).

Зауваження 4. Позначимо через \xi n, n \in \BbbZ , всi власнi значення граничної задачi Дiрiхле
(16), (17). Оскiльки вони розташованi симетрично вiдносно нуля, ми можемо нумерувати їх
таким чином: \xi  - n =  - \xi n, n > 0. Крiм того, \xi = 0 завжди є власним значенням i йому
вiдповiдає власна вектор-функцiя
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1548 А. Б. ХАСАНОВ, Т. Ж. АЛЛАНАЗАРОВА\left(  0, \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{    - 
x\int 

0

q(t)dt

\right\}   
\right)  T

,

а також виконується рiвнiсть

\sigma  - n = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} \{ s2 (\pi , \xi  - n) - c1 (\pi , \xi  - n)\} = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} \{ s2 (\pi , - \xi n) - c1 (\pi , - \xi n)\} =

= \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} \{ s2(\pi , \xi n) - c1(\pi , \xi n)\} = \sigma n.

Зауваження 5. Розглянемо рiвняння (16) з граничною умовою Неймана y2(0) = 0, y2(\pi ) =

= 0. Позначимо через \eta n, n \in \BbbZ , всi власнi значення цiєї задачi. Оскiльки вони розташованi
симетрично вiдносно нуля, ми можемо їх нумерувати таким чином: \eta  - n =  - \eta n, n > 0. Крiм
того, \eta 0 = 0 завжди є власним значенням i йому вiдповiдає власна вектор-функцiя\left(  \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{    - 
x\int 

0

q(t)dt

\right\}   , 0
\right)  T

.

Теорема 5. Якщо в рiвняннi (16) коефiцiєнт q(x) \in C1[0, \pi ] є дiйсною неперервно диферен-
цiйовною функцiєю, то компоненти розв’язку (y1(x), y2(x))

T задовольняють рiвняння

 - y\prime \prime 1 +
\bigl[ 
q2(x) + q\prime (x)

\bigr] 
y1 = \lambda 2y1,  - y\prime \prime 2 +

\bigl[ 
q2(x) - q\prime (x)

\bigr] 
y2 = \lambda 2y2.

Наслiдок 1. Якщо (yn,1(x), yn,2(x))
T є власною вектор-функцiєю граничної задачi (16),

(17), що вiдповiдає власному значенню \xi n, \xi n \not = 0, то yn,1(x) є власною функцiєю крайової
задачi

 - y\prime \prime n,1 +
\bigl[ 
q2(x) + q\prime (x)

\bigr] 
yn,1 = \xi 2nyn,1, yn,1(0) = 0, yn,1(\pi ) = 0.

Наслiдок 2. Якщо (yn,1(x), yn,2(x))
T є власною вектор-функцiєю граничної задачi Нейма-

на для рiвняння (16), що вiдповiдає власному значенню \eta n, \eta n \not = 0, то yn,2(x) є власною
функцiєю крайової задачi

 - y\prime \prime n,2 +
\bigl[ 
q2(x) - q\prime (x)

\bigr] 
yn,2 = \eta 2nyn,2, yn,2(0) = 0, yn,2(\pi ) = 0.

Наслiдок 3. Якщо
\int \pi 

0
q(x)dx = 0, то \lambda = 0 є двократним власним значенням перiодичної

граничної задачi (y(0) = y(\pi )) для рiвняння (16), i навпаки, якщо число \lambda = 0 є двократним

власним значенням перiодичної граничної задачi, то
\int \pi 

0
q(x)dx = 0.

Зауваження 6. Число \lambda = 0 не є власним значенням антиперiодичної граничної задачi
(y(0) =  - y(\pi )) для рiвняння (16).

Наслiдок 4. Якщо (yn,1(x), yn,2(x))
T є власною вектор-функцiєю перiодичної задачi для

рiвняння (16), що вiдповiдає власному значенню \nu n \not = 0, то yn,1(x) i yn,2(x) є власними
функцiями крайових задач

 - y\prime \prime n,1 +
\bigl[ 
q2(x) + q\prime (x)

\bigr] 
yn,1 = \nu 2nyn,1, yn,1(0) = yn,1(\pi ), y\prime n,1(0) = y\prime n,1(\pi ),

 - y\prime \prime n,2 +
\bigl[ 
q2(x) - q\prime (x)

\bigr] 
yn,2 = \nu 2nyn,2, yn,2(0) = yn,2(\pi ), y\prime n,2(0) = y\prime n,2(\pi ).

Для антиперiодичної крайової задачi для рiвняння (16) також справедливим є такий на-
слiдок.
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3. Еволюцiя спектральних параметрiв. Розглянемо задачу Кошi для рiвняння мКдФ

qt = 6q2qx  - qxxx, x \in \BbbR , t > 0, (18)

з початковою умовою

q(x, t)| t=0 = q0(x), q0(x+ \pi ) = q0(x) \in C5(\BbbR ) (19)

у класi дiйсних нескiнченнозонних \pi -перiодичних по x функцiй:

q(x+ \pi , t) = q(x, t) \in C3
x(t > 0) \cap C1

t (t > 0) \cap C(t \geq 0). (20)

Основним результатом цiєї роботи є така теорема.
Теорема 6. Нехай q(x, t) — розв’язок задачi (18) – (20). Тодi межi спектра \lambda n(\tau , t), n \in \BbbZ ,

оператора Дiрака

L(\tau , t)y \equiv By\prime +\Omega (x+ \tau , t)y = \lambda y, x \in \BbbR , t > 0, (21)

де

B =

\Biggl( 
0 1

 - 1 0

\Biggr) 
, \Omega (x, t) =

\Biggl( 
0 q(x, t)

q(x, t) 0

\Biggr) 
, y =

\Biggl( 
y1

y2

\Biggr) 
,

не залежать вiд параметрiв \tau i t, тобто \lambda n(\tau , t) = \lambda n, n \in \BbbZ , а спектральнi параметри
\xi n(\tau , t), \sigma n(\tau , t), n \in \BbbZ , задовольняють аналог системи рiвнянь Дубровiна

\partial \xi n
\partial t

= 2( - 1)n\sigma n(\tau , t)hn(\xi )
\bigl\{ 
 - 2\xi n

\bigl[ 
q2(\tau , t) + q\tau (\tau , t)

\bigr] 
 - 4\xi 3n

\bigr\} 
, n \in \BbbZ . (22)

Тут знак \sigma n(\tau , t) змiнюється на протилежний при кожному зiткненнi точки \xi n(\tau , t), n \in \BbbZ ,
з межами своєї лакуни [\lambda 2n - 1, \lambda 2n] . Крiм того, виконуються початковi умови

\xi n(\tau , t)| t=0 = \xi 0n(\tau ), \sigma n(\tau , t)| t=0 = \sigma 0n(\tau ), n \in \BbbZ , (23)

де \xi 0n(\tau ), \sigma 
0
n(\tau ), n \in \BbbZ , — спектральнi параметри оператора Дiрака L(\tau , 0) з коефiцiєнтом

q0(x+ \tau ).

4. Доведення. Доведення теореми 6. Позначимо через \xi n = \xi n(\tau , t), n \in \BbbZ , власнi
значення задачi Дiрiхле

y1(0, \tau , t) = 0, y1(\pi , \tau , t) = 0 (24)

для рiвняння (21). Нехай yn(x, \tau , t) =
\bigl( 
yn,1(x, \tau , t), yn,2(x, \tau , t)

\bigr) T
, n \in \BbbZ , — ортонормованi

власнi вектор-функцiї задачi Дiрiхле (21), (24), що вiдповiдають власним значенням \xi n =

= \xi n(\tau , t), n \in \BbbZ .
Диференцiюючи по t рiвняння

\xi n(\tau , t) =
\bigl( 
L(\tau , t)yn, yn

\bigr) 
, n \in \BbbZ ,

i використовуючи симетричнiсть оператора L(\tau , t), маємо
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\partial \xi n
\partial t

=
\Bigl( 
\.\Omega (x+ \tau , t)yn, yn

\Bigr) 
, n \in \BbbZ . (25)

Використовуючи явний вигляд скалярного добутку

(y, z) =

\pi \int 
0

\Bigl[ 
y1(x)z1(x) + y2(x)z2(x)

\Bigr] 
dx, y =

\Biggl( 
y1(x)

y2(x)

\Biggr) 
, z =

\Biggl( 
z1(x)

z2(x)

\Biggr) 
,

рiвнiсть (25) записуємо у виглядi

\partial \xi n
\partial t

= 2

\pi \int 
0

yn,1(x, \tau , t)yn,2(x, \tau , t)qt(x+ \tau , t)dx. (26)

Пiдставляючи рiвняння (18) у (26), знаходимо

\partial \xi n
\partial t

= J1 + J2, (27)

де

J1 = 4

\pi \int 
0

yn,1yn,2d
\bigl( 
q3(x+ \tau , t)

\bigr) 
, J2 =  - 2

\pi \int 
0

yn,1yn,2d (qxx(x+ \tau , t)) .

З рiвняння (21) випливають рiвностi

y\prime n,1 + \xi nyn,2 = q(x+ \tau , t)yn,1,

 - y\prime n,2 + \xi nyn,1 = q(x+ \tau , t)yn,2.

Використовуючи цi тотожностi та iнтегруючи частинами iнтеграл J1, маємо

J1 =  - 2\xi nq
2(\tau , t)

\bigl[ 
y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t)

\bigr] 
+ 2\xi n

\pi \int 
0

\bigl[ 
y2n,1 + y2n,2

\bigr] 
d
\bigl( 
q2(x+ \tau , t)

\bigr) 
. (28)

Тепер обчислюємо iнтеграл J2 :

J2 =
\bigl[ 
 - 2\xi nq\tau (\tau , t) - 4\xi 3n

\bigr] \bigl[ 
y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t)

\bigr] 
 - 2\xi n

\pi \int 
0

\bigl[ 
y2n,1 + y2n,2

\bigr] 
d
\bigl( 
q2(x+ \tau , t)

\bigr) 
.

(29)

З (27) – (29) отримуємо

\partial \xi n
\partial t

=
\bigl[ 
y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t)

\bigr] \bigl[ 
 - 2\xi n

\bigl( 
q2(\tau , t) + q\tau (\tau , t)

\bigr) 
 - 4\xi 3n

\bigr] 
. (30)

Позначимо через c(x, \lambda , \tau , t) =
\bigl( 
c1(x, \lambda , \tau , t), c2(x, \lambda , \tau , t)

\bigr) T
i s(x, \lambda , \tau , t) =

\bigl( 
s1(x, \lambda , \tau , t),

s2(x, \lambda , \tau , t)
\bigr) T

розв’язки рiвняння (21) з початковими умовами c(0, \lambda , \tau , t) = (1, 0)T i
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s(0, \lambda , \tau , t) = (0, 1)T . Функцiя \Delta (\lambda ) = c1(\pi , \lambda , \tau , t) + s2(\pi , \lambda , \tau , t) називається функцiєю Ляпу-
нова для рiвняння (21).

Iз рiвностi

\pi \int 
0

\bigl[ 
s21 (x, \lambda , \tau , t) + s22 (x, \lambda , \tau , t)

\bigr] 
dx = s1 (\pi , \lambda , \tau , t)

\partial s2 (\pi , \lambda , \tau , t)

\partial \lambda 
 - s2 (\pi , \lambda , \tau , t)

\partial s1 (\pi , \lambda , \tau , t)

\partial \lambda 

отримуємо зображення для норми власної вектор-функцiї s(x, \xi n, \tau , t), що вiдповiдає власному
значенню \xi n = \xi n(\tau , t), n \in \BbbZ , задачi Дiрiхле (21), (24):

c2n(\tau , t) =

\pi \int 
0

\bigl[ 
s21 (x, \xi n, \tau , t) + s22 (x, \xi n, \tau , t)

\bigr] 
dx =  - s2 (\pi , \xi n, \tau , t)

\partial s1 (\pi , \xi n, \tau , t)

\partial \lambda 
. (31)

Використовуючи рiвностi

yn(x, \tau , t) =
1

cn(\tau , t)
s (x, \xi n, \tau , t)

i (31), маємо

y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t) =
s22 (\pi , \xi n, \tau , t) - 1

c2n(\tau , t)
=  - s2 (\pi , \xi n, \tau , t) - s - 1

2 (\pi , \xi n, \tau , t)

\partial s1 (\pi , \xi n, \tau , t) /\partial \lambda 
. (32)

Пiдставляючи значення x = \pi i \lambda = \xi n(\tau , t) у тотожнiсть

c1 (x, \lambda , \tau , t) s2 (x, \lambda , \tau , t) - c2 (x, \lambda , \tau , t) s1 (x, \lambda , \tau , t) = 1,

знаходимо

c1 (\pi , \xi n, \tau , t) =
1

s2 (\pi , \xi n, \tau , t)
. (33)

Враховуючи рiвнiсть (33) i тотожнiсть

[c1 (\pi , \lambda , \tau , t) - s2 (\pi , \lambda , \tau , t)]
2 =

\bigl( 
\Delta 2(\lambda ) - 4

\bigr) 
 - 4c2 (\pi , \lambda , \tau , t) s1 (\pi , \lambda , \tau , t),

одержуємо

s2 (\pi , \xi n, \tau , t) - 
1

s2 (\pi , \xi n, \tau , t)
= \sigma n(\tau , t)

\sqrt{} 
\Delta 2 (\xi n) - 4,

де

\sigma n(\tau , t) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}
\bigl\{ 
s2 (\pi , \xi n, \tau , t) - c1 (\pi , \xi n, \tau , t)

\bigr\} 
.

Тому рiвнiсть (32) набере вигляду

y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t) =  - 
\sigma n(\tau , t)

\sqrt{} 
\Delta 2 (\xi n) - 4

\partial s1 (\pi , \xi n, \tau , t) /\partial \lambda 
. (34)
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Використовуючи розклади

\Delta 2(\lambda ) - 4 =  - 4\pi 2
\infty \prod 

k= - \infty 

(\lambda  - \lambda 2k - 1) (\lambda  - \lambda 2k)

a2k
,

s1 (\pi , \lambda , \tau , t) = \pi 

\infty \prod 
k= - \infty 

\xi k(\tau , t) - \lambda 

ak
,

де a0 = 1 i ak = k при k \not = 0, рiвнiсть (34) можемо записати у виглядi

y2n,2(\pi , \tau , t) - y2n,2(0, \tau , t) = 2( - 1)n\sigma n(\tau , t)hn(\xi ). (35)

Пiдставляючи вираз (35) у тотожнiсть (30), отримуємо систему (22).
Якщо замiнити граничнi умови Дiрiхле перiодичними (y(0, \tau , t) = y(\pi , \tau , t)) або антиперiо-

дичними (y(0, \tau , t) =  - y(\pi , \tau , t)) граничними умовами, то замiсть рiвняння (30) будемо мати

\partial \lambda n(\tau , t)

\partial t
= 0, n \in \BbbZ .

Таким чином, \lambda n(\tau , t) = \lambda n (\tau , 0), n \in \BbbZ . Тепер у рiвняннi (21) покладемо t = 0. Оскiльки
власнi значення \lambda n(\tau ) = \lambda n(\tau , 0), n \in \BbbZ , перiодичної або антиперiодичної задачi для рiвняння
L(\tau , 0)y = \lambda y не залежать вiд параметра \tau , маємо \lambda n(\tau , t) = \lambda n(\tau , 0) = \lambda n, n \in \BbbZ .

Теорему доведено.
Зауваження 7. Використовуючи формули слiдiв

q2(\tau , t) + q\tau (\tau , t) =
\infty \sum 

k= - \infty 

\Biggl( 
\lambda 22k - 1 + \lambda 22k

2
 - \xi 2k(\tau , t)

\Biggr) 
, (36)

q(\tau , t) =
\infty \sum 

k= - \infty 
( - 1)k - 1\sigma k(\tau , t)hk(\xi (\tau , t)), (37)

систему диференцiальних рiвнянь (22) можна записати в замкненiй формi

\partial \xi n(\tau , t)

\partial t
= 2( - 1)n\sigma n(\tau , t)hn(\xi (\tau , t))\times 

\times 

\Biggl\{ 
 - \xi n(\tau , t)

\infty \sum 
k= - \infty 

\bigl( 
\lambda 22k - 1 + \lambda 22k  - 2\xi 2k(\tau , t)

\bigr) 
 - 4\xi 3n(\tau , t)

\Biggr\} 
. (38)

Зауваження 8. Покажемо, що нескiнченна система рiвнянь Дубровiна (22), (23) має єдиний
розв’язок при будь-яких початкових даних.

Розглянемо систему Дубровiна у виглядi

\partial \xi n(\tau , t)

\partial t
= 2( - 1)n\sigma n(\tau , t)

\sqrt{} 
(\xi n(\tau , t) - \lambda 2n - 1)(\lambda 2n  - \xi n(\tau , t))gn(\xi (\tau , t))fn(\xi (\tau , t)), n \in \BbbZ ,

(39)

з початковими умовами

\xi n(t)| t=0 = \xi 0n(\tau ), \sigma n(t)| t=0 = \sigma 0n(\tau ), n \in \BbbZ , (40)
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де \{ \lambda n, \xi 0n(\tau ), \sigma 0n(\tau )\} — спектральнi данi оператора Дiрака з коефiцiєнтами q0(x+ \tau ), x, \tau \in \BbbR ,

gn(\xi (\tau , t)) =  - \xi n(\tau , t)
\infty \sum 

k= - \infty 

\bigl( 
\lambda 22k - 1 + \lambda 22k  - 2\xi 2k(\tau , t)

\bigr) 
 - 4\xi 3n(\tau , t),

fn(\xi (\tau , t)) =

\sqrt{}    \infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

(\lambda 2k - 1  - \xi n(\tau , t))(\lambda 2k  - \xi n(\tau , t))

(\xi n(\tau , t) - \xi k(\tau , t))2
.

З метою подальшого дослiдження системи рiвнянь Дубровiна (39), (40) виконаємо замiну
змiнних

\xi n(\tau , t) = \lambda 2n - 1 + (\lambda 2n  - \lambda 2n - 1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 xn(\tau , t), n \in \BbbZ .

Тодi вона набере вигляду

dxn(\tau , t)

dt
= Hn(. . . , x - 1(\tau , t), x0(\tau , t), x1(\tau , t), . . . , ), n \in \BbbZ , (41)

xn(\tau , t)| t=0 = x0n(\tau ) = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\sqrt{} 
\xi 0n(\tau ) - \lambda 2n - 1

\lambda 2n  - \lambda 2n - 1
, n \in \BbbZ , (42)

де

Hn(x(\tau , t)) =

= ( - 1)n\sigma n(0)gn(. . . , \xi  - 1(\tau , t), \xi 0(\tau , t), \xi 1(\tau , t), . . .)fn(. . . , \xi  - 1(\tau , t), \xi 0(\tau , t), \xi 1(\tau , t), . . .),

\sigma n(\tau , t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\{ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}xn(\tau , t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}xn(\tau , t)\} = \sigma 0n(\tau ).

Для вивчення задачi Кошi (41), (42) введемо банаховий простiр

\bfK =

\Biggl\{ 
x = (. . . , x - 1, x0, x1, . . .) : \| x\| =

\infty \sum 
n= - \infty 

(1 + | n| )(\lambda 2n  - \lambda 2n - 1)| xn| <\infty 

\Biggr\} 
.

Запишемо систему (41), (42) у виглядi одного рiвняння в банаховому просторi \bfK :

dx(\tau , t)

dt
= H(x(\tau , t)), x(\tau , t)| t=0 = x0(\tau ), x0(\tau ) \in \bfK . (43)

Для того щоб задача Кошi (43) у банаховому просторi \bfK мала єдиний розв’язок, достатньо
виконання умови Лiпшиця для функцiї H(x(t)), тобто\bigm\| \bigm\| H(x(\tau , t)) - H(y(\tau , t))

\bigm\| \bigm\| \leq \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}
\bigm\| \bigm\| x(\tau , t) - y(\tau , t)

\bigm\| \bigm\| \forall x(\tau , t), y(\tau , t) \in \bfK .

З умови q0(x) \in C5(\BbbR ), q0(x+ \pi ) = q0(x) i асимптотики (див. [45, с. 98]) власних значень
перiодичної й антиперiодичної задач для системи рiвнянь Дiрака отримаємо такi оцiнки:

\lambda 2k, \lambda 2k - 1 = k +

6\sum 
j=1

cjk
 - j \pm 2 - 5| k|  - 5| q52k| + | k|  - 6\varepsilon \pm k , (44)
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\gamma k \equiv \lambda 2k  - \lambda 2k - 1 =
1

24
| q52k| 
| k| 5

+
\delta k
| k| 6

, \delta k = \varepsilon +k  - \varepsilon  - k , (45)

q52k \equiv  - 1

\pi 

\pi \int 
0

q
(5)
0 (t)e - 2iktdt,

\infty \sum 
k= - \infty 

(\varepsilon \pm k )
2 <\infty ,

\infty \sum 
k= - \infty 

\delta 2k <\infty . (46)

Звiдси, враховуючи, що \xi n \in [\lambda 2n - 1, \lambda 2n], одержуємо \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}k \not =n | \xi n  - \xi k| \geq a > 0. Тепер, викори-

ставши цю нерiвнiсть i (44), оцiнимо функцiї | fn(\xi )| ,
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| i | gn(\xi )| ,
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial gn(\xi )\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Лема 1. Справедливi такi оцiнки:

c1 \leq | fn(\xi )| \leq c2,

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c3,

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c4, (47)

| gn(\xi )| \leq c5| n| 3,
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial gn(\xi )\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c6| m| | n| ,
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial gn(\xi )\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq c7| n| 2, (48)

де cj > 0, j = 1, 7, i не залежать вiд n i m.
Доведення. Розглянемо послiдовнiсть

f2n =

\infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

(\lambda 2k - 1  - \xi n)(\lambda 2k  - \xi n)

(\xi k  - \xi n)2
=

=

\infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

\biggl( 
1 +

\lambda 2k - 1  - \xi k
\xi k  - \xi n

\biggr) \biggl( 
1 +

\lambda 2k  - \xi k
\xi k  - \xi n

\biggr) 
i оцiнимо її зверху:

f2n =
\infty \prod 

k= - \infty , k \not =n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + \lambda 2k - 1  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + \lambda 2k  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 

\infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

\biggl( 
1 +

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \biggr) \biggl( 1 + \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \biggr) \leq 

\leq 
\infty \prod 

k= - \infty , k \not =n

\biggl( 
1 +

\lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a

\biggr) 2

\leq 
\infty \prod 

k= - \infty 

\biggl( 
1 +

\lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a

\biggr) 2

\equiv C2
2 ,

де стала C2 > 0 не залежить вiд n.
Тепер оцiнимо

\bigm| \bigm| fn(\xi )\bigm| \bigm| знизу. Для цього введемо множину iндексiв

M =

\biggl\{ 
k \in \BbbZ :

\lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a
\geq 1

\biggr\} 
.

Ця множина має скiнченне число елементiв. Розглянемо нескiнченнi добутки

An =

\infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

\lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

, Bn =

\infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

\lambda 2k  - \xi n
\xi k  - \xi n

.
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Зрозумiло, що f2n = AnBn. Запишемо An у виглядi An = An,1An,2An,3, де

An,1 =

\infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

k/\in M

\lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

, An,2 =

n - 1\prod 
k= - \infty , k\in M

\lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

,

An,3 =

\infty \prod 
k=n+1, k\in M

\lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

.

Якщо k \not = n i k /\in M, то маємо\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a
< 1,

 - 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \geq  - \lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a
>  - 1,

1 - 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \geq 1 - \lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a
> 0.

Звiдси отримуємо

| An,1| =
\infty \prod 

k= - \infty , k \not =n
k/\in M

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = \infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

k/\in M

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + \lambda 2k - 1  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \geq 
\geq 

\infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

k/\in M

\biggl( 
1 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi k
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \biggr) \geq 
\infty \prod 

k= - \infty , k \not =n
k/\in M

\biggl( 
1 - \lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a

\biggr) 
>

>
\infty \prod 

k= - \infty , k /\in M

\biggl( 
1 - \lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a

\biggr) 
= C \prime 

1.

Якщо k \leq n - 1 i k \in M, то

| An,2| =
n - 1\prod 

k= - \infty , k\in M

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = n - 1\prod 
k= - \infty , k\in M

\xi n  - \lambda 2k - 1

\xi n  - \xi k
=

=
n - 1\prod 

k= - \infty , k\in M

\biggl( 
1 +

\xi k  - \lambda 2k - 1

\xi n  - \xi k

\biggr) 
> 1.

Тепер розглянемо випадок k \geq n + 1 i k \in M. Введемо позначення \Delta = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}k\in \BbbZ (\lambda 2k  - 
 - \lambda 2k - 1) i розглянемо два випадки.

Випадок 1. Нехай k \geq n+ 1, k \in M, | \xi k  - \xi n| \leq 2\Delta . Тодi

\infty \prod 
k=n+1, k\in M\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| > \infty \prod 
k=n+1, k\in M\ast 

\lambda 2k - 1  - \lambda \prime 2k - 1

2\Delta 
\geq 
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\geq 
\infty \prod 

k= - \infty , k\in M

\lambda 2k - 1  - \lambda \prime 2k - 1

2\Delta 
.

Тут M\ast =
\bigl\{ 
k \in M : | \xi k  - \xi n| < 2\Delta 

\bigr\} 
, число \lambda \prime 2k - 1 вибрано з умов

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
\lambda 2k - 2, \lambda 2k - 1  - 2\Delta 

\bigr\} 
< \lambda \prime 2k - 1 < \lambda 2k - 1.

Випадок 2. Нехай k \geq n+ 1, k \in M, | \xi k  - \xi n| > 2\Delta . Тодi, оскiльки

\xi k  - \lambda 2k - 1

\xi k  - \xi n
<
\xi k  - \lambda 2k - 1

2\Delta 
<
\lambda 2k  - \lambda 2k - 1

2\Delta 
<

1

2
,

 - \xi k  - \lambda 2k - 1

\xi k  - \xi n
>  - 1

2
, 1 - \xi k  - \lambda 2k - 1

\xi k  - \xi n
>

1

2
,

\lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

>
1

2
,

отримуємо оцiнку

\infty \prod 
k=n+1, k\in M\ast \ast 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| > \infty \prod 
k=n+1, k\in M\ast \ast 

1

2
>

\infty \prod 
k= - \infty , k\in M

1

2
,

де M\ast \ast =
\bigl\{ 
k \in M : | \xi k  - \xi n| > 2\Delta 

\bigr\} 
.

Отже,

| An,3| =
\infty \prod 

k=n+1, k\in M

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda 2k - 1  - \xi n
\xi k  - \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| > \infty \prod 
k= - \infty , k\in M

\lambda 2k - 1  - \lambda \prime 2k - 1

4\Delta 
= C \prime \prime 

1 .

Використовуючи отриманi нерiвностi, виводимо оцiнку

| An| = | An,1| | An,2| | An,3| > C \prime 
1C

\prime \prime 
1 = C1,1.

Аналогiчним чином одержуємо оцiнку

| Bn| > C1,2.

Перемножаючи цi оцiнки i добуваючи квадратний корiнь, отримуємо нерiвнiсть C1 \leq 
\bigm| \bigm| fn(\xi )\bigm| \bigm| ,

де C1 =
\sqrt{} 
C1,1C1,2 > 0.

Тепер доведемо другу нерiвнiсть iз (47).
Якщо m \not = n, то

f2n =
\infty \prod 

k= - \infty , k \not =n

(\lambda 2k - 1  - \xi n)(\lambda 2k  - \xi n)

(\xi k  - \xi n)2
,

2fn
\partial fn
\partial \xi m

=
\partial f2n
\partial \xi m

=  - 2
(\lambda 2m - 1  - \xi n)(\lambda 2m  - \xi n)

(\xi m  - \xi n)3
\times 

\times 
\infty \prod 

k= - \infty , k \not =n,m

(\lambda 2k - 1  - \xi n)(\lambda 2k  - \xi n)

(\xi k  - \xi n)2
=

2f2n
\xi n  - \xi m

,

тобто
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\partial fn
\partial \xi m

=
fn

\xi n  - \xi m
.

Звiдси у випадку m \not = n одержуємо оцiнку\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
\bigm| \bigm| fn(\xi )\bigm| \bigm| 
| \xi n  - \xi m| 

\leq C2

a
.

Тепер оцiнимо функцiю

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| . Для цього використаємо рiвнiсть f2n = AnBn, де

An =
\infty \prod 

k= - \infty , k \not =n

\xi n  - \lambda 2k - 1

\xi n  - \xi k
, Bn =

\infty \prod 
k= - \infty , k \not =n

\xi n  - \lambda 2k
\xi n  - \xi k

.

Диференцiюючи тотожнiсть

\mathrm{l}\mathrm{n}An = \mathrm{l}\mathrm{n}
\infty \prod 

k= - \infty , k \not =n

\biggl( 
1 +

\xi k  - \lambda 2k - 1

\xi n  - \xi k

\biggr) 
=

\infty \sum 
k= - \infty , k \not =n

\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 +

\xi k  - \lambda 2k - 1

\xi n  - \xi k

\biggr) 
,

отримуємо рiвнiсть

\partial An

\partial \xi n
= An

\infty \sum 
k= - \infty , k \not =n

\lambda 2k - 1  - \xi k
(\xi n  - \lambda 2k - 1)(\xi n  - \xi k)

.

Iз цiєї рiвностi, враховуючи нерiвнiсть | An| \leq C2, виводимо оцiнку\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial An

\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq | An| 
\infty \sum 

k= - \infty , k \not =n

| \lambda 2k - 1  - \xi k| 
| \xi n  - \lambda 2k - 1| | \xi n  - \xi k| 

\leq 

\leq C2

\infty \sum 
k= - \infty , k \not =n

\lambda 2k  - \lambda 2k - 1

a2
\leq \~C1.

Аналогiчним чином, використовуючи нерiвнiсть | Bn| \leq C2, одержуємо\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial Bn

\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \~C1.

Iз отриманих нерiвностей випливає оцiнка\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial f2n\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial An

\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | Bn| +
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial Bn

\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | An| \leq \~C2.

Звiдси маємо \bigm| \bigm| fn(\xi )\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \~C3.

Використовуючи оцiнку C1 \leq 
\bigm| \bigm| fn(\xi )\bigm| \bigm| , виводимо нерiвнiсть
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C1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| fn(\xi )\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \~C3,

тобто \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \~C3

C1
.

Аналогiчним чином можна довести оцiнки (48).
Використовуючи лему 1, оцiнюємо похiдну функцiї Fn(\xi ) = gn(\xi )fn(\xi ):\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial Fn(\xi )

\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial gn(\xi )\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | fn(\xi )| + \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial fn(\xi )\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | gn(\xi )| \leq c8(| m| + 1)| n| 3,

де стала c8 не залежить вiд n i m.
Лема 2. Якщо q0(x + \pi ) = q0(x) \in C5(\BbbR ), то вектор-функцiя H(x(\tau , t)) задовольняє

умову Лiпшиця в банаховому просторi \bfK , тобто iснує стала L = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0 така, що для
довiльних елементiв x, y \in \bfK виконується нерiвнiсть\bigm\| \bigm\| H(x(\tau , t)) - H(y(\tau , t))

\bigm\| \bigm\| \leq L
\bigm\| \bigm\| x(\tau , t) - y(\tau , t)

\bigm\| \bigm\| .
Доведення. Використовуючи вираз Hn(x(\tau , t)) = ( - 1)n\sigma 0n(\tau )Fn(\xi (\tau , t)), отримуємо рiв-

нiсть
\bigm| \bigm| Hn(x(\tau , t))  - Hn(y(\tau , t))

\bigm| \bigm| = \bigm| \bigm| Fn(\xi (\tau , t))  - Fn(\eta (\tau , t))
\bigm| \bigm| . Тепер застосуємо теорему Ла-

гранжа про скiнченний прирiст до функцiї \varphi (t) = Fn(\xi + t(\eta  - \xi )) на вiдрiзку t \in [0, 1]. Тодi
одержимо рiвнiсть \varphi (1) - \varphi (0) = \varphi \prime (t\ast ), тобто

Fn(\xi (\tau , t)) - Fn(\eta (\tau , t)) =

\infty \sum 
m= - \infty 

\partial Fn(\theta )

\partial \xi m
(\xi m(\tau , t) - \eta m(\tau , t)),

де \theta = \xi + t\ast (\eta  - \xi ). Звiдси випливає, що\bigm| \bigm| Hn(x(\tau , t)) - Hn(y(\tau , t))
\bigm| \bigm| = \bigm| \bigm| Fn(\xi (\tau , t)) - Fn(\eta (\tau , t))

\bigm| \bigm| \leq 
\leq 

\infty \sum 
m= - \infty 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial Fn(\theta )

\partial \xi m

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | \xi m(\tau , t) - \eta m(\tau , t)| \leq 

\leq 
\infty \sum 

m= - \infty 
c8(| m| + 1)| n| 3| \lambda 2m  - \lambda 2m - 1| 

\bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 xm(\tau , t) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 ym(\tau , t)
\bigm| \bigm| \leq 

\leq c8| n| 3
\infty \sum 

m= - \infty 
(| m| + 1)| \lambda 2m  - \lambda 2m - 1| 

\bigm| \bigm| xm(\tau , t) - ym(\tau , t)
\bigm| \bigm| =

= c8| n| 3
\infty \sum 

m= - \infty 
(| m| + 1)\gamma m

\bigm| \bigm| xm(\tau , t) - ym(\tau , t)
\bigm| \bigm| = c8| n| 3

\bigm\| \bigm\| x(\tau , t) - y(\tau , t)
\bigm\| \bigm\| .

Тут використано рiвностi

\xi k(\tau , t) = \lambda 2k - 1 + (\lambda 2k  - \lambda 2k - 1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
2 xk(\tau , t), \eta k(\tau , t) = \lambda 2k - 1 + (\lambda 2k  - \lambda 2k - 1) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

2 yk(\tau , t).
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Тепер оцiнимо норму
\bigm\| \bigm\| H(x(\tau , t)) - H(y(\tau , t))

\bigm\| \bigm\| :

\bigm\| \bigm\| H(x(\tau , t)) - H(y(\tau , t))
\bigm\| \bigm\| =

\infty \sum 
k= - \infty 

(| k| + 1)(\lambda 2k  - \lambda 2k - 1)
\bigm| \bigm| Hk(x(\tau , t)) - Hk(y(\tau , t))

\bigm| \bigm| \leq 
\leq c6

\infty \sum 
k= - \infty 

(| k| + 1)| k| 3(\lambda 2k  - \lambda 2k - 1)
\bigm\| \bigm\| x(\tau , t) - y(\tau , t)

\bigm\| \bigm\| = L
\bigm\| \bigm\| x(\tau , t) - y(\tau , t)

\bigm\| \bigm\| ,
де

L = c6

\infty \sum 
k= - \infty 

(| k| + 1)| k| 3\gamma k <\infty ,

тобто умова Лiпшиця виконується. Тому розв’язок задачi Кошi (22), (23) для всiх t > 0 i \tau \in \BbbR 
iснує й єдиний.

Наслiдок 5. Теорема 6 визначає метод розв’язання задачi (18) – (20). Для цього спочат-
ку знайдемо спектральнi данi \lambda n, \xi 0n(\tau ), \sigma 

0
n(\tau ), n \in \BbbZ , оператора L(\tau , 0), що вiдповiдають

коефiцiєнту q0(x + \tau ). Позначимо спектральнi данi оператора L(\tau , t) через \lambda n, \xi n(\tau , t),

\sigma n(\tau , t) = \pm 1, n \in \BbbZ . Тепер, розв’язуючи задачу Кошi (38), (23) при довiльному значеннi \tau ,
знаходимо \xi n(\tau , t), \sigma n(\tau , t), n \in \BbbZ . Iз формул слiдiв (37) одержуємо q(\tau , t), тобто розв’язок
задачi (18) – (20). Отже, з (5), (6) отримуємо u(x, t), тобто розв’язок задачi (1) – (3).

До цього ми припускали, що задача Кошi (18) – (20) має розв’язок. Цього припущення
неважко позбутися, безпосередньо переконавшись, що отримана таким чином функцiя q(\tau , t)
задовольняє рiвняння (18).

Зауваження 9. Покажемо, що функцiя q(\tau , t), побудована за допомогою системи рiвнянь
Дубровiна (22) i формули слiдiв (37), задовольняє рiвняння мКдФ вигляду (18). При цьому ми
також будемо використовувати систему рiвнянь Дубровiна вигляду

\partial \xi n(\tau , t)

\partial \tau 
= ( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)2\xi nhn (\xi (\tau , t)) (49)

i формулу слiдiв (36), а також

\infty \sum 
k= - \infty 

\biggl( 
\lambda 2k - 1 + \lambda 2k

2
 - \xi k(\tau , t)

\biggr) 
= p(\tau , t) = 0. (50)

Диференцiюючи формулу слiдiв (37) по t, маємо

qt(\tau , t) =

\infty \sum 
n= - \infty 

( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)

\Biggl( \infty \sum 
m= - \infty 

\partial hn(\xi )

\partial \xi m

\partial \xi m
\partial t

\Biggr) 
. (51)

Iз рiвностей (22) i (49) знаходимо

\partial \xi n(\tau , t)

\partial t
= 2

\bigl[ 
q2(\tau , t) + q\tau (\tau , t)

\bigr] \partial \xi n(\tau , t)
\partial \tau 

+ 4\xi 2n(\tau , t)
\partial \xi n(\tau , t)

\partial \tau 
.

Пiдставляючи цей вираз у рiвнiсть (51), одержуємо
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qt(\tau , t) = 2
\bigl[ 
q2(\tau , t) + q\tau (\tau , t)

\bigr] \infty \sum 
n= - \infty 

( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)

\infty \sum 
m= - \infty 

\partial hn(\xi )

\partial \xi m(\tau , t)

\partial \xi m
\partial \tau 

+

+4

\infty \sum 
n= - \infty 

( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)

\Biggl( \infty \sum 
m= - \infty 

\partial hn(\xi )

\partial \xi m
\xi 2m(\tau , t)

\partial \xi m(\tau , t)

\partial \tau 

\Biggr) 
. (52)

Враховуючи рiвнiсть

q\tau (\tau , t) =
\infty \sum 

n= - \infty 
( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)

\partial hn(\xi )

\partial \tau 
,

отриману диференцiюванням формули слiдiв (37) по \tau , рiвнiсть (52) записуємо у виглядi

qt = 2q2(\tau , t)q\tau (\tau , t) + 2q2\tau (\tau , t) +

+ 4

\infty \sum 
n= - \infty 

( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)

\Biggl( \infty \sum 
m= - \infty 

\partial hn
\partial \xi m

\xi 2m
\partial \xi m
\partial \tau 

\Biggr) 
. (53)

Тепер, диференцiюючи по \tau формулу слiдiв (36), маємо

2qq\tau + q\tau \tau =  - 2
\infty \sum 

n= - \infty 
\xi n
\partial \xi n
\partial \tau 

.

Якщо пiдставити в останню рiвнiсть вираз (49), то вона набере вигляду

2qq\tau + q\tau \tau =  - 4

\infty \sum 
n= - \infty 

( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)\xi 
2
nhn(\xi ).

Диференцiюючи ще раз по \tau одержану тотожнiсть, отримуємо

2q2\tau + 2qq\tau \tau + q\tau \tau \tau =  - 4

\infty \sum 
n= - \infty 

\Biggl\{ 
4\xi 2nh

2
n(\xi ) + ( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)\xi 

2
n

\Biggl( \infty \sum 
m= - \infty 

\partial hn(\xi )

\partial \xi m

\partial \xi m
\partial \tau 

\Biggr) \Biggr\} 
. (54)

Додаючи рiвностi (53) i (54), знаходимо

qt + 2qq\tau \tau + q\tau \tau \tau =

= 2q2q\tau + 4

\infty \sum 
n= - \infty 

\left\{    - 4\xi 2nh
2
n(\xi ) + ( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)

\left(  \infty \sum 
m= - \infty ,m \not =n

\partial hn(\xi )

\partial \xi m
(\xi 2m  - \xi 2n)

\partial \xi m
\partial \tau 

\right)  \right\}   .
(55)

Пiдставляючи вираз

\partial hn(\xi )

\partial \xi m
=

hn(\xi )

\xi n  - \xi m
, m \not = n,

у рiвнiсть (55), виводимо

qt + 2qq\tau \tau + q\tau \tau \tau =
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= 2q2q\tau + 4

\infty \sum 
n= - \infty 

\left\{    - 4\xi 2nh
2
n(\xi ) + ( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)

\left(  \infty \sum 
m= - \infty ,m \not =n

hn(\xi )

\xi n  - \xi m
(\xi 2m  - \xi 2n)

\partial \xi m
\partial \tau 

\right)  \right\}   ,
тобто

qt + 2qq\tau \tau + q\tau \tau \tau =

= 2q2q\tau  - 4
\infty \sum 

n= - \infty 

\left\{   4\xi 2nh
2
n(\xi ) + ( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)

\left(  \infty \sum 
m= - \infty ,m \not =n

hn(\xi )(\xi n + \xi m)
\partial \xi m
\partial \tau 

\right)  \right\}   .
Запишемо останню рiвнiсть у виглядi

qt + 2qq\tau \tau + q\tau \tau \tau = 2q2q\tau  - 

 - 4
\infty \sum 

n= - \infty 

\left\{   4\xi 2nh
2
n(\xi ) + ( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)hn(\xi )

\left(  \infty \sum 
m= - \infty 

\xi m
\partial \xi m
\partial \tau 

 - \xi n
\partial \xi n
\partial \tau 

+ \xi n

\infty \sum 
m= - \infty ,m \not =n

\partial \xi m
\partial \tau 

\right)  \right\}   .
(56)

Використовуючи формули слiдiв (36) i (50), виводимо тотожностi

 - 2
\infty \sum 

n= - \infty 
\xi n
\partial \xi n
\partial \tau 

= 2qq\tau + q\tau \tau , (57)

\infty \sum 
m= - \infty ,m \not =n

\partial \xi m
\partial \tau 

=  - \partial \xi n
\partial \tau 

. (58)

Якщо враховувати формули (57) i (58), то рiвнiсть (56) набере вигляду

qt + 2qq\tau \tau + q\tau \tau \tau =

= 2q2q\tau  - 4

\infty \sum 
n= - \infty 

\biggl\{ 
4\xi 2nh

2
n(\xi ) + ( - 1)n - 1\sigma n(\tau , t)hn(\xi )

\biggl[ 
 - 1

2
(2qq\tau + q\tau \tau ) - 2\xi n

\partial \xi n
\partial \tau 

\biggr] \biggr\} 
,

тобто

qt + 2qq\tau \tau + q\tau \tau \tau = 2q2q\tau  - 4

\biggl\{ 
 - 1

2
(2qq\tau + q\tau \tau )q

\biggr\} 
.

Отже, справджується тотожнiсть

qt = 6q2q\tau  - q\tau \tau \tau .

Зауваження 10. Рiвномiрна збiжнiсть рядiв у наведених вище формулах випливає з (45) i
оцiнки | hk| \leq c\gamma k, k \geq 0, c = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.

Отже, ми довели таку теорему.
Теорема 7. Якщо початкова функцiя q0(x) задовольняє умову q0(x+ \pi ) = q0(x) \in C5(\BbbR ),

то iснує єдиний розв’язок q(x, t) задачi (18), (19), який визначається сумою ряду (37) i нале-
жить до класу C3

x(t > 0)
\bigcap 
C1
t (t > 0)

\bigcap 
C(t \geq 0).

Ця теорема справедлива i для розв’язку u(x, t) задачi (1) – (3).
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Наслiдок 6. Використовуючи теореми 1 i 2, виводимо, що якщо початкова функцiя q0(x)
є дiйсною \pi -перiодичною аналiтичною функцiєю, то розв’язок q(x, t) задачi Кошi (18) – (20)
також є дiйсною аналiтичною функцiєю по x. Отже, з рiвностi (5) випливає, що розв’язок
u(x, t) задачi Кошi (1) – (3) також є дiйсною аналiтичною функцiєю по x.

Наслiдок 7. Якщо число
\pi 

2
є перiодом (антиперiодом) для початкової функцiї q0(x), то

все коренi рiвняння \Delta (\lambda ) + 2 = 0 (\Delta (\lambda ) - 2 = 0) є двократними. Оскiльки функцiя Ляпунова,

що вiдповiдає коефiцiєнту q(x, t), збiгається з \Delta (\lambda ), то згiдно з теоремою 3 число
\pi 

2
також є

перiодом (антиперiодом) для розв’язку q(x, t) за змiнною x. Отже, з рiвностi (5) випливає, що

число
\pi 

2
також є перiодом (антиперiодом) для розв’язку u(x, t) задачi (1) – (3) за змiнною x.
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