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ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI ОЗНАКИ ЗБIЖНОСТI
ОПЕРАТОРНИХ НЕВЛАСНИХ IНТЕГРАЛIВ I РЯДIВ

We obtain differential convergence criteria for operator improper integrals and series.

Отримано диференцiальнi ознаки збiжностi операторних невласних iнтегралiв i рядiв.

1. Вступ. Будемо використовувати в статтi множини \BbbR , \BbbC i \BbbN всiх дiйсних, комплексних i
натуральних чисел вiдповiдно та функцiї

t, \mathrm{l}\mathrm{n} t, \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} t, \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} t, . . . , \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} . . . \mathrm{l}\mathrm{n}\underbrace{}  \underbrace{}  
m разiв

t, . . . ,

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(t), \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(t)), \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\bigl( 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(t))

\bigr) 
, . . . , \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\bigl( 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(. . . \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\underbrace{}  \underbrace{}  
m разiв

(t) . . .)
\bigr) 
, . . . ,

якi позначатимемо через

l0(t), l1(t), l2(t), l3(t), . . . , lm(t), . . . ,

l - 1(t), l - 2(t), l - 3(t), . . . , l - m(t), . . .

вiдповiдно, i

Пm(t) =

m\prod 
k=0

lk(t). (1)

Легко перевiрити, що

lm
\bigl( 
l - m(t)

\bigr) 
= t,

l - m

\bigl( 
lm(t)

\bigr) 
= t,

d lm(t)

dt
=

1

Пm - 1(t)
(2)

i

dПm(t))

dt

1

Пm(t)
=

m\sum 
k=0

1

Пk(t)
(3)

для всiх точок t \in \BbbR , в яких визначено вiдповiднi функцiї, i m \in \BbbN .
Розглянемо невласний iнтеграл

+\infty \int 
1

f(t) dt, (4)
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де f : [1,+\infty ) \rightarrow (0,+\infty ) — неперервно диференцiйовна функцiя, числовий ряд

+\infty \sum 
n=1

an, (5)

де an > 0, n \geq 1, i функцiї

s1(t) =  - t
d \mathrm{l}\mathrm{n} f(t)

dt
,

s2(t) = l1(t) (s1(t) - 1),

(6)

s3(t) = l2(t) (s2(t) - 1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sn+1(t) = ln(t) (sn(t) - 1).

В [1, 2] автором встановлено два твердження про умови збiжностi та розбiжностi невласного
iнтеграла (4) i числового ряду (5) з використанням функцiй (6).

Теорема 1. Нехай для деякого p \in \BbbN iснує границя

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +\infty 

sp(t) = sp. (7)

Тодi:
1) якщо sp > 1, то iнтеграл (4) збiгається;
2) якщо sp < 1, то iнтеграл (4) розбiгається.
Теорема 2. Нехай функцiя f(t) є монотонно спадною на [1,+\infty ), f(n) = an для всiх

n \in \BbbN i для деякого p \in \BbbN iснує границя (7). Тодi:
1) якщо sp > 1, то ряд (5) збiгається;
2) якщо sp < 1, то ряд (5) розбiгається.

Зазначимо, що для дослiдження збiжностi широких класiв невласних iнтегралiв i числових
рядiв теореми 1 i 2 є зручнiшими для використання, нiж вiдомi ознаки збiжностi рядiв та
iнтегралiв (див., наприклад, [2, 3]).

Важливим для математичного аналiзу є встановлення аналогiв наведених тверджень для
операторних невласних iнтегралiв i рядiв.

2. Основнi об’єкт дослiджень i твердження. Нехай E — комплексний банаховий простiр
iз нормою \| \cdot \| E , L(E,E) — банаховий простiр лiнiйних неперервних операторiв A : E \rightarrow E з
нормою

\| A\| L(E,E) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| x\| E=1

\| Ax\| E

та одиничним оператором I i \sigma (A) — спектр оператора A.
Розглянемо операторнi невласний iнтеграл

+\infty \int 
1

F (t) dt, (8)
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де F : [1,+\infty ) \rightarrow L(E,E) — неперервно диференцiйовна функцiя, для якої для кожного зафiк-
сованого t \in [1,+\infty ) оператор F (t) : E \rightarrow E має неперервний обернений оператор (F (t)) - 1,

ряд
+\infty \sum 
n=1

An, (9)

де An \in L(E,E), n \in \BbbN , i функцiї

S1(t) =  - t
dF (t)

dt
(F (t)) - 1,

S2(t) = l1(t) (S1(t) - I),

(10)

S3(t) = l2(t) (S2(t) - I),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sn+1(t) = ln(t) (Sn(t) - I),

що аналогiчнi функцiям (6).
Основним об’єктом дослiджень у статтi є встановлення для невласного iнтеграла (8) i ря-

ду (9) тверджень, аналогiчних теоремам 1 i 2.
Справедливими є такi теореми.
Теорема 3. Нехай для деякого p \in \BbbN iснує границя

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +\infty 

Sp(t) = Sp. (11)

Тодi:

1) якщо

\sigma (Sp) \subset 
\bigl\{ 
z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z > 1

\bigr\} 
, (12)

то iнтеграл (8) збiгається;

2) якщо

\sigma (Sp) \subset 
\bigl\{ 
z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z < 1

\bigr\} 
, (13)

то iнтеграл (8) розбiгається.

Теорема 4. Нехай збiгається невласний iнтеграл

+\infty \int 
1

(F (t) - F ([t])) dt, (14)

де [t] — цiла частина числа t, F (n) = An для всiх n \in \BbbN i для деякого p \in \BbbN iснує границя (11).
Тодi:

1) якщо виконується спiввiдношення (12), то ряд (9) збiгається;
2) якщо виконується спiввiдношення (13), то ряд (9) розбiгається.

Обґрунтування цих теорем наведено в п. 4.
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3. Допомiжнi твердження. При доведеннi теорем 3 i 4 будемо використовувати iнтеграль-
ну ознаку збiжностi операторних рядiв (теореми 5 i 6). Цю ознаку ми використаємо i для
дослiдження збiжностi невласного iнтеграла

+\infty \int 
l - m(1)

1

Пm - 1(t)
(lm(t)) - B dt (15)

та ряду \sum 
n>l - m(1)

1

Пm - 1(n)
(lm(n)) - B, (16)

де m \in \BbbN i B \in L(E,E), що є окремими випадками iнтеграла (8) i ряду (9).
Також при доведеннi теорем 3 i 4 будемо використовувати оцiнки норм операторної експо-

ненти та розв’язкiв лiнiйних операторних диференцiальних рiвнянь iз коефiцiєнтами, близьки-
ми до сталих.

Завдяки тому, що в iнтегралi (15) i рядi (16) B — довiльний оператор, знаходження умов
їхньої збiжностi не є тривiальним (див. пп. 3.2).

3.1. Загальна iнтегральна ознака збiжностi рядiв. Важливими для подальшого є такi двi
теореми.

Теорема 5. Нехай:
1) An \in L(E,E), n \geq 1;

2) F : [1,+\infty ) \rightarrow L(E,E) — неперервне вiдображення i F (n) = An, n \geq 1;

3) невласний iнтеграл
\int +\infty 

1

\bigl( 
F (t) - F ([t])

\bigr) 
dt збiгається.

Тодi операторний ряд
\sum \infty 

n=1
An i невласний iнтеграл

\int +\infty 

1
F (t) dt одночасно збiгаються

або розбiгаються.

Теорема 6. Для кожного ряду
\sum \infty 

n=1
An, де An \in L(E,E), iснує неперервне вiдображення

F : [1,+\infty ) \rightarrow L(E,E), для якого F (n) = An, n \in \BbbN , i невласний iнтеграл
\int +\infty 

1

\bigl( 
F (t)  - 

 - F ([t])
\bigr) 
dt збiгається.

Цi твердження встановлено автором в [4, 5] для довiльних векторних рядiв.
Зазначимо, що на пiдставi теореми 6 iнтегральна ознака (теорема 5) застосовна до довiльних

операторних рядiв.
3.2. Умови збiжностi невласного iнтеграла (15) i ряду (16). Очевидно, що iнтеграл (15) i

ряд (16) є загальними членами операторних послiдовностей

+\infty \int 
e

1

t
(\mathrm{l}\mathrm{n} t) - Bdt,

+\infty \int 
ee

1

t \mathrm{l}\mathrm{n} t
(\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} t) - Bdt,

+\infty \int 
l - 3(1)

1

t \mathrm{l}\mathrm{n} t \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} t
(\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} t) - Bdt, . . . (17)

i \sum 
n>e

1

n
(\mathrm{l}\mathrm{n}n) - B,

\sum 
n>ee

1

n \mathrm{l}\mathrm{n}n
(\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}n) - B,

\sum 
n>l - 3(1)

1

n \mathrm{l}\mathrm{n}n \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}n
(\mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}n) - B, . . . (18)

вiдповiдно.
Справджується така теорема.
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Теорема 7. Члени послiдовностей (17) i (18) збiгаються лише у випадку

\sigma (B) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z > 1\} . (19)

Доведення. Зафiксуємо довiльне число m \in \BbbN . Розглянемо операторну функцiю

Fm(t) =
1

Пm - 1(t)
(lm(t)) - B.

Ця функцiя є диференцiйовною на
\bigl[ 
l - m(1),+\infty 

\bigr) 
i

dFm(t)

dt
=  - 1

П2
m - 1(t)

dПm - 1(t)

dt
(lm(t)) - B  - 1

Пm - 1(t)

dlm(t)

dt
(lm(t)) - B - IB

для всiх t \geq l - m(1). Тому на пiдставi (1) – (3) та оцiнки для норми функцiї (lm(t)) - B :\bigm\| \bigm\| (lm(t)) - B
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq (lm(t))\| B\| L(E,E , t \geq l - m(1),

для деякого числа \gamma m > 0 виконується спiввiдношення\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| dFm(t)

dt

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq \gamma m

t3/2
, t \geq l - m(1).

Завдяки цьому спiввiдношенню та теоремi про скiнченний прирiст (див. [6, с. 81]) для кожного
t \geq l - m(1)

\bigm\| \bigm\| Fm(t) - Fm([t])
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
[t]\leq \theta \leq t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| dFm(\theta )

d\theta 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

(t - [t]) \leq 

\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
[t]\leq \theta \leq t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| dFm(\theta )

d\theta 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq \gamma m

[t]3/2
.

Звiдси з урахуванням збiжностi невласних iнтегралiв

+\infty \int 
l - m(1)

\gamma m

[t]3/2
dt, m \in \BbbN ,

отримуємо збiжнiсть невласних iнтегралiв

+\infty \int 
l - m(1)

\bigl( 
Fm(t) - Fm([t])

\bigr) 
dt, m \in \BbbN . (20)

Отже, за теоремою 5 поведiнка операторних невласного iнтеграла (15) i ряду (16) (у сенсi
збiжностi) однакова для кожного m \in \BbbN .

Розглянемо ряд \sum 
n>e

1

n
(\mathrm{l}\mathrm{n}n) - B, (21)
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що є першим членом послiдовностi (18). У [7] показано, що цей ряд збiгається лише у випадку
виконання спiввiдношення (19). Завдяки збiжностi iнтеграла (20) при m = 1 та теоремi 5
невласний iнтеграл

+\infty \int 
e

1

t
(\mathrm{l}\mathrm{n} t) - Bdt, (22)

що є першим членом послiдовностi (17), також є збiжним лише у випадку виконання спiввiд-
ношення (19).

Покажемо, що невласний iнтеграл (15) при m \geq 2 також збiгається лише у випадку виконан-
ня спiввiдношення (19). У цьому iнтегралi замiнимо змiнну iнтегрування t з використанням
спiввiдношення

lm(t) = \mathrm{l}\mathrm{n} \tau , (23)

де \tau — нова змiнна iнтегрування. Враховуючи, що

dt

Пm - 1(t)
=

d\tau 

\tau 

(на пiдставi (23)) i

lm(l - m(1)) = 1,

отримуємо рiвностi

l - m(lnT )\int 
l - m(1)

1

Пm - 1(t)
(lm(t)) - B dt =

T\int 
e

1

\tau 
(\mathrm{l}\mathrm{n} \tau ) - Bd\tau , T \geq e.

Iз цих рiвностей випливає, що якщо для деякого оператора B \in L(E,E) iснує границя

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
T\rightarrow +\infty 

l - m(lnT )\int 
l - m(1)

1

Пm - 1(t)
(lm(t)) - B dt,

тобто iнтеграл (15) збiгається, то iснує границя

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
T\rightarrow +\infty 

T\int 
e

1

\tau 
(\mathrm{l}\mathrm{n} \tau ) - Bd\tau ,

тобто iнтеграл (22) збiгається, i навпаки.
Звiдси та з того, що ряд (21) збiгається лише у випадку виконання спiввiдношення (19),

отримуємо, що всi члени послiдовностi (17) також є збiжними лише у випадку виконання
спiввiдношення (19).

Згiдно з теоремою 5 та збiжнiстю iнтегралiв (20) всi члени послiдовностi (18) також є
збiжними лише у випадку виконання спiввiдношення (19).

Теорему 7 доведено.
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3.3. Оцiнка норми операторної експоненти.
Теорема 8 [8, с. 43]. Нехай A \in L(E,E). Для кожного числа \alpha \in \BbbR , для якого

\sigma (A) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z < \alpha \} ,

iснує таке число M \geq 1, що справджується спiввiдношення

\| etA\| L(E,E) \leq Me\alpha t, t \geq 0.

3.4. Оцiнки норм розв’язкiв лiнiйних операторних диференцiальних рiвнянь iз коефiцiєн-
тами, близькими до сталих. Розглянемо операторне диференцiальне рiвняння

dU(t)

dt
=  - (S +H(t))U(t), t \geq 0, (24)

де S \in L(E,E), H(t) — неперервна на [0,+\infty ) функцiя зi значеннями в L(E,E) i

U(0) = I. (25)

Важливими для подальшого є наступнi два твердження.
Теорема 9. Нехай

\sigma (S) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z > \alpha \} , \alpha > 1,

M — таке додатне число, що \bigm\| \bigm\| e - tS
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq Me - \alpha t, t \geq 0, (26)

\varepsilon — довiльне додатне число, для якого

\alpha  - M\varepsilon > 1, (27)

i
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\geq 0

\| H(t)\| L(E,E) < \varepsilon . (28)

Тодi для розв’язку U(t) рiвняння (24), що задовольняє (25), виконується спiввiдношення\bigm\| \bigm\| U(t)
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq Me - (\alpha  - M\varepsilon )t, t \geq 0. (29)

У теоремi 9 число M, для якого виконується спiввiдношення (26), iснує за теоремою 8.
Доведення теореми 9. Згiдно з [8, с. 147] розв’язок U(t) рiвняння (24), що задовольняє (25),

є розв’язком iнтегрального рiвняння

U(t) = e - tS  - 
t\int 

0

e - (t - \tau )SpH(\tau )U(\tau ) d\tau , t \geq 0.

Тому з урахуванням (26) i (28) (число \varepsilon вибрано так, щоб справджувалась нерiвнiсть (27)) для
всiх t \geq 0 \bigm\| \bigm\| U(t)

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq 
\bigm\| \bigm\| e - tS

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

+
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+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| e - (t - \tau )S
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\bigm\| \bigm\| H(\tau )
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\bigm\| \bigm\| U(\tau )
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

d\tau \leq 

\leq Me - \alpha t +

t\int 
0

Me - \alpha (t - \tau )\varepsilon 
\bigm\| \bigm\| U(\tau )

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

d\tau ,

тобто \bigm\| \bigm\| U(t)
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq Me - \alpha t +Me - \alpha t\varepsilon 

t\int 
0

e\alpha \tau \| U(\tau )\| L(E,E) d\tau , t \geq 0,

i

e\alpha t
\bigm\| \bigm\| U(t)

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq M +M\varepsilon 

t\int 
0

e\alpha \tau 
\bigm\| \bigm\| U(\tau )

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

d\tau , t \geq 0.

Звiдси на пiдставi нерiвностi Гронуолла [9, c. 11] отримуємо спiввiдношення

e\alpha t
\bigm\| \bigm\| U(t)

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq MeM\varepsilon t, t \geq 0,

рiвносильне (29).
Теорему 9 доведено.
Теорема 10. Нехай

\sigma (S) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z < \beta \} ,

\beta \in (0, 1), M — таке додатне число, що\bigm\| \bigm\| etS\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq Me\beta t, t \geq 0, (30)

\delta — довiльне додатне число, для якого

\beta +M\delta < 1, (31)

i
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\geq 0

\| H(t)\| L(E,E < \delta . (32)

Тодi для розв’язку U(t) рiвняння (24), що задовольняє (25), виконується спiввiдношення\bigm\| \bigm\| U(t)
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\geq 1

M
e - (\beta +M\delta )t, t \geq 0. (33)

Доведення теореми 10. Використаємо союзне рiвняння для рiвняння (24) [8, с. 146]:

dV (t)

dt
= V (t)(S +H(t)), t \geq 0. (34)

Вважатимемо, що
V (0) = I. (35)

У [8, с. 146] показано, що для розв’язкiв задач (24), (25) i (34), (35) справджується тотожнiсть
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U(t) \equiv (V (t)) - 1.

Тому для всiх t \geq 0\bigm\| \bigm\| U(t)
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| x\| E=1

\| U(t)x\| E \geq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\| x\| E=1

\| U(t)x\| E =

= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\| x\| E=1

\bigm\| \bigm\| (V (t)) - 1x
\bigm\| \bigm\| 
E
=

1

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| x\| E=1

\| V (t)x\| E
=

1

\| V (t)\| L(E,E)
. (36)

Оцiнимо зверху
\bigm\| \bigm\| V (t)

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

.

Оскiльки розв’язок задачi (34), (35) є розв’язком iнтегрального рiвняння

V (t) = etS +

t\int 
0

V (\tau )H(\tau ) e(t - \tau )S d\tau , t \geq 0

(див. [8, с. 151]), то на пiдставi (30) i (32) (число \delta вибрано так, щоб справджувалась нерiв-
нiсть (31)) для всiх t \geq 0

\| V (t)\| L(E,E) \leq 
\bigm\| \bigm\| etS\bigm\| \bigm\| 

L(E,E)
+

t\int 
0

\bigm\| \bigm\| V (\tau )
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\| H(\tau )\| L(E,E)

\bigm\| \bigm\| e(t - \tau )S
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

d\tau \leq 

\leq Me\beta t +M\delta 

t\int 
0

e\beta (t - \tau )
\bigm\| \bigm\| V (\tau )

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

d\tau , t \geq 0,

тобто

\| V (t)\| L(E,E) \leq Me\beta t +Me\beta t\delta 

t\int 
0

e - \beta \tau 
\bigm\| \bigm\| V (\tau )

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

d\tau , t \geq 0,

i

e - \beta t\| V (t)\| L(E,E) \leq M +M\delta 

t\int 
0

e - \beta \tau 
\bigm\| \bigm\| V (\tau )

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

d\tau , t \geq 0.

Звiдси на пiдставi нерiвностi Гронуолла отримуємо спiввiдношення

e - \beta t\| V (t)\| L(E,E) \leq MeM\delta t, t \geq 0,

з якого випливає, що

\| V (t)\| L(E,E) \leq Me(\beta +M\delta )t, t \geq 0.

Iз цього спiввiдношення та (36) отримуємо (33).

Теорему 10 доведено.
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4. Обґрунтування теорем 3 i 4. Доведення теореми 3. Оскiльки операторна функцiя
Sp(t) при t \rightarrow +\infty має границю Sp \in L(E,E), то для деякої неперервної на [l - p(1),+\infty )

операторної функцiї Hp(t) зi значеннями в L(E,E)

Sp(t) = Sp +Hp(t), t \geq l - p(1),

i
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow +\infty 
\| Hp(t)\| L(E,E) = 0. (37)

Тому завдяки (2), (3) i (10) для операторної функцiї F (t) при t \geq l - p(1) виконується спiввiд-
ношення

F \prime (t) =

\left\{         
 - dl1(t)

dt
(S1 +H1(t))F (t), якщо p = 1,

 - 
\biggl( 
dПp - 2(t)

dt

1

Пp - 2(t)
I +

dlp(t)

dt

\bigl( 
Sp +Hp(t)

\bigr) \biggr) 
F (t), якщо p \geq 2.

(38)

При p \geq 2 функцiю F (t) запишемо у виглядi

F (t) =
1

Пp - 2(t)
Vp(t), (39)

де Vp(t) — неперервно диференцiйовна операторна функцiя, для якої виконується спiввiдно-
шення

dVp(t)

dt
=  - dlp(t)

dt

\bigl( 
Sp +Hp(t)

\bigr) 
Vp(t), t \geq l - p(1). (40)

Отже, для функцiї Vp(t) при p \geq 2 виконується спiввiдношення, аналогiчне спiввiдношенню
для функцiї F (t) при p = 1.

Використаємо спiввiдношення (38) – (40) для оцiнки норми функцiї F (t). Будемо вважа-
ти, що виконується спiввiдношення (12). Запишемо (40) у зручному для подальшого виглядi,
використавши новi змiнну

s = lp(t) (41)

та функцiю
Wp(s) = Vp(t). (42)

Оскiльки
dVp(t)

dt
=

ds

dt

dWp(s)

ds
=

dlp(t)

dt

dWp(s)

ds
,

то на пiдставi (40)
dWp(s)

ds
=  - 

\Bigl( 
Sp +H

\bigl( 
l - p(s)

\bigr) \Bigr) 
Wp(s), s \geq 1. (43)

Далi покажемо правильнiсть першої частини твердження теореми 3, використавши теорему
9. Нехай виконується спiввiдношення (12). Розглянемо довiльнi числа \alpha > 1 i M \geq 1, для яких

\sigma (Sp) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z > \alpha \} 

i \bigm\| \bigm\| e - sSp
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq Me - \alpha s, s \geq 0. (44)
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Спiввiдношення (44) аналогiчне (26). Зафiксуємо довiльне число \varepsilon > 0, для якого виконується
нерiвнiсть (27). Вiзьмемо таке число s\ast > 1, щоб\bigm\| \bigm\| H(l - p(s))

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

< \varepsilon , s \geq s\ast .

Таке число iснує завдяки (37). Тодi на пiдставi теореми 9 для функцiї Wp(s), що задоволь-
няє (43), виконується спiввiдношення\bigm\| \bigm\| Wp(s)

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq Me - (\alpha  - M\varepsilon )(s - s\ast )
\bigm\| \bigm\| Wp(s\ast )

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

, s \geq s\ast ,

аналогiчне (29).
Звiдси та з (41), (42) випливає, що

\bigm\| \bigm\| Vp(t)
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq M

\biggl( 
lp - 1(t\ast )

lp - 1(t)

\biggr) \alpha  - M\varepsilon \bigm\| \bigm\| Vp(t\ast )
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

, t \geq t\ast , (45)

де t\ast — число, для якого lp(t\ast ) = s\ast .
Отже, на пiдставi (39) i (45) для функцiї F (t) при p \geq 2 виконується спiввiдношення\bigm\| \bigm\| F (t)

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq M (lp - 1(t\ast ))
\alpha  - M\varepsilon 1

Пp - 2(t)(lp - 1(t))\alpha  - M\varepsilon 

\bigm\| \bigm\| Vp(t\ast )
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

, t \geq t\ast . (46)

Оскiльки невласний iнтеграл

+\infty \int 
t\ast 

1

Пp - 2(t)(lp - 1(t))\alpha  - M\varepsilon 
dt,

в якому \alpha  - M\varepsilon > 1, збiгається (за теоремою 7), то на пiдставi (46) збiгається операторний
невласний iнтеграл

+\infty \int 
t\ast 

F (t) dt.

Збiжностi цього iнтеграла достатньо для збiжностi iнтеграла (8) (у випадку p \geq 2).
Збiжнiсть iнтеграла (8) у випадку p = 1 встановлюється аналогiчним чином.
Далi покажемо правильнiсть другої частини твердження теореми 3. Будемо вважати, що

виконується спiввiдношення (13). Використаємо (40) i теорему 10.
Розглянемо довiльне число \beta \in (0, 1), для якого

\sigma (Sp) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z < \beta \} .

Нехай M — таке додатне число, що\bigm\| \bigm\| esSp
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq Me\beta s, s \geq 0.

Це спiввiдношення аналогiчне (26). Зафiксуємо довiльне число \varepsilon > 0, для якого виконуються
нерiвностi (27) i \bigm\| \bigm\| H(l - p(s))

\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

< \varepsilon , s \geq s\ast \ast ,
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де s\ast \ast — достатньо велике додатне число. Таке число iснує завдяки (37). Тодi на пiдставi
теореми 9 для функцiї Wp(s), що задовольняє (43), виконується спiввiдношення

\bigm\| \bigm\| Wp(s)
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\geq 1

M
e - (\beta +M\delta )(s - s\ast \ast )

\bigm\| \bigm\| Wp(s\ast \ast )
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

, s \geq s\ast \ast , (47)

аналогiчне (33).
Зазначимо, що

\| Wp(s\ast \ast )\| L(E,E) \not = 0, (48)

оскiльки для кожного зафiксованого t \geq 1 оператор F (t) має обернений неперервний оператор
(F (t)) - 1 .

Iз (47), (41) i (42) випливає, що

\| Vp(t)\| L(E,E) \geq 
1

M

\biggl( 
lp - 1(t\ast \ast )

lp - 1(t)

\biggr) \beta +M\delta 

\| Vp(t\ast \ast )\| L(E,E), t \geq t\ast \ast ,

де t\ast \ast — число, для якого lp(t\ast \ast ) = s\ast \ast .
Отже, на пiдставi (39) i (45) для функцiї F (t) при p \geq 2 виконується спiввiдношення

\bigm\| \bigm\| F (t)
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\geq M
\bigl( 
lp - 1(t\ast \ast )

\bigr) \beta +M\delta 1

Пp - 2(t)(lp - 1(t))\beta +M\delta 

\bigm\| \bigm\| Vp(t\ast \ast )
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

, t \geq t\ast \ast , (49)

до того ж на пiдставi (48) \bigm\| \bigm\| Vp(t\ast \ast )
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\not = 0. (50)

Оскiльки невласний iнтеграл

+\infty \int 
t\ast \ast 

1

Пp - 2(t)(lp - 1(t))\beta +M\delta 
dt,

в якому \beta + M\delta < 1, розбiгається (за теоремою 7), то на пiдставi (49) i (50) розбiгається
операторний невласний iнтеграл

+\infty \int 
t\ast \ast 

F (t) dt.

Розбiжностi цього iнтеграла достатньо для розбiжностi iнтеграла (8) (у випадку p \geq 2).
Розбiжнiсть iнтеграла (8) у випадку p = 1 встановлюється аналогiчним чином.
Теорему 3 доведено.
Доведення теореми 4. Завдяки спiввiдношенню (12) та теоремi 3 невласний iнтеграл (8)

збiгається. Оскiльки також збiгається невласний iнтеграл (14), то за теоремою 5 збiгається
операторний ряд (9).

Аналогiчно, завдяки спiввiдношенню (13) та теоремi 3 невласний iнтеграл (8) розбiгається.
Оскiльки невласний iнтеграл (14) збiгається, то за теоремою 5 операторний ряд (9) розбiгається.

Теорему 4 доведено.
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5. Приклади застосування теорем 3 i 4.

Приклад 1. Дослiдимо на збiжнiсть невласний iнтеграл

+\infty \int 
1

t - A dt, (51)

де A \in L(E,E).

Для цього iнтеграла, що є окремим випадком iнтеграла (8), F (t) = t - A i для кожного зафiк-
сованого t > 1 оператор F (t) має обернений неперервний оператор (F (t)) - 1 = tA . Виконання
умови про оборотнiсть F (t) є необхiдною для того, щоб можна було використовувати теорему 3
для дослiдження збiжностi iнтеграла (51).

Оскiльки
dF (t)

dt
=  - At - A - I , t > 1, (52)

то згiдно з (10)

S1(t) =  - t
dF (t)

dt
(F (t)) - 1 =  - t

\bigl( 
 - At - A - I

\bigr) 
tA = tt - IA = A, t > 1,

i, отже,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +\infty 

S1(t) = A.

За теоремою 3 для збiжностi iнтеграла (51) достатньо виконання спiввiдношення

\sigma (A) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z > 1\} . (53)

Це спiввiдношення також є необхiдним для збiжностi iнтеграла (51). Справдi, використаємо
невласний iнтеграл

+\infty \int 
e

1

t
(\mathrm{l}\mathrm{n} t) - Adt, (54)

що за теоремою 7 збiгається лише у випадку виконання спiввiдношення (53). Оскiльки

T\int 
e

1

t
(\mathrm{l}\mathrm{n} t) - Adt =

lnT\int 
1

t - Adt

для кожного T \geq e, то iнтеграл (51) є збiжним тодi i тiльки тодi, коли збiжним є iнтеграл (54).
Отже, iнтеграл (51) є збiжним лише у випадку виконання спiввiдношення (53).

Приклад 2. Дослiдимо на збiжнiсть операторний ряд

\infty \sum 
n=1

n - A, (55)

де A — такий оператор, як i в iнтегралi (51).
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Вважатимемо, що для A виконується спiввiдношення (53).
Покажемо, що ряд (55) є збiжним.
Оскiльки множина \sigma (A) обмежена i замкнена, а множина \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z > 1\} вiдкрита, то

завдяки (51) для деякого \alpha > 1 виконується спiввiдношення

\sigma (A) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z > \alpha \} .

Тодi за теоремою Данфорда про вiдображення спектра [10, с. 609]

\sigma ( - A) \subset \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} <  - \alpha \} . (56)

Використаємо функцiю F (t), що розглядалась у прикладi 1. Оскiльки згiдно з (52), (56) i
теоремою 8 для деякого числа M \geq 1 i всiх t > 1 справджуються спiввiдношення\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| dF (t)

dt

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq \| A\| L(E,E)

\bigm\| \bigm\| t - A - I
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

= \| A\| L(E,E)

\bigm\| \bigm\| t - A
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

t - 1 =

= \| A\| L(E,E)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| e(ln t)( - A)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

t - 1 \leq \| A\| L(E,E)Me(ln t)( - \alpha )t - 1 =

=
\| A\| L(E,E)M

t1+\alpha 
\leq 

\| A\| L(E,E)M

t2
,

то на пiдставi теореми про скiнченний прирiст для всiх t \geq 2\bigm\| \bigm\| F (t) - F ([t])
\bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

\leq 

\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
[t]\leq \theta \leq t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| dF (\theta )

d\theta 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L(E,E)

(t - [t]) \leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
[t]\leq \theta \leq t

\| A\| L(E,E)M

\theta 2
\leq 

\| A\| L(E,E)M

(t - 1)2
.

Звiдси з урахуванням збiжностi iнтеграла

+\infty \int 
2

dt

t2

випливає збiжнiсть iнтеграла
+\infty \int 
2

(F (t) - F ([t]))dt.

Тому на пiдставi теореми 4 у випадку виконання спiввiдношення (53) ряд (55) збiгається.
Зазначимо, що виконання спiввiдношення (53) є не лише достатнiм, а i необхiдним (див. [11])

для збiжностi ряду (55).
6. Додатковi зауваження та лiтературнi посилання. Наведенi в статтi результати про

збiжнiсть операторних невласних iнтегралiв i рядiв є новими.
Теореми 3 i 4 залишаються правильними, якщо в (10) операторну функцiю

S1(t) =  - t
dF (t)

dt
(F (t)) - 1
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замiнити функцiєю

S1(t) =  - t (F (t)) - 1 dF (t)

dt
.

Iнтегральна ознака Маклорена – Кошi [3] є окремим випадком теореми 5.
Твердження статтi є правильними й у випадку дiйсного простору E . Щоб у цьому пере-

конатися, потрiбно використати комплексифiкацiю цього простору та комплексне розширення
вiдповiдних операторiв (див., наприклад, [12, с. 477; 13, с. 19 – 22]).

Ряд (55) у випадку E = \BbbR (тодi A \in \BbbR ), вiдомий як узагальнений гармонiчний ряд, збiгається
лише при A > 1 (див. [3, c. 263, 264]), що узгоджується з прикладом 2. Для збiжностi цього ряду
у випадку E = \BbbC (тодi A \in \BbbC ) необхiдно i достатньо, щоб \mathrm{R}\mathrm{e}A > 1, що також узгоджується з
прикладом 2.

Збiжнiсть операторних рядiв дослiджувалась автором також у [14 – 16].
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