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В СВОИХ НОРМАЛЬНЫХ ЗАМЫКАНИЯХ*

Let G be a p-soluble group. Then G has a subnormal series whose factors are p\prime -groups or abelian p-groups. The smallest
number of abelian p-factors of all such subnormal series of G is called the derived p-length of G. A subgroup H of a
group G is called Fitting if H \leq F (G). A functional dependence of the estimate of the derived p-length of a p-soluble
group on the value of the indexes of Fitting p-subgroups in its normal closures is established.

Нехай G — p-розв’язна група. Тодi G має субнормальний ряд, фактори якого або p\prime -групи, або абелевi p-групи.
Найменша кiлькiсть абелевих p-факторiв серед усiх таких субнормальних рядiв групи G називається похiдною
p-довжиною p-розв’язної групи. Пiдгрупа H групи G називається фiттiнговою, якщо H \leq F (G). Тут F (G) —
пiдгрупа Фiттiнга групи G. Встановлено функцiональну залежнiсть оцiнки похiдної p-довжини p-розв’язної групи
вiд величини iндексiв фiттiнгових p-пiдгруп у своїх нормальних замиканнях.

1. Введение. В настоящей статье рассматриваются только конечные группы. Все обозначения
и используемые определения соответствуют [1, 2]. Запись Y \leq X означает, что Y — подгруппа
группы X.

Ряд подгрупп

1 = G0 \leq G1 \leq G2 \leq . . . \leq Gn - 1 \leq Gn = G (1)

называется субнормальным, если для любого i подгруппа Gi нормальна в Gi+1. Фактор-группы
Gi+1/Gi называются факторами этого ряда.

Пусть p — простое число. Если порядок группы G является степенью числа p (не делится
на p), то группа G называется p-группой (p\prime -группой).

В 2006 г. В. С. Монахов [3] предложил следующее определение.
Пусть G — p-разрешимая группа. Тогда она имеет субнормальный ряд, факторы которо-

го являются либо p\prime -группами, либо абелевыми p-группами. Наименьшее число абелевых p-
факторов среди всех таких субнормальных рядов группы G называется производной p-длиной
p-разрешимой группы G и обозначается через lap(G). Если G — p-группа, то производная
p-длина группы G совпадает с ее производной длиной. Ясно, что lp(G) \leq lap(G) для произ-
вольной p-разрешимой группы G. Здесь lp(G) — p-длина p-разрешимой группы G.

Оценки производной p-длины p-разрешимой группы при заданных ограничениях на силов-
ские p-подгруппы получены в [4 – 8].

Если H и K — такие нормальные подгруппы в G, что H \leq K и H/K — минимальная
нормальная подгруппа фактор-группы G/K, то H/K называется главным фактором группы G.

Главный фактор H/K называется фиттинговым, если подгруппа H содержится в подгруппе
Фиттинга F (G) группы G. По аналогии подгруппу A группы G будем называть фиттинговой,
если A \leq F (G).

* Выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № Ф17М-063).
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Гашюц [9] доказал, что в разрешимой группе главный фактор наибольшего порядка является
фиттинговым. Верхние границы инвариантов разрешимой группы (производной длины, ниль-
потентной длины, p-длины, главного ранга) в зависимости от фиттинговых главных факторов и
фиттинговых подгрупп получены в работах [10 – 14], (см. также библиографию в обзоре [15]).

В работе [14] найдена зависимость ранга, производной длины и p-длины разрешимой груп-
пы от значений функций tFp (G) и tF (G), заданных следующим образом:

tF (G) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
p\in \pi (G)

tFp (G), где tFp (G) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ n | pn\top | HG : H| , H \leq F (G)\} .

Здесь запись pn\top | HG : H| означает, что pn делит | HG : H| , а pn+1 не делит | HG : H| ; HG —
нормальное замыкание подгруппы H в группе G, т.е. наименьшая нормальная подгруппа
группы G, содержащая H; \pi (G) — множество всех простых делителей порядка группы G. Если
tF (G) = 0, то в группе G порядки всех фиттинговых главных факторов являются простыми
числами и по теореме Бэра [17] группа G будет сверхразрешимой.

Хупперт [16], Бэр [17] и Я. Г. Беркович [18] исследовали группы, у которых порядки фит-
тинговых главных факторов не делятся на кубы простых чисел.

В настоящей статье результаты работы [14] распространены на p-разрешимый случай.
Пусть p — простое число и G — p-разрешимая группа. Введем функцию

fp(G) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ n | pn\top | HG : H| , H \vartriangleleft \vartriangleleft G и H \leq Fp(G)\} .

Здесь Fp(G) — наибольшая нормальная p-нильпотентная подгруппа группы G, а запись H \vartriangleleft \vartriangleleft 
G означает, что H — субнормальная подгруппа группы G.

Справедлива следующая теорема.
Теорема. Пусть G — p-разрешимая группа. Тогда:

1) lap(G/\Phi (G)) \leq (fp(G))2 + fp(G) + 6

4
, если p \not \in \{ 2, 3\} ;

2) lap(G/\Phi (G)) \leq (fp(G))2 + fp(G) + 8

4
, если p \in \{ 2, 3\} .

2. Вспомогательные результаты. Через \Phi (G) обозначим подгруппу Фраттини группы G;

Op(G) и Op\prime (G) — наибольшие нормальные в G p- и p\prime -подгруппы соответственно.
Напомним некоторые свойства производной p-длины p-разрешимой группы.
Лемма 1 ([4], лемма 1-2). Пусть G — p-разрешимая группа. Тогда:
1) если H — подгруппа группы G, то lap(H) \leq lap(G);

2) если N — нормальная подгруппа группы G, то lap(G/N) \leq lap(G) и lap(G) \leq lap(G/N) +

+ lap(N);

3) если N — нормальная p\prime -подгруппа группы G, то lap(G/N) = lap(G);

4) если G и V — p-разрешимые группы, то lap(G\times V ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ lap(G), lap(V )\} ;
5) если N1 и N2 — нормальные подгруппы в G, то

lap(G/(N1 \cap N2)) \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ lap(G/N1), l
a
p(G/N2)\} ;

6) lp(G) \leq lap(G).

Лемма 2. Пусть G — p-разрешимая группа. Тогда:
1) Fp(G/\Phi (G)) = Fp(G)/\Phi (G);
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2) Fp(G/Op\prime (G)) = Fp(G)/Op\prime (G);

3) CG(Fp(G)) \leq Fp(G).

Доказательство. 1. Первое утверждение следует из [19] (9.3.4).
2. Пусть Fp(G/Op\prime (G)) = S/Op\prime (G). Поскольку S/Op\prime (G) — p-нильпотентна, то p\prime -холлова

подгруппа (S/Op\prime (G))p\prime = Sp\prime /Op\prime (G) нормальна в группе G/Op\prime (G), где Sp\prime — p\prime -холлова
подгруппа группы S. Поэтому Sp\prime нормальна в G, а значит, нормальна в S. Поэтому S —
p-нильпотентная подгруппа и S \leq Fp(G). Тогда

Fp(G/Op\prime (G)) \leq Fp(G)/Op\prime (G).

Обратное включение очевидно.
3. Третье утверждение следует из леммы 1.8.19 [20].
Лемма 3. Пусть G — p-разрешимая группа. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если N — p\prime -подгруппа группы G, то fp(G/N) \leq fp(G);

2) fp(G/\Phi (G)) \leq fp(G);

3) если N — минимальная нормальная подгруппа группы G порядка pn, то n \leq 1 + fp(G).

Доказательство. 1. Пусть H/N — субнормальная подгруппа в G/N такая, что H/N \leq 
\leq Fp(G/N) и pfp(G/N)\top | (H/N)G/N : H/N | . Так как

| (H/N)G/N : H/N | = | HG : H| ,

то pfp(G/N) делит | HG : H| . Из леммы 2(2) следует, что H \leq Fp(G). Поскольку H субнор-
мальна в G, то fp(G/N) \leq fp(G).

2. Пусть H/\Phi (G) — субнормальная подгруппа в G/\Phi (G) такая, что H/\Phi (G) \leq Fp(G/\Phi (G))

и
pfp(G/\Phi (G))\top | (H/\Phi (G))G/\Phi (G) : H/\Phi (G)| .

Так как | (H/\Phi (G))G/\Phi (G) : H/\Phi (G)| = | HG : H| , то pfp(G/\Phi (G)) делит | HG : H| . Из леммы 2(1)
следует, что H \leq Fp(G). Поскольку H субнормальна в G, то fp(G/\Phi (G)) \leq fp(G).

3. Пусть H — подгруппа простого порядка p в N. Поскольку N — нормальная p-подгруппа,
то H субнормальна в G, H \leq Fp(G) и p1+fp(G) не делит | HG : H| . Так как N — минимальная
нормальная подгруппа, то N = HG и | HG : H| = pn - 1. Поэтому 1 + fp(G) > n  - 1 или
n \leq 1 + fp(G).

Лемма 4 ([8], теорема 3.1). Пусть G — p-разрешимая группа с силовской p-подгруппой

порядка pn. Если p /\in \{ 2, 3\} , то lap(G) \leq n+ 1

2
. Если p \in \{ 2, 3\} , то lap(G) \leq 1 +

n

2
.

Лемма 5 ([4], теорема 2). Пусть G — p-разрешимая группа, Gp — ее силовская p-под-
группа. Если Gp абелева, то lap(G) \leq 1.

3. Доказательство теоремы. Предположим, что \Phi (G) \not = 1. Из леммы 3(2) следует, что
условие теоремы наследует фактор-группа G/\Phi (G). Так как \Phi (G/\Phi (G)) = 1, то по индукции

lap(G/\Phi (G)) = lap((G/\Phi (G))/\Phi (G/\Phi (G)) \leq (fp(G/\Phi (G)))2 + fp(G/\Phi (G)) + 6

4
\leq 

\leq (fp(G))2 + fp(G) + 6

4
,

если p \not \in \{ 2, 3\} , и
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lap(G/\Phi (G)) = lap((G/\Phi (G))/\Phi (G/\Phi (G)) \leq (fp(G/\Phi (G)))2 + fp(G/\Phi (G)) + 8

4
\leq 

\leq (fp(G))2 + fp(G) + 8

4
,

если p \in \{ 2, 3\} . Поэтому в дальнейшем считаем, что \Phi (G) = 1.

Предположим, что Op\prime (G) \not = 1. Из леммы 3(1) следует, что условие теоремы наследует
фактор-группа G/Op\prime (G). Тогда по индукции

lap(G) = lap(G/Op\prime (G)) \leq (fp(G))2 + fp(G) + 6

4
,

если p \not \in \{ 2, 3\} , и

lap(G) = lap(G/Op\prime (G)) \leq (fp(G))2 + fp(G) + 8

4
,

если p \in \{ 2, 3\} . Поэтому в дальнейшем считаем, что Op\prime (G) = 1.

Таким образом, Fp(G) = F (G) = Op(G) и по лемме 3(3) CG(Fp(G)) \leq Fp(G). Кроме
того, F = Fp(G) является прямым произведением минимальных нормальных p-подгрупп Ni,

1 \leq i \leq k, группы G. Значит, Fp(G) абелева и CG(Fp(G)) = Fp(G). Очевидно, что для
каждого Ni фактор-группа G/CG(Ni) изоморфна неприводимой подгруппе группы автомор-

физмов AutNi. По лемме 2.33 [1] фактор-группа G/
k\bigcap 

i=1
CG(Ni) изоморфна подгруппе прямого

произведения групп G/CG(Ni), 1 \leq i \leq k. Кроме того,

k\bigcap 
i=1

CG(Ni) = CG(F ) = F и G/
k\bigcap 

i=1

CG(Ni) = G/F.

По лемме 1(5) справедливо

lap(G/F ) = lap

\Biggl( 
G/

k\bigcap 
i=1

CG(Ni)

\Biggr) 
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
lap(G/CG(N1)), . . . , l

a
p(G/CG(Nk))

\bigr\} 
.

Пусть Ni — элементарная абелева p-подгруппа порядка pmi . Тогда mi \leq 1 + fp(G) по
лемме 3(3) и G/CG(Ni) изоморфна подгруппе группы GL(1 + fp(G), p).

Поскольку силовская p-подгруппа группы GL(1 + fp(G), p) имеет порядок pfp(G) . . . p =

= p
(fp(G)+1)fp(G)

2 , то из леммы 4 следует, что

lap(G/CG(Ni)) \leq 

(fp(G) + 1)fp(G)

2
+ 1

2
=

(fp(G))2 + fp(G) + 2

4
,

если p \not \in \{ 2, 3\} , и

lap(G/CG(Ni)) \leq 1 +

(fp(G) + 1)fp(G)

2
2

=
(fp(G))2 + fp(G) + 4

4
,

если p \in \{ 2, 3\} .
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Так как F абелева, то из леммы 5 следует, что

lap(G) \leq (fp(G))2 + fp(G) + 2

4
+ 1 =

(fp(G))2 + fp(G) + 6

4
,

если p \not \in \{ 2, 3\} , и

lap(G) \leq (fp(G))2 + fp(G) + 4

4
+ 1 =

(fp(G))2 + fp(G) + 8

4
,

если p \in \{ 2, 3\} .
Теорема доказана.
Следствие. Пусть G — p-разрешимая группа, тогда:
1) eсли fp(G) \leq 1, то lap(G/\Phi (G)) \leq 2;

2) eсли fp(G) \leq 2, то lap(G/\Phi (G)) \leq 3.
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