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НЕРIВНОСТI ТИПУ БЕРНШТЕЙНА – НIКОЛЬСЬКОГО
ДЛЯ АЛГЕБРАЇЧНИХ ПОЛIНОМIВ У ПРОСТОРI БЕРГМАНА
В ОБЛАСТЯХ КОМПЛЕКСНОЇ ПЛОЩИНИ

We study Bernstein-type and Nikolskii-type estimates for arbitrary algebraic polynomial in regions of the complex plane.

Вивчаються оцiнки типу Бернштейна та Нiкольського для довiльного алгебраїчного полiнома в областях комплексної
площини.

1. Вступ. Нехай \BbbC — комплексна площина, \BbbC := \BbbC \cup \{ \infty \} i G \subset \BbbC — обмежена жорданова
область з межею L := \partial G така, що 0 \in G; \Omega := \BbbC \setminus G = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}L, \Delta := \Delta (0, 1) :=

\bigl\{ 
w :

| w| > 1
\bigr\} 
. Нехай w = \Phi (z) — однолисте конформне вiдображення \Omega на \Delta таке, що \Phi (\infty ) = \infty 

i \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}z\rightarrow \infty 
\Phi (z)

z
> 0; \Psi := \Phi  - 1. Для довiльного R > 1 позначаємо LR :=

\bigl\{ 
z : | \Phi (z)| = R

\bigr\} 
,

GR := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}LR i \Omega R := \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}LR. Нехай також \wp n — клас усiх алгебраїчних полiномiв Pn(z)

порядку не вищого за n \in \BbbN .
У роботi розглядається вагова функцiя h(z), яка визначається таким чином. Нехай \{ zj\} sj=1 —

фiксована система рiзних точок на кривiй L. Для деякого фiксованого R0, 1 < R0 < \infty ,

розглянемо узагальнену вагову функцiю Якобi h(z):

h(z) :=

s\prod 
j=1

\bigm| \bigm| z  - zj
\bigm| \bigm| \gamma j , z \in GR0 , (1.1)

де \gamma j >  - 2 при всiх j = 1, 2, . . . , s.

Нехай, далi, 0 < p \leq \infty i \sigma — двовимiрна мiра Лебега. Для жорданової областi G покла-
даємо

\| Pn\| p := \| Pn\| Ap(h,G) :=

\left(  \int \int 
G

h(z)
\bigm| \bigm| Pn(z)

\bigm| \bigm| pd\sigma z
\right)  1/p

, 0 < p <\infty ,

\| Pn\| \infty := \| Pn\| A\infty (1,G) := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
z\in G

\bigm| \bigm| Pn(z)
\bigm| \bigm| , p = \infty ,

i Ap(1, G) := Ap(G).

В роботi вивчаються нерiвностi\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
X

\leq \lambda n(G, h, p)\| Pn\| Y (1.2)
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типу Бернштейна (X = Y = A\infty ), Маркова (X = Y = Ap, p > 0) та Нiкольського (m = 0;

X = Aq, Y = Ap, 0 < p < q < \infty ) у просторах Бергмана для всiх полiномiв Pn \in \wp n i
будь-яких m = 0, 1, 2, . . . , де \lambda n := \lambda n(G, h, p,m) > 0, \lambda n \rightarrow \infty , n\rightarrow \infty , — стала, яка, взагалi
кажучи, залежить вiд геометричних властивостей областi G та вагової функцiї h.

Нерiвностi типу (1.2) вивчаються математиками з початку двадцятого столiття [22, 23, 38]. В
останнi роки такi нерiвностi для рiзних просторiв розглядались, зокрема, в роботах [34, с. 122 –
133], [32] (розд. 5.3), [27, с. 418 – 428], [4 – 6, 18, 20, 25, 26, 31, 33, 37] (див. також наведену в
них бiблiографiю).

У данiй роботi ми продовжуємо вивчення оцiнок типу (1.2) для квазiкругiв та вагової
функцiї h(z), визначеної в (1.1), яке було розпочате в роботах [2 – 6, 8, 9, 11, 12, 19, 21] для
рiзних областей в комплекснiй площинi.

2. Означення та основнi результати. Скрiзь у роботi c, c0, c1, c2, . . . та \varepsilon 0, \varepsilon 1, \varepsilon 2, . . . —
вiдповiдно додатнi та достатньо малi додатнi сталi (взагалi кажучи, рiзнi у рiзних спiввiдно-
шеннях), якi залежать вiд G та вiд параметрiв, несуттєвих для аргументу, в iншому випадку
про таку залежнiсть буде чiтко зазначено. Для довiльних k \geq 0 та m > k запис i = k,m

означає, що i = k, k + 1, . . . ,m. Нехай функцiя \varphi вiдображає G конформно та однолисто на
B := B(0, 1) :=

\bigl\{ 
w : | w| < 1

\bigr\} 
, нормована спiввiдношеннями \varphi (0) = 0, \varphi \prime (0) > 0 i \psi := \varphi  - 1.

Означення 2.1. Обмежена жорданова область G називається k-квазiкругом, 0 \leq k <

< 1, якщо будь-яке конформне вiдображення \psi можна продовжити до K -квазiконформного,

K =
1 + k

1 - k
, гомеоморфiзму площини \BbbC на \BbbC . В цьому випадку крива L : = \partial G називається

K -квазiколом. Область G (крива L) називається квазiкругом (квазiколом), якщо вона є k-
квазiкругом (k-квазiколом) при деякому 0 \leq k < 1.

Простим прикладом k-квазiкруга може бути довiльна область, обмежена двома дугами кола,
симетрична вiдносно осей OX та OY, така, що кожна з дуг перетинає вiсь OX у точках \pm \varepsilon 0,
де \varepsilon 0 > 0 i кут мiж дугами дорiвнює \pi (1 - k), 0 \leq k < 1.

Жорданова крива L називається квазiколом або квазiконформною кривою, якщо вона є
образом одиничного кола при квазiконформному вiдображеннi \BbbC на \BbbC (див. [29, с. 105; 35,
с. 286]). З iншого боку, сформульовано також геометричнi критерiї квазiконформностi кривих
(див. [14, с. 81; 36, с. 107; 30, с. 341]). Наведемо деякi з них.

Нехай z1, z2 — довiльнi точки на L i L(z1, z2) — пiддуга L коротшого дiаметра з кiнцями
z1 та z2. Леслi [30, с. 341] визначив криву L як „c-квазiконформну”, якщо для всiх z1, z2 \in L

та z \in L(z1, z2) iснує стала c = c(L), незалежна вiд точок z1, z2 i z, така, що

| z1  - z| + | z  - z2| 
| z1  - z2| 

\leq c. (2.1)

Простим прикладом c-квазiконформної кривої може бути багатокутник, у якого найменший
внутрiшнiй чи зовнiшнiй вiдкритий кут дорiвнює 2 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(1/c). Вiдомо, що квазiколо може
бути неспрямлюваним (див., наприклад, [24; 29, с. 104]).

Наведемо теорему, яку будемо використовувати в роботi.
Теорема А ([12], теорема 2.1). Нехай p > 0, G — довiльний k-квазiкруг при деякому 0 \leq 

\leq k < 1 i h(z) — функцiя, визначена в (1.1). Тодi для довiльного Pn \in \wp n, n \in N, маємо

\| Pn\| \infty \leq cn
(2+\gamma )(1+k)

p \| Pn\| p. (2.2)
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Тут i далi
\gamma : = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
0; \gamma j , j = 1, s

\bigr\} 
. (2.3)

Сформулюємо новi результати.
Теорема 2.1. Нехай 0 < p \leq \infty , G — довiльний k-квазiкруг при деякому 0 \leq k < 1 i h(z) —

функцiя, визначена в (1.1). Тодi для будь-якого Pn \in \wp n, n \in \BbbN , при кожному m = 0, 1, 2, . . .

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq c1n

\Bigl( 
2+\gamma 
p

+m
\Bigr) 
(1+k)\| Pn\| p. (2.4)

Наслiдок 2.1. Нехай G — довiльний k-квазiкруг при деякому 0 \leq k < 1. Тодi для довiльного
Pn \in \wp n, n \in \BbbN , при кожному m = 1, 2, . . .\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq c1n

m(1+k)\| Pn\| \infty . (2.5)

Нехай величина p(k), 1 \leq p(k) \leq 2, така, що p(k) \rightarrow 1 при k \rightarrow 0 i p(k) \rightarrow 2 при k \rightarrow 1.

Теорема 2.2. Нехай p > p(k) \geq 1, G — k-квазiкруг при деякому 0 \leq k < 1 i h(z) —
функцiя, визначена в (1.1). Тодi для довiльного Pn \in \wp n при кожному m = 0, 1, 2, . . .\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| 
p
\leq c2n

m(1+k)\| Pn\| p. (2.6)

Наслiдок 2.2. 1. Якщо G = B або L = \partial G є аналiтичною кривою, то p(k) = 1.

2. Якщо L є гладкою кривою з дотичною, яка змiнюється неперервно, то p(k) = 1 + \varepsilon для
довiльного малого \varepsilon > 0.

Отже, для таких областей теорема 2.2 справджується при будь-якому p > 1.

Теорема 2.3. Нехай G — довiльний k-квазiкруг при деякому 0 \leq k < 1 i h(z) — функцiя,
визначена в (1.1). Тодi для довiльного Pn \in \wp n, 0 < p \leq q <\infty , при кожному m = 0, 1, 2, . . .

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
q
\leq c3n

\Bigl( 
1
p
 - 1

q

\Bigr) 
(2+\gamma )(1+k)\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| 
p
, (2.7)

де число \gamma визначається спiввiдношенням (2.3).
Зауваження 2.1. Для деяких областей i вагової функцiї h(z) твердження, подiбнi до тео-

рем 2.1 – 2.3, були отриманi ранiше:
теорема 2.1 у роботi [28] при m > 0, h(z) \equiv 1, 0 < p < 1; в [7] (теорема 5.1) при m = 0,

h(z) \equiv 1, p > 1; в [8] (теорема 1) при m > 0, h(z) \equiv 1, p > 1 i в роботi [12] при m = 0, p > 0;
теорема 2.2 в роботi [8] (теорема 1) при m > 0, h(z) \equiv 1, p \geq 2; в [20] при m = 0,

h(z) \equiv 1 i Pn(z) \not = 0, z \in G1+ 1
n

;

теорема 2.3 в роботi [8] (теорема 1) при m = 0, h(z) \equiv 1; в [20] при m = 0, h(z) \equiv 1,

1 \leq p \leq q <\infty i Pn(z) \not = 0, z \in G1+ 1
n

з нормою \| Pn\| A2

\bigl( 
h,G

1+ 1
n

\bigr) у правiй частинi (2.7); у [37]

(теорема 1.3) при m = 0, h(z) \equiv 1, 0 < p \leq q <\infty .

Зауваження 2.2. У випадку p = \infty та m = 1 теорему 2.1 доведено в [15]. У данiй роботi
ми пропонуємо iнше доведення цього твердження.

З умов теорем 2.1 – 2.3 видно, що цi твердження справджуються для k-квазiкруга з довiль-
ним 0 \leq k < 1. Проте не для всiх областей можна легко обчислити коефiцiєнт квазiконформнос-
тi k. Тому визначають також бiльш загальнi класи областей з iншою характеристикою. Одним
iз них є наступний.
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Означення 2.2. Кажуть, що L = \partial G \in Q\alpha , 0 < \alpha \leq 1, якщо L є квазiколом i \Phi \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}\alpha ,

z \in \Omega .

Зазначимо, що клас Q\alpha є достатньо широким. Бiльш детальна iнформацiя щодо цього та
iнших пов’язаних iз ним фактiв мiститься в роботах [30, 36, 39] (див. також наведену в них
бiблiографiю). Розглянемо лише деякi випадки.

Зауваження 2.3. 1. Якщо L — Дiнi-гладка крива [36, с. 48], то L \in Q1.

2. Якщо L — кусково-Дiнi-гладка крива i найбiльший зовнiшнiй кут \alpha \pi , 0 < \alpha \leq 1, на L є
вiдкритим [36, с. 52], то L \in Q\alpha .

3. Якщо L — гладка крива, яка має неперервну дотичну, то L \in Q\alpha при всiх 0 < \alpha < 1.

4. Якщо G є „L-подiбною” областю, то \Phi \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}
2

3
,\Psi \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}

1

2
.

5. Якщо L — квазiгладка (за Лаврентьєвим) крива (тобто для кожної пари z1, z2 \in L iснує

така стала c > 1, що s(z1, z2) \leq c| z1 - z2| ), то \Phi \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}\alpha при \alpha =
\pi 

2

\biggl( 
\pi  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

1

c

\biggr) i \Psi \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}\beta 

для \beta =
2

(1 + c)2
, де s(z1, z2) — довжина найменшої дуги, яка сполучає точки z1 та z2 на L

[39, 40].

6. Якщо L є c-квазiконформною, то \Phi \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}\alpha при \alpha =
\pi 

2

\biggl( 
\pi  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

1

c

\biggr) i \Psi \in \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{p}\beta при

\beta =

2

\biggl( 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

1

c

\biggr) 2

\pi 

\biggl( 
\pi  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

1

c

\biggr) .
Сформулюємо тепер вiдповiднi результати для класу областей G \in Q\alpha . Наведемо спочатку

ще одну теорему, яку будемо використовувати в цьому випадку.

Теорема B ([12], теорема 2.3). Нехай p > 0, L \in Q\alpha при деякому
1

2
\leq \alpha \leq 1 i h(z) —

функцiя, визначена в (1.1). Тодi для довiльного Pn \in \wp n, n \in N, маємо

\| Pn\| \infty \leq c\| Pn\| p

\left\{     
n

(2+\gamma )\delta 
p , \alpha <

1

2
,

n
2+\gamma 
\alpha p , \alpha \geq 1

2
.

(2.8)

Тут i далi \delta = \delta (G) — деяке число, 1 \leq \delta \leq 2.

Теорема 2.4. Нехай 0 < p \leq \infty , L \in Q\alpha при деякому 0 < \alpha \leq 1 i h(z) — функцiя,
визначена в (1.1). Тодi для довiльного Pn \in \wp n, n \in \BbbN , при кожному m = 0, 1, 2, . . .

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq c4\| Pn\| p

\left\{     
n
\delta 
\bigl( 

2+\gamma 
p

+m
\bigr) 
, \alpha <

1

2
,

n
1
\alpha 

\bigl( 
2+\gamma 
p

+m
\bigr) 
, \alpha \geq 1

2
.

(2.9)

Наслiдок 2.3. Нехай L \in Q\alpha при деякому 0 < \alpha \leq 1. Тодi для довiльного Pn \in \wp n, n \in \BbbN ,
при кожному m = 1, 2, . . .

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq c5\| Pn\| \infty 

\left\{     
n\delta (m+1), \alpha <

1

2
,

n
1
\alpha 
(m+1), \alpha \geq 1

2
.

(2.10)
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Теорема 2.5. Припустимо, що число p бiльше за деяке число p(G), 1 \leq p(G) \leq 2, L \in Q\alpha 

при деякому 0 < \alpha \leq 1 i h(z) — функцiя, визначена в (1.1). Тодi для довiльного Pn \in \wp n при
кожному m = 0, 1, 2, . . .

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
p
\leq c6\| Pn\| p

\left\{     
n\delta m, \alpha <

1

2
,

n
m
\alpha , \alpha \geq 1

2
.

(2.11)

Теорема 2.6. Нехай L \in Q\alpha при деякому 0 < \alpha \leq 1 i h(z) — функцiя, визначена в (1.1).
Тодi для довiльного Pn \in \wp n, 0 < p \leq q <\infty , при кожному m = 0, 1, 2, . . .

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
q
\leq c7

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
p

\left\{     
n
\delta 
\bigl( 

1
p
 - 1

q

\bigr) 
(2+\gamma )

, \alpha <
1

2
,

n
1
\alpha 

\bigl( 
1
p
 - 1

q

\bigr) 
(2+\gamma )

, \alpha \geq 1

2
.

(2.12)

Теореми 2.4 – 2.6 є аналогами теорем 2.1 – 2.3 для бiльш широкого класу областей. Тому
зауваження 2.1 справджується i для них. Крiм цього, з огляду на зауваження 2.3 можна записати
аналоги цих теорем для iнших, простiших областей.

2.1. Точнiсть оцiнок. Точнiсть оцiнок (2.4) – (2.7) (також (2.9) – (2.12)) можна встановити,
порiвнявши їх з наступним результатом.

Зауваження 2.4. Для довiльного n \in \BbbN iснує полiном Tn \in \wp n такий, що для одиничного
круга B i вагової функцiї h(z) = 1 справджуються оцiнки

\| T \prime 
n\| \infty \geq c6n\| Tn\| \infty ,

\| T \prime 
n\| \infty \geq c6n

2\| Tn\| A2(B),

\| T \prime 
n\| A2(B) \geq c6n\| Tn\| A2(B).

Зауваження 2.5. Точнiсть оцiнки в наслiдку 2.1 при m = 1 випливає з теореми 3 [15].
Випадок m > 1 доводиться послiдовним застосуванням цього факту.

3. Деякi допомiжнi результати. Скрiзь у роботi пiд позначеннями a \preceq b та a \asymp b ро-
зумiємо, що для деяких додатних сталих c, c1, c2 виконуються спiввiдношення a \leq cb i
c1a \leq b \leq c2a.

Нехай G — довiльний квазiкруг. Тодi iснує регулярне K1-вiдбиття y(\cdot ) вздовж L таке, що
y(G) = \Omega , y(\Omega ) = G i y(\cdot ) фiксує точки L та задовольняє такi умови [17, с. 26] :\bigm| \bigm| y(\zeta ) - z

\bigm| \bigm| \asymp | \zeta  - z| , z \in L, \varepsilon < | \zeta | < 1

\varepsilon 
,

| y\zeta | \asymp | y\zeta | \asymp 1, \varepsilon < | \zeta | < 1

\varepsilon 
, (3.1)

| y\zeta | \asymp 
\bigm| \bigm| y(\zeta )\bigm| \bigm| 2, | \zeta | < \varepsilon , | y\zeta | \asymp | \zeta |  - 2, | \zeta | > 1

\varepsilon 
.

При R > 1 позначаємо L\ast := y(LR), G
\ast := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}L\ast , \Omega \ast := \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}L\ast . Нехай w = \Phi R(z) —

конформне вiдображення \Omega \ast на \Delta , нормалiзоване спiввiдношеннями \Phi R(\infty ) = \infty , \Phi 
\prime 
R(\infty ) >

> 0, \Psi R := \Phi  - 1
R . Для t > 1 позначаємо L\ast 

t :=
\bigl\{ 
z : | \Phi R(z)| = t

\bigr\} 
, G\ast 

t := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}L\ast 
t , \Omega 

\ast 
t := \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{t}L\ast 

t .

Згiдно з результати [16], для всiх z \in L\ast та t \in L таких, що | z  - t| = d(z, L), маємо
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d(z, L) \asymp d(t, LR) \asymp d(z, LR),

| \Phi R(z)| \leq | \Phi R(t)| \leq 1 + c(R - 1).
(3.2)

Лема 3.1 [1]. Нехай G — довiльний квазiкруг, z1 \in L, z2, z3 \in \Omega \cap 
\bigl\{ 
z : | z - z1| \preceq d(z1, Lr0)

\bigr\} 
,

wj = \Phi (zj), j = 1, 2, 3. Тодi:
a) спiввiдношення | z1  - z2| \preceq | z1  - z3| та | w1  - w2| \preceq | w1  - w3| є еквiвалентними, як i

| z1  - z2| \asymp | z1  - z3| та | w1  - w2| \asymp | w1  - w3| ;
b) якщо | z1  - z2| \preceq | z1  - z3| , то\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| w1  - w3

w1  - w2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| c1 \preceq 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| z1  - z3
z1  - z2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \preceq \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| w1  - w3

w1  - w2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| c2 ,
де 0 < r0 < 1 — стала, яка залежить вiд G та k.

Лема 3.2. Нехай G — довiльний k-квазiкруг при деякому 0 \leq k < 1. Тодi

| \Psi (w1) - \Psi (w2)| \succeq | w1  - w2| 1+k

при всiх w1, w2 \in \Omega 
\prime 
.

Цей факт випливає з вiдповiдного результату для вiдображення f \in 
\sum 

(k) [35, с. 287] та

оцiнки для \Psi 
\prime 

[17] (теорема 2.8).
Лема 3.3. Нехай G \in Q\alpha . Тодi

d(t, LR) \succeq (R - 1)\mu \succeq n - \mu ,

де

\mu =

\left\{       
1

\alpha 
, \alpha \geq 1

2
,

\delta , \alpha <
1

2
,

(3.3)

\delta = \delta (\alpha ,G) — деяке число, 1 \leq \delta \leq 2.

Це твердження легко випливає з результатiв робiт [17, 30].
Лема 3.4 ([10], лема 2.3). Нехай L — довiльний квазiкруг. Тодi для довiльного R > 1 iсну-

ють числа \rho 1, \rho 2, \rho 3 та \rho 4 такi, що \rho 1 < \rho 2, \rho 3 < \rho 4 i виконуються спiввiдношення:
1) G

\ast 
\rho 1 \subseteq G \subseteq G

\ast 
\rho 2 i G

\ast 
\rho 3 \subseteq GR \subseteq G

\ast 
\rho 4 ;

2) \rho 1  - 1 \asymp \rho 2  - 1 \asymp \rho 3  - 1 \asymp \rho 4  - 1 \asymp R - 1.

Нехай \{ zj\} mj=1 — фiксована система точок на L i вагова функцiя h(z) визначена в (1.1).
Наступний результат є iнтегральним аналогом вiдомої леми Бернштейна – Уолша [41, с. 101]
для Ap(h,G)-норми.

Лема 3.5 [4]. Нехай G — довiльний квазiкруг, Pn(z) — будь-який полiном, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}Pn \leq n,

n = 1, 2, . . . , i вагова функцiя h(z) визначена в (1.1). Тодi для будь-яких R > 1, p > 0 та
n = 1, 2, . . .

\| Pn\| Ap(h,GR) \leq c3
\bigl( 
1 + c(R - 1)

\bigr) n+ 1
p \| Pn\| Ap(h,G),

де величини c, c3 не залежать вiд n i G.
Цей факт показує, що норми \| Pn\| Ap(h,G1+1/n) i \| Pn\| Ap(h,G) для довiльних полiномiв Pn(z)

мають один i той самий порядок зростання.
Наступна лема є в певному сенсi „внутрiшнiм” аналогом леми Бернштейна – Уолша [41,

с. 101].
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Лема 3.6. Нехай G — довiльний квазiкруг i Pn(z) — будь-який полiном, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}Pn \leq n, n =

= 1, 2, . . . . Тодi для будь-яких R = 1 +
c

n
, n = 1, 2, . . . , i m = 0, 1, 2, . . . , iснує число c1 :=

:= c1(G, c) > 0 таке, що \bigm\| \bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(G)

\leq c1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(G\ast )

.

Доведення. Для довiльного m = 0, 1, 2, . . . , m \leq n, розглянемо функцiю

F (z) : = F (z,m, n,R) :=
P

(m)
n (z)

[\Phi R(z)]
n+1 - m , z \in \Omega \ast .

Зрозумiло, що функцiя F (z) є аналiтичною в \Omega \ast , неперервною на \Omega \ast , F (\infty ) = 0 i | F (z)| =
=

\bigm| \bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| при z \in L\ast . За принципом максимуму модуля маємо

\bigm| \bigm| F (z)\bigm| \bigm| \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
z\in L\ast 

\bigm| \bigm| F (z)\bigm| \bigm| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
z\in L\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| ,
i тому \bigm| \bigm| \bigm| P (m)

n (z)
\bigm| \bigm| \bigm| \leq | \Phi R(z)| n+1 - m

\bigm\| \bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(G\ast )

, z \in \Omega \ast .

Застосовуючи (3.2) при z \in L, отримуємо

| \Phi R(z)| n+1 - m \leq [1 + c(R - 1)]n+1 - m =
\Bigl[ 
1 +

c

n

\Bigr] n+1 - m
\preceq 1.

Оскiльки z \in L є довiльним, то \bigm\| \bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(G)

\preceq 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C(G\ast )

.

Лему 3.6 доведено.
4. Доведення теорем.
4.1. Доведення теорем 2.1 i 2.4. Розiб’ємо доведення теорем на двi частини: 1) 0 < p <\infty ;

2) p = \infty .

1. Нехай 0 < p <\infty i z \in L — довiльна фiксована точка. Позначимо U := U
\bigl( 
z, d(z, LR)

\bigr) 
:=

:=
\bigl\{ 
\zeta : | \zeta  - z| < d(z, LR)

\bigr\} 
. За iнтегральними формулами Кошi для похiдних, використовуючи

лему Бернштейна – Уолша [41, с. 101], маємо

P (m)
n (z) =

m!

2\pi i

\int 
\partial U

Pn(t)

(t - z)m+1
dt, m = 0, 1, 2, . . . .

Тодi \bigm| \bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq m!

2\pi 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
z\in \partial U

| Pn(t)| 
\int 
\partial U

| dt| 
| t - z| m+1 \preceq 

\preceq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in GR

| Pn(t)| 
1

dm+1(z, LR)
\cdot 2\pi d(z, LR) \preceq 

\preceq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in G

| Pn(t)| 
1

dm(z, LR)
.
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Застосовуючи теорему A та лему 3.2, одержуємо\bigm| \bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \preceq n
(2+\gamma )(1+k)

p \| Pn\| p \cdot nm(1+k) \preceq n
( 2+\gamma 

p
+m)(1+k)\| Pn\| p.

Аналогiчно, застосовуючи теорему B та лему 3.3, отримуємо

\bigm| \bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \preceq \| Pn\| p

\left\{     
n
\delta 
\Bigl( 

2+\gamma 
p

\Bigr) 
, \alpha <

1

2
,

n
1
\alpha 

\Bigl( 
2+\gamma 
p

\Bigr) 
, \alpha \geq 1

2
,

\cdot 

\left\{     
nm\delta , \alpha <

1

2
,

n
m
\alpha , \alpha \geq 1

2
,
\preceq \| Pn\| p

\left\{     
n
\delta 
\bigl( 

2+\gamma 
p

+m
\bigr) 
, \alpha <

1

2
,

n
1
\alpha 

\bigl( 
2+\gamma 
p

+m
\bigr) 
, \alpha \geq 1

2
.

Оскiльки z \in L є довiльним, то це завершує доведення теорем 2.1 i 2.4 в цьому випадку.
2) Розглянемо тепер випадок p = \infty . Нехай G — довiльний квазiкруг. Тодi для похiдної

P
(m)
n (z) i z \in G можна записати зображення [17]

P (m)
n (z) =  - (m+ 1)!

\pi 

\int \int 
G

Pn(\zeta )y\zeta (\zeta )

(y(\zeta ) - z)m+2
d\sigma \zeta , z \in G\ast .

Маємо

| P (m)
n (z)| \leq (m+ 1)!

\pi 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\zeta \in G\ast 

| Pn(\zeta )| 
\int \int 
G

| y\=\zeta | 
| y(\zeta ) - z| m+2

d\sigma \zeta \preceq 

\preceq \| Pn\| C(G)

\int \int 
G

| y\=\zeta | 
| y(\zeta ) - z| m+2

d\sigma \zeta , (4.1)

оскiльки G\ast \subset G. Покладемо

J(z) :=

\int \int 
G

| y\=\zeta | 
| y(\zeta ) - z| m+2

d\sigma \zeta .

Для будь-якого \varepsilon > 0 позначимо U\varepsilon (z) :=
\bigl\{ 
\zeta : | \zeta  - z| < \varepsilon 

\bigr\} 
. Не втрачаючи загальностi, можна

взяти U\varepsilon := U\varepsilon (0) \subset G\ast . Для довiльного фiксованого z \in L\ast маємо

J(z) =

\int \int 
U\varepsilon 

| y\=\zeta | 
| y(\zeta ) - z| m+2

d\sigma \zeta +

\int \int 
G\setminus U\varepsilon 

| y\=\zeta | 
| y(\zeta ) - z| m+2

d\sigma \zeta =: J1(z) + J2(z). (4.2)

Оцiнимо величину J1(z). Внаслiдок (3.1) | y\=\zeta | \asymp | y(\zeta )| 2 при всiх \zeta \in U\varepsilon i | \zeta  - z| \geq \varepsilon ,\bigm| \bigm| y(\zeta ) - z
\bigm| \bigm| \asymp \bigm| \bigm| y(\zeta )\bigm| \bigm| при z \in L\ast та \zeta \in U\varepsilon . Тодi

J1(z) =

\int \int 
U\varepsilon 

| y\=\zeta | 
| y(\zeta ) - z| m+2

d\sigma \zeta \asymp 
\int \int 
U\varepsilon 

| y(\zeta )| 2

| y(\zeta )| m+2
d\sigma \zeta =

\int \int 
U\varepsilon 

d\sigma \zeta 
| y(\zeta )| m

\preceq 1. (4.3)

Для оцiнки величини J2(z) насамперед зазначимо, що якобiан \$y := | y\zeta | 2 - | y\zeta | 
2 вiдбиття y(\zeta )

задовольняє нерiвнiсть

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 4



НЕРIВНОСТI ТИПУ БЕРНШТЕЙНА – НIКОЛЬСЬКОГО ДЛЯ АЛГЕБРАЇЧНИХ ПОЛIНОМIВ . . . 447

| y\zeta | 
2 =

\$y | y\zeta | 2

| y\zeta | 2  - | y\zeta | 2
=

\$y\biggl( 
| y\zeta | 2 /

\bigm| \bigm| \bigm| y\zeta \bigm| \bigm| \bigm| 2\biggr)  - 1

\leq \chi 2

1 - \chi 2
| \$y| \preceq | \$y| ,

де \chi :=
K1  - 1

K1 + 1
. Тому | \$y| \succeq | y\=\zeta | 2. Тодi пiсля замiни змiнної отримуємо таку оцiнку величини

J2(z):

J2(z) \preceq 
\int \int 
G\setminus U\varepsilon 

| y\=\zeta | 
| y(\zeta ) - z| m+2

d\sigma \zeta \preceq 
\int \int 

y(G\setminus U\varepsilon )

| y\=\zeta 

\$y
| | \$y| d\sigma \zeta 

| \zeta  - z| m+2
\preceq 

\preceq 
\int \int 

y(G\setminus U\varepsilon )

d\sigma \zeta 
| \zeta  - z| m+2

\preceq 
\int \int 

| \zeta  - z| \geq d(z,L)

d\sigma \zeta 
| \zeta  - z| m+2

\preceq d - m(z, L). (4.4)

Таким чином, з (4.2) – (4.4) маємо

J(z) \preceq 1 + d - m(z, LR) \preceq d - m(z, L) \forall z \in L\ast . (4.5)

Внаслiдок (3.2) з (4.1) – (4.5) для всiх z \in L\ast i t \in L таких, що | z  - t| = d(z, L), отримуємо\bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \preceq d - (m+1)(t, LR)\| Pn\| C(G) .

Якщо G — довiльний k-квазiкруг, то, враховуючи лему 3.2, одержуємо

d(z, LR) = | \zeta  - z| =
\bigm| \bigm| \Psi (\tau ) - \Psi (w)

\bigm| \bigm| \geq | \tau  - w| 1+\kappa \succeq n - (1+\kappa )

i
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
z\in G\ast 

\bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \preceq nm(1+\kappa )\| Pn\| C(G).

Якщо G \in Q\alpha то з леми 3.3 маємо

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
z\in G\ast 

\bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \preceq 
\left\{       
n\delta m, \alpha <

1

2
,

n
1
\alpha 
m, \alpha \geq 1

2
,

\| Pn\| C(G).

Враховуючи лему 3.6, завершуємо доведення.
4.2. Доведення теорем 2.2 i 2.5. Покладемо R = 1 + cn - 1. Оскiльки L — квазiколо, то

будь-якi кривi LR i L\ast = y(LR) також є квазiколами. Виберемо \rho 1 i \rho 2, \rho 1 < \rho 2, вiдповiдно до
леми 3.4, тобто так, щоб виконувались умови

G
\ast 
\rho 1 \subseteq G \subseteq G

\ast 
\rho 2 , \rho 1  - 1 \asymp \rho 2  - 1 \asymp R - 1. (4.6)

Нехай w = \Phi \ast 
\rho 1(z) — довiльне конформне вiдображення \Omega \ast 

\rho 1 на \Delta , нормалiзоване спiввiдно-

шеннями \Phi \ast 
\rho 1(\infty ) = \infty , \Phi \ast \prime 

\rho 1(\infty ) > 0, \Psi \ast 
\rho 1 =

\bigl( 
\Phi \ast 
\rho 1

\bigr)  - 1
. Подiбно до побудови вiдбиття y(\zeta )

можна побудувати регулярне K2-квазiконформне вiдбиття y\rho 1 , y\rho 1(0) = \infty вздовж L\ast 
\rho 1 таке,

що y\rho 1(G
\ast 
\rho 1) = \Omega \ast 

\rho 1 , y(\Omega 
\ast 
\rho 1) = G\ast 

\rho 1 , y\rho 1(.) фiксує точки L\ast 
\rho 1 i задовольняє умови, подiбнi до (3.1)

i описанi для y\rho 1(\zeta ):
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\bigm| \bigm| y\rho 1(\zeta ) - z
\bigm| \bigm| \asymp | \zeta  - z| , z \in L\ast 

\rho 1 , \varepsilon < | \zeta | < 1

\varepsilon 
,

\bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \asymp | y\rho 1,\zeta | \asymp 1, \varepsilon < | \zeta | < 1

\varepsilon 
, (4.7)\bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \bigm| \asymp | y\rho 1(\zeta )| 

2 , | \zeta | < \varepsilon ,
\bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \bigm| \asymp | \zeta |  - 2, | \zeta | > 1

\varepsilon 
.

Для z \in \BbbC i p > 1 розглянемо функцiю

g
1
p (z) :=

s\prod 
j=1

(z  - zj)
\gamma j
p , \gamma j >  - 2, j = 1, s.

Оскiльки \{ zj\} sj=1 \in L, то функцiя g
1
p (z) є аналiтичною в G

\ast 
\rho 1 (вибираємо довiльну неперервну

гiлку g
1
p (z) i зберiгаємо те саме позначення для цiєї гiлки). Тодi

\Bigl[ 
g

1
p (z)

\Bigr] \prime 
=

\left(  s\prod 
j=1

(z  - zj)
\gamma j
p

\right)  \prime 

=
g

1
p (z)

p

s\sum 
j=1

\gamma j
z  - zj

,

\Bigl[ 
g

1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime 
=

\Bigl[ 
g

1
p (z)

\Bigr] \prime 
Pn(z) + g

1
p (z)P \prime 

n(z)

i тому

g
1
p (z)P \prime 

n(z) =  - 
\Bigl[ 
g

1
p (z)

\Bigr] \prime 
Pn(z) +

\Bigl[ 
g

1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime 
=

=  - g
1
p (z)Pn(z)

p

s\sum 
j=1

\gamma j
z  - zj

+
\Bigl[ 
g

1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime 
.

Таким чином,

h(z)
\bigm| \bigm| P \prime 

n(z)
\bigm| \bigm| p \preceq h(z) | Pn(z)| p

\left(  s\sum 
j=1

1

| z  - zj | 

\right)  p

+

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl[ g 1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| p ,
оскiльки h(z) =

\bigm| \bigm| g(z)\bigm| \bigm| .
Iнтегруючи по областi G\ast , отримуємо\int \int 

G\ast 

h(z)
\bigm| \bigm| P \prime 

n(z)
\bigm| \bigm| pd\sigma z \preceq \int \int 

G\ast 

h(z)
\bigm| \bigm| Pn(z)

\bigm| \bigm| p\left(  s\sum 
j=1

1

| z  - zj | 

\right)  p

d\sigma z+

+

\int \int 
G\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl[ g 1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| p d\sigma z.
Тодi

\| P \prime 
n\| Ap(h,G\ast ) \preceq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

z\in G\ast 

1

| z  - zj | 
\| Pn\| Ap(h,G\ast ) +

\left\{   
\int \int 
G\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl[ g 1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| p d\sigma z
\right\}   

1
p

\preceq 
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\preceq 1

d(z, L\ast 
\rho 1)

\| Pn\| Ap(h,G\ast ) +

\left\{   
\int \int 
G\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl[ g 1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| p d\sigma z
\right\}   

1
p

\preceq 

\preceq 1

d(z, L\ast 
\rho 1)

\| Pn\| Ap(h,G\ast ) + J(n) \preceq 1

d(z, L\ast 
\rho 1)

\| Pn\| Ap(h,G) + J(n),

оскiльки G\ast \subset G, де J визначається рiвнiстю

J(n) :=

\left\{   
\int \int 
G\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl[ g 1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| p d\sigma z
\right\}   

1
p

.

Оцiнимо останнiй iнтеграл. Використовуючи вiдбиття y\rho 1(\zeta ), можемо записати iнтегральне

зображення для g
1
p (z)Pn(z) в усiх точках z \in G\ast [17]:

\Bigl[ 
g

1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime 
=  - 2!

\pi 

\int \int 
G\ast 

\rho 1

g
1
p (\zeta )Pn(\zeta )y\rho 1,\zeta (\zeta )

(y\rho 1(\zeta ) - z)
3
\Bigl( 

1
p
+ 1

q

\Bigr) d\sigma \zeta ,

де
1

p
+

1

q
= 1. Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера, отримуємо

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl[ g 1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| p \preceq 
\left[   \int \int 
G\ast 

\rho 1

h(\zeta ) | Pn(\zeta )| p

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3
d\sigma \zeta 

\right]   
\left[   \int \int 
G\ast 

\rho 1

\bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta (\zeta )\bigm| \bigm| q\bigm| \bigm| y\rho 1(\zeta ) - z
\bigm| \bigm| 3d\sigma \zeta 

\right]   
p
q

.

Iнтегруючи по областi G\ast , маємо\int \int 
G\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl[ g 1
p (z)Pn(z)

\Bigr] \prime \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| p d\sigma z \preceq 

\preceq 
\int \int 
G\ast 

\left[   \int \int 
G\ast 

\rho 1

h(\zeta ) | Pn(\zeta )| p

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3
d\sigma \zeta 

\right]   
\left[   \int \int 
G\ast 

\rho 1

\bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta (\zeta )\bigm| \bigm| \bigm| q
| y\rho 1(\zeta ) - z| 3

d\sigma \zeta 

\right]   
p
q

d\sigma z.

Тому

J(n) \preceq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\in G\ast 

\left[   \int \int 
G\ast 

\rho 1

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta 

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3

\right]   
1
q

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\zeta \in G\ast 

\rho 1

\left[  \int \int 
G\ast 

d\sigma z
| y\rho 1(\zeta ) - z| 3

\right]  1
p

\| Pn\| Ap(h,G\ast 
\rho 1

) =:

=: J1(n)\times J2(n)\times \| Pn\| Ap(h,G\ast 
\rho 1

). (4.8)

Тепер, оскiльки G\ast 
\rho 1 \subset G,

\| Pn\| Ap(h,G\ast 
\rho 1

) \leq \| Pn\| Ap(h,G). (4.9)

Отже, потрiбно оцiнити окремо iнтеграли J1(n) i J2(n).
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Оцiнимо величини

J1(n) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\in G\ast 

\left[   \int \int 
G\ast 

\rho 1

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta 

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3

\right]   
1
q

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\in L\ast 

\left[   \int \int 
G\ast 

\rho 1

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta 

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3

\right]   
1
q

. (4.10)

Для фiксованого \varepsilon > 0 означимо U\varepsilon (z) :=
\bigl\{ 
\zeta : | \zeta  - z| < \varepsilon 

\bigr\} 
. Не втрачаючи загальностi, можна

вважати, що U\varepsilon := U\varepsilon (0) \subset G\ast . Тодi\int \int 
G\ast 

\rho 1

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta 

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3
=

\int \int 
U\varepsilon 

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta 

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3
+

\int \int 
G\ast 

\rho 1
\setminus U\varepsilon 

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta 

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3
=:

=: J1,1(n) + J1,2(n). (4.11)

Оцiнимо iнтеграл J1,1(n). Згiдно з (3.1) i зауваженням, наведеним на початку доведення,
бачимо, що | \zeta  - z| \geq \varepsilon 0 i

\bigm| \bigm| y\rho 1(\zeta ) - z\bigm| \bigm| \succeq 1 при всiх \zeta \in U\varepsilon i z \in L\ast . Тодi на пiдставi наслiдку 2.2
[13] отримуємо

J1,1(n) =

\int \int 
U\varepsilon 

| y\rho 1,\zeta | 
q

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3
d\sigma \zeta \preceq 

\int \int 
U\varepsilon 

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta \preceq 1, q <

2K2

K2 + 1
. (4.12)

Для оцiнки iнтеграла

J1,2(n) :=

\int \int 
G\ast 

\rho 1
\setminus U\varepsilon 

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta 

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3

насамперед зазначимо, що якобiан \Im y\rho 1
:= | y\rho 1,\zeta | 2  - | y\rho 1,\zeta | 

2 вiдбиття y\rho 1(\zeta ) задовольняє спiв-
вiдношення

\bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \bigm| q =
\left[   \Im y\rho 1

\bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \bigm| 2\bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \bigm| 2  - \bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \bigm| 2
\right]   

q
2

=

\left[    \Im y\rho 1\biggl( \bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \bigm| 2 / \bigm| \bigm| \bigm| y\rho 1,\zeta \bigm| \bigm| \bigm| 2\biggr)  - 1

\right]    
q
2

\leq 

\leq 
\biggl( 

\chi 2

1 - \chi 2

\biggr) q
2 \bigm| \bigm| \Im y\rho 1

\bigm| \bigm| q2 \preceq 
\bigm| \bigm| \Im y\rho 1

\bigm| \bigm| q2 ,
де \chi :=

K2  - 1

K2 + 1
. Звiдси внаслiдок (4.7) маємо | \Im y\rho 1

| \succeq | y\rho 1,\=\zeta | 
2 \succeq 1, \zeta \in G\ast 

\rho 1 \setminus U\varepsilon , i для iнтеграла

J1,2(n) одержуємо

J1,2(n) =

\int \int 
G\ast 

\rho 1
\setminus U\varepsilon 

| y\rho 1,\zeta | 
qd\sigma \zeta 

| y\rho 1(\zeta ) - z| 3
\preceq 

\preceq 
\int \int 

y\rho 1(G\ast 
\rho 1

\setminus U\varepsilon )

d\sigma \zeta 
| \zeta  - z| 3

\leq 
\int \int 

| \zeta  - z| \geq d(z,L\ast 
\rho 1

)

d\sigma \zeta 
| \zeta  - z| 3

\preceq 1

d(z, L\ast 
\rho 1)

. (4.13)
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На пiдставi (4.10) – (4.12) та (4.13) отримуємо

J1(n) \preceq 
1\bigl[ 

d(z, L\ast 
\rho 1)

\bigr] 1
q

. (4.14)

Оцiнимо тепер iнтеграл J2(n). Маємо\bigl[ 
J2(n)

\bigr] p \preceq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\zeta \in L\ast 

\rho 1

\int \int 
G\ast 

d\sigma z
| \zeta  - z| 3

\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\zeta \in L\ast 

\rho 1

\int \int 
| \zeta  - z| \geq d(z,L\ast 

\rho 1
)

d\sigma z
| \zeta  - z| 3

\preceq 1

d(z, L\ast 
\rho 1)

. (4.15)

Тому, об’єднуючи оцiнки (4.8), (4.9), (4.14) i (4.15), отримуємо

\| P \prime 
n\| Ap(h,G\ast ) \preceq 

1\bigl[ 
d(z, L\ast 

\rho 1)
\bigr] 1
p
+ 1

q

\| Pn\| Ap(h,G) \preceq 
1

d(z, L\ast 
\rho 1)

\| Pn\| Ap(h,G).

Оскiльки G
\ast 
\rho 1 \subseteq G \subseteq G

\ast 
\rho 2 i \rho 1  - 1 \asymp \rho 2  - 1 \asymp R  - 1, то, використовуючи лему 3.5 для

полiнома Tn - 1 := P \prime 
n i лему 3.1, одержуємо

\| P \prime 
n\| p \leq \| P \prime 

n\| Ap(h,G\ast 
\rho 2

) \preceq (1 + c(\rho 2  - 1))
n - 1+ 1

p
\bigm\| \bigm\| P \prime 

n

\bigm\| \bigm\| 
Ap(h,G\ast )

\preceq 

\preceq (1 + c(\rho 2  - 1))
n - 1+ 1

p
1

d(z, L\ast 
\rho 1)

\| Pn\| p \preceq 

\preceq (1 + c(R - 1))
n - 1+ 1

p
1

d(z, LR)
\| Pn\| p \preceq 

1

d(z, LR)
\| Pn\| p, z \in G. (4.16)

Ми показали, що спiввiдношення (4.16) виконується при m = 1. Переконаємось, що спiввiдно-
шення (4.16) справджується при кожному m \geq 2. Припустимо, що (4.16) має мiсце при деякому
m = l \geq 2, тобто

\| P (l)
n \| p \preceq 

1

[d(z, LR)]
l
\| Pn\| p, z \in G. (4.17)

Покажемо, що воно виконується при m = l + 1. Пiсля повторного застосування оцiнки (4.17)
маємо \bigm\| \bigm\| P (l+1)

n

\bigm\| \bigm\| 
p
=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \Bigl[ P (l)
n

\Bigr] \prime \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\preceq 1

d(z, LR)
\| P (l)

n \| p =
1

d(z, LR)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \Bigl[ P (l - 1)
n

\Bigr] \prime \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\preceq 

\preceq 1\bigl[ 
d(z, LR)

\bigr] 2\bigm\| \bigm\| P (l - 1)
n

\bigm\| \bigm\| 
p
\preceq . . . \preceq 1\bigl[ 

d(z, LR)
\bigr] l+1

\| Pn\| p.

Таким чином, використовуючи метод математичної iндукцiї, можна стверджувати, що оцiн-
ка (4.16) має мiсце при кожному m = 1, 2, . . .:\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| 
p
\preceq 1\bigl[ 

d(z, LR)
\bigr] m \| Pn\| p, z \in G.

Якщо тепер G — довiльний k-квазiкруг, то на пiдставi леми 3.2 одержуємо\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
p
\preceq nm(1+k)\| Pn\| p,
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а якщо G \in Q\alpha , то внаслiдок леми 3.3 отримуємо оцiнку\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
p
\preceq n\mu (1+k)\| Pn\| p,

яка завершує доведення.
4.3. Доведення теорем 2.3 та 2.6. Маємо

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
q
=

\left(  \int \int 
G

h(z)
\bigm| \bigm| \bigm| P (m)

n (z)
\bigm| \bigm| \bigm| q d\sigma z

\right)  1/q

=

=

\left(  \int \int 
G

\bigm| \bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| q - p \bigm| \bigm| \bigm| h(z)P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| p d\sigma z
\right)  1/q

\leq 

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
z\in G

\bigm| \bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| 1 - p
q

\left(  \int \int 
G

h(z)
\bigm| \bigm| \bigm| P (m)

n (z)
\bigm| \bigm| \bigm| p d\sigma z

\right)  1/q

\preceq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
z\in G\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| P (m)
n (z)

\bigm| \bigm| \bigm| 1 - p
q
\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| p
q
p
. (4.18)

Нехай TN (z) := P
(m)
n (z), \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} TN = N \leq n  - m. На пiдставi теорем 2.1 i 2.4 при m = 0

виконуються нерiвностi

\| TN\| \infty \leq c1N
2+\gamma 
p

(1+k)\| TN\| p
i

\| TN\| \infty \leq c1N
2+\gamma 
p

\mu \| TN\| p,

де \mu визначається спiввiдношенням (3.3). Звiдси одержуємо\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
\infty \preceq (n - m)

2+\gamma 
p

(1+k)\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
p
\leq n

2+\gamma 
p

(1+k)\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
p
,\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| 
\infty \preceq (n - m)

2+\gamma 
p

\mu \bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
p
\leq n

2+\gamma 
p

\mu \bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
p
.

(4.19)

Тому, об’єднуючи (4.18) i (4.19), отримуємо\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| 
q
\preceq n

2+\gamma 
p

(1+k)(1 - p
q
)\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| (1 - p
q
)

p

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| p
q
p
\preceq n

\bigl( 
1
p
 - 1

q

\bigr) 
(2+\gamma )(1+k)\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| 
p
,\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| 
q
\preceq n

2+\gamma 
p

\mu (1 - p
q
)\bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| (1 - p
q
)

p

\bigm\| \bigm\| P (m)
n

\bigm\| \bigm\| p
q
p
\preceq n

\bigl( 
1
p
 - 1

q

\bigr) 
(2+\gamma )\mu \bigm\| \bigm\| P (m)

n

\bigm\| \bigm\| 
p
,

що завершує доведення.
Зазначимо, що нерiвностi у теоремах 2.1 – 2.6 є точними. Це легко бачити для теорем 2.1,

2.2, 2.4, 2.5 на прикладi Tn(z) =
\sum n

j=0
(j + 1)zj , G = B, m = 1,p = 2 i h(z) \equiv 1. Дiйсно,

\| T \prime 
n\| =

n(n+ 1)(n+ 2)

3
, \| Tn\| \infty =

(n+ 1)(n+ 2)

2
, \| Tn\| 2 =

\sqrt{} 
\pi (n+ 1)(n+ 2)

2
.

Тодi

\| T \prime 
n\| \infty =

n(n+ 1)(n+ 2)

3
=
n(n+ 1)(n+ 2)

3

2

(n+ 1)(n+ 2)
\| Tn\| \infty =

2n

3
\| Tn\| \infty ,
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\| T \prime 
n\| \infty =

n(n+ 1)(n+ 2)

3
=
n(n+ 1)(n+ 2)

3

\sqrt{} 
2

\pi (n+ 1)(n+ 2)
\| Tn\| 2 \geq 

\geq n2\| Tn\| 2
(n+ 1)(n+ 2)

3n

\sqrt{} 
2

\pi (n+ 1)(n+ 2)
\geq 

\sqrt{} 
2

9\pi 
n2\| Tn\| 2,

\| T \prime 
n\| 2 \geq 

\surd 
\pi 
n(n+ 1)

2

\sqrt{} 
2

\pi (n+ 1)(n+ 2)
\| Tn\| 2 =

=

\sqrt{} 
n(n+ 1)

2

\sqrt{} 
n(n+ 1)

(n+ 1)(n+ 2)
\| Tn\| 2 \geq 

\sqrt{} 
n

2(n+ 2)
n\| Tn\| 2 \geq 

1

2
n\| Tn\| 2, n \geq 2.

Точнiсть теорем 2.3, 2.6 можна довести для полiнома Qn(z) =
\sum n - 1

j=0
zj та \alpha = 1 подiбно

до вiдповiдних мiркувань iз робiт [37, с. 689; 38].
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