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ПРО ВЗАЄМОЗВ’ЯЗОК ТОЧНИХ НЕРIВНОСТЕЙ ТИПУ КОЛМОГОРОВА
ТА КОЛМОГОРОВА – РЕМЕЗА

We establish a new theorem on correlation between the sharp constants in the Kolmogorov type inequalities and the sharp
constants in the Kolmogorov – Remez type inequalities for differentiable periodic functions. As a consequence, we obtain
new sharp Kolmogorov – Remez type inequalities for such functions. We also derive new sharp Bernstein – Remez type
inequalities for trigonometric polynomials and polynomial splines.

Доведено теорему про взаємозв’язок точних констант у нерiвностях типу Колмогорова i Колмогорова – Ремеза для
диференцiйовних перiодичних функцiй. Як наслiдок встановлено новi точнi нерiвностi типу Колмогорова – Ремеза на
класах таких функцiй. Крiм того, отримано новi точнi нерiвностi типу Бернштейна – Ремеза для тригонометричних
полiномiв i полiномiальних сплайнiв.

1. Вступ. Нехай G \subset R. Будемо розглядати простори Lp(G) вимiрних за Лебегом функцiй x :
G \rightarrow R таких, що \| x\| Lp(G) < \infty , де

\| x\| Lp(G) :=

\left\{       
\biggl( \int b

a
| x (t)| p dt

\biggr) 1/p

, 0 < p < \infty ,

\mathrm{v}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [a,b] | x (t)| , p = \infty .

Через Id, d > 0, позначимо коло, зображене у виглядi вiдрiзка довжиною d з ототожненими
кiнцями. У випадку 2\pi -перiодичних функцiй замiсть Lp(I2\pi ) i \| x\| Lp(I2\pi ) будемо писати Lp i
\| x\| p.

Для r \in N через Lr
\infty позначимо множину 2\pi -перiодичних функцiй x : R \rightarrow R, що мають

локально абсолютно неперервнi похiднi до порядку r  - 1 включно, причому x(r) \in L\infty .

Символом \varphi r(t), r \in N, позначимо r-й 2\pi -перiодичний iнтеграл iз нульовим середнiм
значенням на перiодi вiд функцiї \varphi 0 (t) = sgn \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t i покладемо \varphi \lambda ,r(t) := \lambda  - r\varphi r(\lambda t).

У данiй статтi вивчається взаємозв’язок точних констант у нерiвностях типу Колмогорова

\| x(k)\| q \leq C \| x\| \alpha p
\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 

\infty 
, x \in Lr

\infty , (1.1)

для 2\pi -перiодичних функцiй, де k, r \in N, k < r, q, p \geq 1, \alpha \in (0, 1), i точних констант у
вiдповiдних нерiвностях типу Колмогорова – Ремеза

\| x(k)\| q \leq C(\beta ) \| x\| \alpha Lp(I2\pi \setminus B)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 

\infty 
, x \in Lr

\infty , (1.2)

де B — вимiрна пiдмножина I2\pi , \mu B \leq \beta , \beta \in [0, 2\pi ).

Вiдомо [1], що нерiвнiсть (1.1) має мiсце для всiх функцiй x \in Lr
\infty , якщо i тiльки якщо

\alpha \leq \alpha cr := \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl\{ 
1 - k

r
,
r  - k + 1/q

r + 1/p

\biggr\} 
. (1.3)
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Точнi нерiвностi вигляду (1.1) iз максимальним показником \alpha = \alpha cr викликають найбiльший
iнтерес завдяки численним застосуванням в аналiзi та теорiї наближення (див. [2]).

Точнi константи в нерiвностях вигляду (1.1) з \alpha = \alpha cr вiдомi для всiх k, r \in N, k < r, лише
в небагатьох випадках (див. бiблiографiю в [2]). В усiх цих випадках екстремальною функцiєю
в точнiй нерiвностi (1.1) є iдеальний сплайн Ейлера \varphi r(t). Автори статтi [3] висунули гiпотезу
про те, що сплайн \varphi r(t) є екстремальним у всiх точних нерiвностях вигляду (1.1). У роботi [3]
цю гiпотезу доведено для всiх q, p \geq 1 у випадку функцiй малої гладкостi. Зокрема, доведено,
що для r = 2, k = 1 i r = 3, k = 1, 2 має мiсце непокращувана на класi Lr

\infty нерiвнiсть

\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(k)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q
\leq 

\| \varphi r - k\| q
\| \varphi r\| \alpha p

\| x\| \alpha p
\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 

\infty 
, q, p \geq 1, (1.4)

де \alpha = \alpha cr означене спiввiдношенням (1.3).

Зазначимо також, що в роботi [4] дослiджено питання про збiг точних констант у нерiвнос-
тях типу (1.1) для перiодичних функцiй iз точними константами у вiдповiдних нерiвностях для
неперiодичних функцiй на осi.

Подальший крок у напрямку пiдтвердження гiпотези про екстремальнiсть сплайна \varphi r(t) в
нерiвностях вигляду (1.1) було зроблено в роботi [5], в якiй доведено таку теорему.

Теорема А. Нехай k, r \in N, k < r; q, p \geq 1, \alpha = (r - k+1/q)/(r+1/p). Якщо сплайн \varphi r є
екстремальною функцiєю в нерiвностi (1.1) з деяким q = q \geq rp/(r - k), то вiн є екстремаллю
в (1.1) для довiльних q > q, тобто якщо на класi Lr

\infty має мiсце нерiвнiсть

\| x(k)\| q \leq 
\| \varphi r - k\| q
\| \varphi r\| \alpha p

\| x\| \alpha p
\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 

\infty 
(1.5)

для деякого q = q \geq rp/(r  - k), то ця нерiвнiсть виконується на класi Lr
\infty для всiх q \geq q.

За допомогою цiєї теореми i нерiвностi Соляра [6] в роботi [5] доведено таку теорему.

Теорема B. Нехай k \in N, q \geq 2. Для довiльної функцiї x \in L2k
\infty має мiсце нерiвнiсть

\| x(k)\| q \leq 
\| \varphi k\| q
\| \varphi 2k\| \alpha 1

\| x\| \alpha 1
\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(2k)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 

\infty 
, (1.6)

де \alpha = (k+1/q)/(2k+1). Рiвнiсть в (1.6) досягається для функцiй вигляду x(t) = a\varphi r(t+ b),

a, b \in R.

З iншого боку, в останнi десятирiччя з’явилося багато робiт, пов’язаних iз нерiвностями
типу Ремеза

\| T\| L\infty (I2\pi )
\leq C(n, \beta ) \| T\| L\infty (I2\pi \setminus B) (1.7)

на класi Tn (тригонометричних полiномiв порядку не вищого за n), де B — довiльна вимiрна
за Лебегом множина B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta .
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Цю тематику започаткував Є. Ремез у роботi [7], де було знайдено точну константу C(n, \beta )

в нерiвностi вигляду (1.7) для алгебраїчних многочленiв. Для точної константи C(n, \beta ) в
нерiвностi (1.7) для тригонометричних полiномiв в рядi робiт отримано двостороннi оцiн-
ки. Крiм того, вивчено асимптотичну поведiнку констант C(n, \beta ) при \beta \rightarrow 2\pi [8] i \beta \rightarrow 0 [9].
(Бiблiографiю з цiєї тематики наведено у [8 – 10].) У роботi [9] доведено нерiвнiсть

\| T\| L\infty (I2\pi )
\leq 

\biggl( 
1 + 2 \mathrm{t}\mathrm{g}2

n\beta 

4m

\biggr) 
\| T\| L\infty (I2\pi \setminus B) (1.8)

для довiльного полiнома T \in Tn, що має мiнiмальний перiод 2\pi /m, i довiльної вимiрної за
Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta , де \beta \in (0, 2\pi m/n). Рiвнiсть в (1.8) досягається для

полiнома T (t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nx+
1

2
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta /2).

Нещодавно було знайдено [11] точну константу в нерiвностi (1.7) для тригонометричних
полiномiв.

Результат роботи [9] було узагальнено у [12] на класи S\varphi (\omega ) 2\omega -перiодичних функцiй iз
заданою функцiєю порiвняння \varphi (такi класи розглядалися в роботах [13, 14]). Як наслiдок
отримано аналог нерiвностi (1.8) для полiномiальних сплайнiв i функцiй класу Lr

\infty (I2\pi ).

В роботах [15 – 18] доведено точнi нерiвностi рiзних метрик типу Ремеза на класах S\varphi (\omega ),

зокрема, для диференцiйовних перiодичних функцiй, тригонометричних полiномiв i сплайнiв.
Точнi нерiвностi типу Колмогорова – Ремеза для функцiй малої гладкостi отримано в [19] .

У роботi [16] доведено таку нерiвнiсть рiзних метрик типу Ремеза.
Нехай далi L(x)p — локальна „норма” функцiї x \in Lp, означена рiвнiстю [20]

L(x)p := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\Bigl\{ 
\| x\| Lp[a,b]

: [a, b] \subset I2\pi , | x(t)| > 0, t \in (a, b)
\Bigr\} 
.

Теорема C. Нехай r \in N, p > 0, \beta \in [0, 2\pi ), а функцiя x \in Lr
\infty (I2\pi ) задовольняє умову

L(x)p \leq 2
 - 1

p \| x\| Lp(I2\pi ). (1.9)

Якщо число \lambda вибрано так, що

\| x\| Lp(I2\pi ) = \| \varphi \lambda ,r\| Lp(I2\pi /\lambda )\| x
(r)\| \infty , (1.10)

то для довiльного q \geq p i будь-якої вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta /\lambda , має
мiсце нерiвнiсть

\| x\| Lq(I2\pi ) \leq \| \varphi r\| Lq(I2\pi )

\Biggl\{ 
\| x\| Lp(I2\pi \setminus B)

\| \varphi r\| Lp(I2\pi \setminus B1)

\Biggr\} \alpha 

\| x(r)\| 1 - \alpha 
\infty , (1.11)

де

B1 :=

\biggl[ 
 - \pi  - \beta /2

2
,
 - \pi + \beta /2

2

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi  - \beta /2

2
,
\pi + \beta /2

2

\biggr] 
, \alpha =

r + 1/q

r + 1/p
.
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Нерiвнiсть (1.11) є точною i перетворюється в рiвнiсть для функцiї x(t) = \varphi r(t) i множини
B = B1.

Зазначимо, що нерiвнiсть (1.11) при \beta = 0 було доведено в [15]. Зауважимо також, що
вимога (1.9) виконується для довiльної функцiї x \in Lp такої, що

\| x+\| p = \| x - \| p .

Зокрема, умову (1.9) при p = 1 задовольняє будь-яка функцiя x \in L1, яка в середньому
дорiвнює нулю на перiодi. Крiм того, неважко бачити, що вимога (1.9) виконується для функцiй
x \in Lp, що задовольняють рiвнiсть

L(x+)p = L(x - )p.

При p = \infty умова (1.9) перетворюється в тотожнiсть L(x)\infty = \| x\| \infty .

2. Точнi нерiвностi типу Колмогорова – Ремеза. В наступнiй теоремi встановлюється
взаємозв’язок точних нерiвностей типу Колмогорова i точних нерiвностей типу Колмогорова –
Ремеза на класах Lr

\infty .

Теорема 1. Нехай k, r \in N, k < r; q, p \geq 1, q \geq rp/(r  - k); \alpha = (r  - k + 1/q)/(r + 1/p);

\beta \in [0, 2\pi ). Якщо на класi Lr
\infty виконується нерiвнiсть

\| x(k)\| q \leq 
\| \varphi r - k\| q
\| \varphi r\| \alpha p

\| x\| \alpha p
\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 

\infty 
(2.1)

для q = q, p = p i \alpha = \alpha , то для довiльних q \geq q, p \in (0, p], для всiх функцiй x \in Lr
\infty , що

задовольняють умову

L(x)p \leq 2
 - 1

p \| x\| Lp(I2\pi ), (2.2)

i будь-якої вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta /\lambda , де число \lambda вибрано так, що

\| x\| Lp(I2\pi ) = \| \varphi \lambda ,r\| Lp(I2\pi /\lambda )\| x
(r)\| \infty , (2.3)

має мiсце нерiвнiсть

\| x(k)\| Lq(I2\pi ) \leq \| \varphi r - k\| Lq(I2\pi )

\Biggl\{ 
\| x\| Lp(I2\pi \setminus B)

\| \varphi r\| Lp(I2\pi \setminus B1)

\Biggr\} \alpha 

\| x(r)\| 1 - \alpha 
\infty , (2.4)

в якiй

B1 :=

\biggl[ 
 - \pi  - \beta /2

2
,
 - \pi + \beta /2

2

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi  - \beta /2

2
,
\pi + \beta /2

2

\biggr] 
, \alpha =

r  - k + 1/q

r + 1/p
.

Нерiвнiсть (2.4) є точною i перетворюється в рiвнiсть для функцiї x(t) = \varphi r(t) i множини
B = B1.
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Доведення. Нехай на класi Lr
\infty виконується нерiвнiсть

\| x(k)\| q \leq 
\| \varphi r - k\| q
\| \varphi r\| \alpha p

\| x\| \alpha p
\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 

\infty 
(2.5)

i q \geq q. Тодi за теоремою A на класi Lr
\infty має мiсце нерiвнiсть

\| x(k)\| q \leq 
\| \varphi r - k\| q
\| \varphi r\| \alpha 1

p

\| x\| \alpha 1
p

\bigm\| \bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 1

\infty 
, (2.6)

де \alpha 1 =
r  - k + 1/q

r + 1/p
.

Нехай далi p \in (0, p], функцiя x \in Lr
\infty задовольняє умову (2.2), а число \lambda > 0 - умову

(2.3). Тодi за теоремою C для довiльної вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta /\lambda ,

виконується нерiвнiсть (1.11):

\| x\| p \leq \| \varphi r\| p

\Biggl\{ 
\| x\| Lp(I2\pi \setminus B)

\| \varphi r\| Lp(I2\pi \setminus B1)

\Biggr\} \alpha 2

\| x(r)\| 1 - \alpha 2
\infty , (2.7)

де \alpha 2 =
r + 1/p

r + 1/p
.

Оцiнюючи \| x\| \alpha 1
p в (2.6) за допомогою нерiвностi (2.7) i враховуючи, що \alpha 1 \cdot \alpha 2 = \alpha ,

отримуємо нерiвнiсть (2.4).
Теорему 1 доведено.
З теореми 1 i нерiвностi (1.4) безпосередньо випливає таке твердження.
Теорема 2. Нехай r = 2, k = 1 або r = 3, k = 1, 2; q, p \geq 1, q \geq rp/(r  - k). Тодi для всiх

функцiй x \in Lr
\infty , що задовольняють умову

L(x)p \leq 2
 - 1

p \| x\| Lp(I2\pi ),

i довiльної вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta /\lambda , де число \lambda вибрано так, що

\| x\| Lp(I2\pi ) = \| \varphi \lambda ,r\| Lp(I2\pi /\lambda )\| x
(r)\| \infty ,

виконується нерiвнiсть

\| x(k)\| Lq(I2\pi ) \leq \| \varphi r - k\| Lq(I2\pi )

\Biggl\{ 
\| x\| Lp(I2\pi \setminus B)

\| \varphi r\| Lp(I2\pi \setminus B1)

\Biggr\} \alpha 

\| x(r)\| 1 - \alpha 
\infty , (2.8)

в якiй

B1 :=

\biggl[ 
 - \pi  - \beta /2

2
,
 - \pi + \beta /2

2

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi  - \beta /2

2
,
\pi + \beta /2

2

\biggr] 
, \alpha =

r  - k + 1/q

r + 1/p
.

Нерiвнiсть (2.8) є точною i перетворюється в рiвнiсть для функцiї x(t) = \varphi r(t) i множини
B = B1.

З теорем 1 i B випливає таке твердження.
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Теорема 3. Нехай k \in N, q \geq 2, p \leq 1. Для довiльної функцiї x \in L2k
\infty , що задовольняє

умову

L(x)p \leq 2
 - 1

p \| x\| Lp(I2\pi ) ,

i будь-якої вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta /\lambda , де число \lambda вибрано так, що

\| x\| Lp(I2\pi ) = \| \varphi \lambda ,r\| Lp(I2\pi /\lambda )\| x
(2k)\| \infty ,

має мiсце нерiвнiсть

\| x(k)\| q \leq \| \varphi k\| q

\Biggl\{ 
\| x\| Lp(I2\pi \setminus B)

\| \varphi 2k\| Lp(I2\pi \setminus B1)

\Biggr\} \alpha 

\| x(2k)\| 1 - \alpha 
\infty , (2.9)

де \alpha = (k + 1/q)/(2k + 1).

Нерiвнiсть (2.9) є точною i перетворюється в рiвнiсть для функцiї x(t) = \varphi r(t) i множини
B = B1.

3. Точнi нерiвностi типу Бернштейна – Ремеза для тригонометричних полiномiв i полi-
номiальних сплайнiв. Символом Tn позначимо простiр тригонометричних полiномiв порядку,
що не перевищує n. У роботi [16] доведено таку теорему.

Теорема D. Нехай n,m \in N, p > 0. Якщо тригонометричний полiном T \in Tn має мiнi-
мальний перiод 2\pi /m, m \leq n, i задовольняє умову

L(T )p \leq 2
 - 1

p \| T\| Lp(I2\pi /m), (3.1)

то для довiльного q \geq p i будь-якої вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta , \beta \in 
\in [0, 2\pi m/n), виконується нерiвнiсть

\| T\| Lq(I2\pi ) \leq 
\Bigl( n

m

\Bigr) 1
p
 - 1

q \| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\cdot )\| Lq(I2\pi )

\| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\cdot )\| Lp(I2\pi \setminus B(m,n))
\| T\| Lp(I2\pi \setminus B), (3.2)

де

B(m,n) :=

\biggl[ 
 - \pi 

2
 - \beta n

4m
,  - \pi 

2
+

\beta n

4m

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi 

2
 - \beta n

4m
,

\pi 

2
+

\beta n

4m

\biggr] 
.

Нерiвнiсть (3.2) є точною i перетворюється в рiвнiсть для довiльного полiнома T (t) =

= \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}mt, m \leq n, i множини

B = Bm :=
m - 1\bigcup 
k=0

\biggl\{ \biggl( \biggl[ 
 - \pi 

2m
 - \beta 

4m
,  - \pi 

2m
+

\beta 

4m

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi 

2m
 - \beta 

4m
,

\pi 

2m
+

\beta 

4m

\biggr] \biggr) 
+

2k\pi 

m

\biggr\} 
.

Застосовуючи нерiвнiсть

\| T (k)\| Lq(I2\pi ) \leq nk\| T\| Lq(I2\pi ), q > 0,

яка належить Бернштейну (див., наприклад, [21, с. 20]) при q = \infty , Зигмунду [21] у випадку
q \in [1,\infty ) i Арестову [22] у випадку q \in (0, 1), а потiм оцiнюючи норму \| T\| Lq(I2\pi ) за
допомогою теореми D (для m = 1), отримуємо наступну нерiвнiсть типу Бернштейна – Ремеза.
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Теорема 4. Нехай k, n \in N, p > 0. Якщо тригонометричний полiном T \in Tn задовольняє
умову

L(T )p \leq 2
 - 1

p \| T\| Lp(I2\pi ),

то для довiльного q \geq p i будь-якої вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta , \beta \in 
\in [0, 2\pi /n), виконується нерiвнiсть

\| T (k)\| Lq(I2\pi ) \leq n
k+ 1

p
 - 1

q
\| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\cdot )\| Lq(I2\pi )

\| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\cdot )\| Lp(I2\pi \setminus B1)
\| T\| Lp(I2\pi \setminus B), (3.3)

де

B1 :=

\biggl[ 
 - \pi 

2
 - \beta n

4
,  - \pi 

2
+

\beta n

4

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi 

2
 - \beta n

4
,

\pi 

2
+

\beta n

4

\biggr] 
.

Нерiвнiсть (3.3) є точною на класi всiх тригонометричних полiномiв i перетворюється в
рiвнiсть для полiнома T (t) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t i множини B = B1.

Символом Sn,r, n, r \in N, позначимо множину 2\pi -перiодичних полiномiальних сплайнiв
порядку r дефекту 1 з вузлами в точках i\pi /n, i \in Z.

У роботi [23] доведено таке твердження.
Теорема E. Нехай k, r, n \in N, k < r; p = 1 або p = 2, q \geq p. Для довiльного сплайна

s \in Sn,r має мiсце нерiвнiсть

\| s(k)\| q \leq n
k+ 1

p
 - 1

q
\| \varphi r - k\| q
\| \varphi r\| p

\| s\| p . (3.4)

Нерiвнiсть (3.4) непокращувана в тому сенсi, що

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\in N

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in Sn,r
s \not =0

\| s(k)\| q
nk+1/p - 1/q \| s\| p

=
\| \varphi r - k\| q
\| \varphi r\| p

.

Окрiм того, в роботi [16] отримано наступний аналог теореми D для сплайнiв.
Теорема F. Нехай r, n,m \in N, p > 0. Якщо сплайн s \in Sn,r має мiнiмальний перiод

2\pi /m, m \leq n, i задовольняє умову

L(s)p \leq 2
 - 1

p \| s\| Lp(I2\pi /m), (3.5)

то для довiльного q \geq p i будь-якої вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta , \beta \in 
\in [0, 2\pi m/n), виконується нерiвнiсть

\| s\| Lq(I2\pi ) \leq 
\Bigl( n

m

\Bigr) 1
p
 - 1

q \| \varphi r\| Lq(I2\pi )

\| \varphi r\| Lp(I2\pi \setminus B(m,n))
\| s\| Lp(I2\pi \setminus B), (3.6)

де

B(m,n) :=

\biggl[ 
 - \pi 

2
 - \beta n

4m
,  - \pi 

2
+

\beta n

4m

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi 

2
 - \beta n

4m
,

\pi 

2
+

\beta n

4m

\biggr] 
.

Нерiвнiсть (3.6) є точною i перетворюється в рiвнiсть для сплайна s(t) = \varphi n,r(t) i мно-
жини
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B = Bn :=

n - 1\bigcup 
k=0

\biggl\{ \biggl( \biggl[ 
 - \pi 

2n
 - \beta 

4n
,  - \pi 

2n
+

\beta 

4n

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi 

2n
 - \beta 

4n
,

\pi 

2n
+

\beta 

4n

\biggr] \biggr) 
+

2k\pi 

n

\biggr\} 
.

Застосовуючи нерiвнiсть (3.4) у випадку q \geq 2, p = 2 або у випадку q \geq 1, p = 1, а потiм
оцiнюючи \| s\| p за допомогою нерiвностi (3.6) з m = 1, отримуємо наступну нерiвнiсть типу
Бернштейна – Ремеза для сплайнiв.

Теорема 5. Нехай k, r, n \in N, k < r; q \geq 2, p \in (0, 2] або q \geq 1, p \in (0, 1]. Якщо сплайн
s \in Sn,r задовольняє умову

L(s)p \leq 2
 - 1

p \| s\| Lp(I2\pi ),

то для довiльної вимiрної за Лебегом множини B \subset I2\pi , \mu B \leq \beta , \beta \in [0, 2\pi /n), має мiсце
нерiвнiсть

\| s(k)\| Lq(I2\pi ) \leq n
k+ 1

p
 - 1

q
\| \varphi r - k\| Lq(I2\pi )

\| \varphi r\| Lp(I2\pi \setminus B1)
\| s\| Lp(I2\pi \setminus B), (3.7)

де

B1 :=

\biggl[ 
 - \pi 

2
 - \beta n

4
,  - \pi 

2
+

\beta n

4

\biggr] \bigcup \biggl[ 
\pi 

2
 - \beta n

4
,

\pi 

2
+

\beta n

4

\biggr] 
.

Нерiвнiсть (3.7) є точною на множинi всiх сплайнiв
\bigcup 

n\in N Sn,r i перетворюється в рiвнiсть
для сплайна s(t) = \varphi r(t) i множини B1.
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