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ЛIВИЙ НАЙБIЛЬШИЙ СПIЛЬНИЙ ДIЛЬНИК
I ЛIВЕ НАЙМЕНШЕ СПIЛЬНЕ КРАТНЕ
ВСIХ РОЗВ’ЯЗКIВ МАТРИЧНОГО РIВНЯННЯ \bfitB \bfitX = \bfitA 
НАД КОМУТАТИВНОЮ ОБЛАСТЮ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ДIЛЬНИКIВ

The explicit form of the left greatest common divisor and the left least common multiple of all solutions to the solvable
matrix equation BX = A over a commutative domain of elementary divisors is given. It is proved that they are solutions
too.

Над комутативною областю елементарних дiльникiв вказано явний вигляд лiвого найбiльшого спiльного дiльника i
лiвого найменшого спiльного кратного всiх коренiв розв’язного матричного рiвняння BX = A i доведено, що вони
також є розв’язками цього рiвняння.

Дослiдження розв’язкiв лiнiйних матричних рiвнянь розпочалось у другiй половинi XIX сто-
лiття роботами Сильвестра. За довгу iсторiю вивчення цього питання було розроблено низку
аналiтичних i наближених методiв, а також алгоритмiв їхнього пошуку. У цих дослiдженнях
активно використовувались поняття узагальнено-оберненої матрицi Мура – Пенроуза i кроне-
керiвського добутку матриць. При цьому, поряд iз задачею пошуку розв’язкiв таких рiвнянь,
розглядалося питання виокремлення серед них таких, що мають певнi наперед заданi властивос-
тi. Зокрема, розв’язки з умовою симетрiї дослiджувалися в [1 – 3], ермiтовi додатно визначенi
— у [4, 5], з мiнiмальним рангом — у [6], дiагональнi i трикутнi — у [7].

У цiй статтi дослiджується лiнiйне матричне рiвняння BX = A над комутативною облас-
тю елементарних дiльникiв R [8], тобто комутативною областю, над якою кожна матриця
еквiвалентна дiагональнiй матрицi, кожний дiагональний елемент якої (iнварiантний множник)
дiлить наступний. До класу кiлець елементарних дiльникiв належать евклiдовi кiльця, кiльця
головних iдеалiв, кiльця цiлих аналiтичних функцiй, кiльце неперервних дiйсних функцiй над
цiлком регулярним гаусдорфовим простором, кiльце цiлих алгебраїчних чисел, адекватнi кiльця,
кiльце формальних степеневих рядiв над полем рацiональних чисел iз вiльним цiлим членом.
З оглядом бiблiографiї, що стосується таких кiлець, можна ознайомитись у [9, 10].

Згiдно з теоремою 2 з [11, с. 218], рiвняння BX = A має розв’язок тодi й тiльки тодi, коли
iнварiантнi множники матриць B та

\bigm\| \bigm\| A B
\bigm\| \bigm\| збiгаються. Для пошуку коренiв розв’язного

рiвняння можна використати, зокрема, метод, запропонований у теоремi 1 iз [11, с. 215].

Будемо розглядати коренi рiвняння BX = A з точки зору факторизацiї матриць. Припусти-
мо, що рiвняння BX = A розв’язне. Отже, iснує така матриця C, що A = BC. Це означає,
що матриця B є лiвим дiльником матрицi A. Правильним буде й обернене твердження. Таким
чином, матричне рiвняння BX = A розв’язне тодi й тiльки тодi, коли матриця B є лiвим
дiльником матрицi A. Тому коренi цього рiвняння є частками вiд дiлення матрицi A злiва на
матрицю B. Структуру цих часток описано в [12, 13]. У кiльцi R частка вiд дiлення елемента a

на b позначається як
a

b
. Проте вже в кiльцi матриць над R символ

A

B
не має сенсу. Основною
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причиною цього є те, що ця частка не завжди визначена однозначно. У зв’язку з цим природно
постає питання вибору серед коренiв рiвняння BX = A в деякому сенсi „твiрного”.

Роль такого елемента може вiдiгравати лiвий найбiльший спiльний дiльник (н.с.д.) (означен-
ня див. нижче) всiх його коренiв, оскiльки в кiльцi матриць над R вiн визначений однозначно
з точнiстю до правої асоцiйованостi (це випливає з теореми 1.11 iз [12]). Тодi постає питання
про те, чи лiвий н.с.д. коренiв рiвняння BX = A знову є його коренем. У пропонованiй
роботi отримано повну вiдповiдь на нього: лiвий н.с.д. всiх коренiв розв’язного матричного
рiвняння BX = A над комутативною областю елементарних дiльникiв знову є його коренем.
Водночас показано, що й лiве найменше спiльне кратне (н.с.к.) коренiв цього рiвняння має таку
ж властивiсть.

Якщо A = BC, то говоритимемо, що матриця A є правим кратним матрицi B. Якщо
A = DA1 i B = DB1, то матрицю D називатимемо лiвим спiльним дiльником матриць A i B.

Окрiм цього, якщо матриця D є правим кратним кожного лiвого спiльного дiльника матриць
A i B, то її називатимемо лiвим н.с.д. матриць A i B.

Якщо S = MT = NK, то матрицю S називатимемо спiльним лiвим кратним матриць T i
K. Якщо ж матриця S є правим дiльником кожного правого спiльного кратного матриць T i
K, то називатимемо її лiвим н.с.к. матриць T i K.

У цiй статтi R — комутативна область елементарних дiльникiв.
Теорема. Лiвий н.с.д. i лiве н.с.к. коренiв розв’язного матричного рiвняння BX = A, де

A,B \in Mn(R), знову є його розв’язками.

Доведення. Запишемо матрицi A,B у виглядi

A = P - 1\mathrm{E}Q - 1, \mathrm{E} = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\varepsilon 1, . . . , \varepsilon k, 0, . . . , 0), \varepsilon i| \varepsilon i+1, i = 1, . . . , k  - 1,

B = P - 1
B \Phi Q - 1

B , \Phi = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\varphi 1, . . . , \varphi t, 0, . . . , 0), \varphi j | \varphi j+1, j = 1, . . . , t - 1,

де P, PB, Q,QB \in GLn(R). Згiдно з теоремою 4.1 iз [12], матриця B є лiвим дiльником матрицi
A тодi й тiльки тодi, коли PB = LP, де L \in \bfL (E,\Phi ),

\bfL (E,\Phi ) = \{ L \in \mathrm{G}\mathrm{L}n(R)| \exists S \in Mn(R) : LE = \Phi S\} .

З огляду на теорему 4.6 iз [12] отримуємо, що t \geq k, причому \varphi i| \varepsilon i, i = 1, . . . , k. На пiдставi
теореми 4.5 iз [12] множина \bfL (E,\Phi ) складається з усiх оборотних матриць вигляду

L =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L1 L3

L2 L4

\bfzero L5

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| ,
де

L1 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

l11 l12 . . . l1.k - 1 l1k
\varphi 2

(\varphi 2, \varepsilon 1)
l21 l22 . . . l2.k - 1 l2k

. . . . . . . . . . . . . . .

\varphi k

(\varphi k, \varepsilon 1)
lk1

\varphi k

(\varphi k, \varepsilon 2)
lk2 . . .

\varphi k

(\varphi k, \varepsilon k - 1)
lk.k - 1 lkk

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
,
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L2 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\varphi k+1

(\varphi k+1, \varepsilon 1)
lk+1.1 . . .

\varphi k+1

(\varphi k+1, \varepsilon k)
lk+1.k

. . . . . . . . .
\varphi t

(\varphi t, \varepsilon 1)
lt1 . . .

\varphi t

(\varphi t, \varepsilon k)
ltk

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| ,
L3, L4, L5 — довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Згiдно з теоремою 4.2 iз [12], матриця B має вигляд B = (LP ) - 1\Phi U - 1, де
U \in \mathrm{G}\mathrm{L}nR. Матриця L задовольняє рiвнiсть

L\mathrm{E} = \Phi S, (1)

де S \in Mn(R). Звiдси випливає, що \mathrm{E} = L - 1\Phi S. Отже,

A = P - 1\mathrm{E}Q - 1 = P - 1(L - 1\Phi S)Q - 1 = (LP ) - 1\Phi SQ - 1 =

= ((LP ) - 1\Phi U - 1)(USQ - 1) = BC,

де C = USQ - 1. Таким чином, C є коренем рiвняння BX = A.

Нехай C1 — iнший корiнь рiвняння BX = A, тобто BC1 = A. Тодi

A = BC1 = BC \Rightarrow B(C1  - C) = \bfzero .

Позначимо через \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B) множину правих ануляторiв матрицi B. Тодi
C1  - C = F \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B), тобто

C1 = C + F \Rightarrow C1 \in (C +\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B)).

Навпаки, нехай C2 \in (C +\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B)), тобто C2 = C +N, де N \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B). Тодi

BC2 = B(C +N) = BC +BN = A+ \bfzero = A.

Отже, множина C + \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B) складається з розв’язкiв рiвняння BX = A. Таким чином,
множина C +\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B) є множиною всiх розв’язкiв рiвняння BX = A.

На пiдставi теореми 1.15 iз [12] i того, що B = V  - 1\Phi U - 1, приходимо до висновку, що
множина \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B) складається з усiх матриць вигляду

U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfzero t\times n

D

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| ,
де \bfzero t\times n — нульова (t\times n)-матриця, D — довiльна матриця з M(n - t)\times n(R).

Матриця S, що фiгурує в рiвностi (1), як це випливає з доведення теореми 4.5 iз [12], має
вигляд

S =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

M3 M4

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| ,
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де

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| M1

M2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| — (t\times k)-пiдматриця матрицi S i
\bigm\| \bigm\| M3 M4

\bigm\| \bigm\| — довiльна матриця з M(n - t)\times n(R).

Отже,

C +\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B) = USQ - 1 + U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfzero t\times n

D

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| =

= U

\biggl( 
S +

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfzero t\times n

DQ

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \biggr) Q - 1 = U

\biggl( 
S +

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfzero t\times n

D1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \biggr) Q - 1,

де D1 = DQ. Оскiльки Q — оборотна матриця, то

M(n - t)\times n(R)Q = M(n - t)\times n(R).

Тому D1 — довiльна матриця з M(n - t)\times n(R). Отже,

C +\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B) = U

\left(  \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

M3 M4

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| +

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfzero t\times n

D1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\right)  Q - 1 =

= U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

T3 T4

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1, (2)

де
\bigm\| \bigm\| T3 T4

\bigm\| \bigm\| — довiльна матриця з M(n - t)\times n(R). Таким чином, усi розв’язки рiвняння
BX = A мають вигляд (2). Ця множина мiстить матрицю

U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

\bfzero In - t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1 = F,

де In - t — одинична матриця порядку n - t. Отже, F — корiнь рiвняння BX = A.

Виконується рiвнiсть

U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

T3 T4

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1 =

\left(  U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

\bfzero In - t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1

\right)  \biggl( 
Q

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| It \bfzero 

T3 T4

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1

\biggr) 
= FM,

тобто матриця F є лiвим дiльником усiх елементiв множини C+\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B). Беручи до уваги, що
F \in (C +\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B)), приходимо до висновку, що F є лiвим н.с.д. усiх елементiв цiєї множини.

Розглянемо матрицю

K = U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

\bfzero \bfzero 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1,

яка також є елементом множини C + \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B), а отже, i коренем рiвняння BX  - A. Справ-
джується рiвнiсть
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K =

\biggl( 
U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| It \bfzero 

\bfzero \bfzero 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| U - 1

\biggr) \left(  U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

T3 T4

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1

\right)  ,

тобто матриця K є лiвим кратним усiх елементiв множини C +\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B). Зважаючи на те, що
K \in (C+\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}r(B)), приходимо до висновку, що K є лiвим н.с.к. усiх елементiв цiєї множини.

Теорему доведено.
Наслiдок 1. Множиною всiх розв’язкiв розв’язного рiвняння BX = A є множина\left(  U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

\bfzero In - t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1

\right)  \biggl( 
Q

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| It \bfzero 

T3 T4

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1

\biggr) 
,

де
\bigm\| \bigm\| T3 T4

\bigm\| \bigm\| — довiльна матриця з M(n - t)\times n(R).

Наслiдок 2. Лiвим н.с.д. i лiвим н.с.к. усiх розв’язкiв розв’язного рiвняння BX = A є
вiдповiдно матрицi

U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

\bfzero In - t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1, U

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
M1 \bfzero 

M2 \bfzero 

\bfzero \bfzero 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| Q - 1.

Приклад . Нехай R = \BbbZ . Розглянемо матричне рiвняння

BX = A, (3)

де

B =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

0 1 0 0 0 0 0

0  - 2 2 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

 - 2 0  - 12 0 12 0 0

0 0 0 0 0 0 0

 - 2 0  - 4 4 0 0 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
, A = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, 2, 6, 0, 0, 0, 0).

Залишимося у позначеннях щойно доведеної теореми. Матриця A збiгається зi своєю формою
Смiта \mathrm{E}. Тому P = Q = I7. Запишемо матрицю B у виглядi B = P - 1

B \Phi , де

P - 1
B =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

0 1 0 0 0 0 0

0  - 2 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

 - 2 0  - 6 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

 - 2 0  - 2 1 0 0 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
, \Phi = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1, 1, 2, 4, 12, 0, 0).

Оскiльки \Phi | \mathrm{E}, то на пiдставi теореми 4.5 iз [12] \bfL (E,\Phi ) \not = \varnothing i складається з усiх оборотних
матриць вигляду
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266 В. П. ЩЕДРИК\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

\ast \ast \ast \ast \ast \ast \ast 
\ast \ast \ast \ast \ast \ast \ast 

2h31 \ast \ast \ast \ast \ast \ast 
4h41 2h42 2h43 \ast \ast \ast \ast 
12h51 6h52 2h53 \ast \ast \ast \ast 
0 0 0 \ast \ast \ast \ast 
0 0 0 \ast \ast \ast \ast 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
.

Iз того, що P = I7, випливає, що PB = LP = L. Отже,

PB =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

2 1 0 0 0 0 0

4 2 2 0 0 0 1

12 6 2 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
= L.

Очевидно, що L \in \bfL (E,\Phi ). Тому рiвняння BX = A має розв’язок. Легко переконатися, що

L\mathrm{E} = \Phi S, де S =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

0 0 6 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

1 1 3 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

\ast \ast \ast \ast \ast \ast \ast 
\ast \ast \ast \ast \ast \ast \ast 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
.

Таким чином, лiвим н.с.д. i н.с.к. коренiв рiвняння BX = A будуть вiдповiдно матрицi\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

0 0 6 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

1 1 3 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
,

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

0 0 6 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

1 1 3 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
.
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