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КРИТЕРIЇ IСНУВАННЯ СИСТЕМ ПIДПРОСТОРIВ,
ЩО ПОВ’ЯЗАНI З ПЕВНИМ КЛАСОМ УНIЦИКЛIЧНИХ ГРАФIВ

We study the configurations of subspaces of a Hilbert space associated with a unicyclic graph, which is a cycle of length
m \geq 3 and has, at each vertex of the cycle, a chains of length s \geq 1 glued to the vertex. There is a one-to-one
correspondence between the vertices and subspaces. If an edge connects two vertices, then the angle between subspaces
is equal to \psi \in (0;\pi /2), otherwise the subspaces are orthogonal. Applying the theorem on reduction of unicyclic graph,
we prove that nonzero configurations exist if and only if \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi \in (0; \tau m,s]. We obtain formulas for \tau m,s and show
that

\bigcap 
m,s

(0; \tau m,s] = (0; 2/5].

Дослiджуються конфiгурацiї пiдпросторiв гiльбертового простору, пов’язанi з унiциклiчним графом, що є циклом
довжини m \geq 3, до кожної вершини якого приєднано ланцюги довжини s \geq 1. Вершинам графа вiдповiдають
пiдпростори. Якщо вершини поєднанi ребром, то кут мiж пiдпросторами дорiвнює деякому числу \psi з iнтерва-
лу (0;\pi /2), iнакше пiдпростори ортогональнi. За допомогою теореми про редукцiю унiциклiчного графа доведено,
що такi ненульовi конфiгурацiї iснують тодi i тiльки тодi, коли \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi \in (0; \tau m,s]. Отримано формули для пiдрахун-
ку \tau m,s i показано, що

\bigcap 
m,s

(0; \tau m,s] = (0; 2/5].

1. Попереднi вiдомостi. У цiй статтi ми продовжуємо вивчення конфiгурацiй пiдпросторiв у
гiльбертовому просторi. А саме, нехай H — комплексний сепарабельний гiльбертiв простiр,
Hk, 1 \leq k \leq n, — набiр його пiдпросторiв такий, що кут мiж кожними двома пiдпросторами є
фiксованим. Будемо казати, що кут мiж Hj та Hk фiксований i дорiвнює \psi jk \in [0;\pi /2], якщо
для ортопроекторiв PHj , PHk

на цi пiдпростори маємо

PHjPHk
PHj = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2(\psi jk)PHj , PHk

PHjPHk
= \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2(\psi jk)PHk

.

Зауважимо, що у випадку, коли простори Hj i Hk є скiнченновимiрними, ця умова означає, що
серiя канонiчних кутiв складається з однакових чисел, що дорiвнюють \psi jk. У подальшому ми
виключаємо випадок, коли пiдпростори Hj i Hk збiгаються мiж собою, тобто вважаємо, що
\psi jk \not = 0.

Вивчення конфiгурацiй пiдпросторiв, або, бiльш загально, систем пiдпросторiв

S = (H;H1, . . . ,Hn)

гiльбертового простору H (наборiв вiдповiдних ортопроекторiв P1, . . . , Pn) є важливою за-
дачею функцiонального аналiзу, якiй присвячено багато робiт (див., наприклад, бiблiографiю
в [1]). Пов’язанi з цiєю задачею питання виникають при дослiдженнi багатьох проблем сучасної
математики, зокрема статистичної механiки (алгебра Темперлi – Лiба), теорiї наближень, теорiї
iнформацiї (фрейми), томографiї, теорiї сингулярних iнтегральних рiвнянь тощо.

Конфiгурацiї пiдпросторiв зручно задавати за допомогою скiнченного неорiєнтованого гра-
фа \Gamma без кратних ребер i петель з числами на його ребрах. Пiдпростори вiдповiдають вершинам
графа, а кут \psi jk \in (0;\pi /2) мiж двома пiдпросторами задається числом \tau jk \in (0; 1) з рiвнян-
ня \tau jk = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi jk, що стоїть на вiдповiдному ребрi. Якщо вершини не є сумiжними, вважаємо,
що вiдповiднi пiдпростори є ортогональними. Вивчення конфiгурацiй є вивченням \ast -зображень
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вiдповiдних алгебр

TL\Gamma ,\tau ,\bot = \BbbC 
\Bigl\langle 
p1, . . . , pn | p2j = p\ast j = pj , j \in V ;

pjpkpj = \tau 2jkpj , pkpjpk = \tau 2jkpk, якщо \gamma jk \in E;

pjpk = pkpj = 0 в iншому випадку
\Bigr\rangle 
,

де \Gamma = (V,E) — скiнченний неорiєнтований зв’язний граф без кратних ребер та петель: V =

= \{ 1, . . . , n\} — множина вершин графа, а E = \{ \gamma jk = \gamma kj\} — множина його ребер; \tau (\cdot ) —
функцiя, означена на ребрах графа:

\tau : E \rightarrow (0; 1) : \gamma jk \mapsto \rightarrow \tau jk.

Питання про iснування конфiгурацiї з заданими параметрами зводиться до питання не-
вiд’ємної визначеностi вiдповiдної (операторної) матрицi Грама (див. [1]).

Нагадаємо (див. [1 – 3]), що для ланцюжка довжини n за умови, що функцiя \tau (\cdot ) є сталою,

r
1

\tau r
2

\tau r
3
. . . r

n

\tau r
n+ 1

матриця Грама має вигляд

BAn+1,\tau =

\left(           

1  - \tau 0 . . . 0

 - \tau 1  - \tau . . . 0

0  - \tau 1 . . . 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . 1

\right)           
.

Доведено, що вона є невiд’ємно визначеною тодi i тiльки тодi, коли \tau \in (0;\lambda  - 1
n+2], де

\lambda k = 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\pi 

k
, k \in \BbbN .

Також нагадаємо (див. [1, 4]), що у випадку, коли \Gamma є циклом довжини m \geq 3 i функцiя
\tau (\cdot ) є сталою,

r
r

r r

r
r\tau 

\tau 

\tau 

\tau 

\tau 

1 2

3

4m - 1

m

. . .

матриця Грама має вигляд

BC,\tau ,\varphi =

\left(           

1  - \tau 0 . . .  - \tau ei\varphi 

 - \tau 1  - \tau . . . 0

0  - \tau 1 . . . 0

...
...

...
. . .

...

 - \tau e - i\varphi 0 0 . . . 1

\right)           
, \varphi \in [0; 2\pi ),
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i вiдповiдна нетривiальна система SC,\tau ,\varphi iснує хоча б при одному \varphi тодi i тiльки тодi, коли
\tau \in (0;\lambda  - 1

m ].

У цiй статтi ми будемо дослiджувати випадок унiциклiчного графа \Gamma m,s, m, s \in \BbbN , m \geq 3,

такого, що цикл має m вершин i до кожної вершини циклу приєднано ланцюг довжини s, всi
числа \tau jk рiвнi мiж собою i дорiвнюють \tau :

rr. . .rr\underbrace{}  \underbrace{}  
s

\tau \tau r r . . . r r\underbrace{}  \underbrace{}  
s

\tau \tau 

r
r

\cdot \cdot 
\cdot r

r \underbrace{} 
 \underbrace{} 
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\tau 

\tau 

r
r\cdot \cdot \cdot 

r
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 \underbrace{} 
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\tau 

\tau 

r
r

\cdot \cdot \cdot r
r

\underbrace{} 
 \underbrace{} 

 
s

\tau 

\tau 

r
r \cdot \cdot \cdot 

r
r

\underbrace{} 
 \underbrace{} 

 
s

\tau 

\tau 

. . .

\tau 

\tau 

\tau 

\tau 

\tau 

Ми нагадаємо теорему про редукцiю унiциклiчного графа до циклу (пункт 2) i, застосувавши
її до розглядуваного випадку, покажемо (пункт 4), що множини \Omega m,s тих \tau , для яких iснують
вiдповiднi нетривiальнi конфiгурацiї, є непорожнiми для всiх m та s i дорiвнюють певним
iнтервалам (0; \tau m,s], а також пiдрахуємо \tau m,s (пункт 5). Крiм того, покажемо (пункт 3), що
вiдповiднi нетривiальнi конфiгурацiї iснують для довiльного s тодi i тiльки тодi, коли \tau не
перевищує

\tau m,\infty =
1

\lambda  - 1
m + \lambda m

.

2. Редукцiя унiциклiчного графа до циклу. Нехай \Gamma = (C; \Gamma 1, . . . ,\Gamma m), C — цикл, до
кожної вершини j \in \{ 1, . . . ,m\} якого приєднано дерево \Gamma j . Тодi для кожної вершини j унiцик-
лiчного графа можна визначити вiдстань d(j) вiд вершини до циклу як довжину вiдповiдного
найкоротшого шляху. Для кожної вершини j, що не належить вершинам циклу, однозначно
визначається попередня вершина p(j) — вершина, що поєднана з j i знаходиться ближче до
циклу. Тодi (можливо порожня) множина наступних вершин \scrV j визначається формулою

\scrV j = \{ k \in V | p(k) = j\} .

Матриця Грама B\Gamma ,\tau ,\varphi = (bjk) для унiциклiчного графа \Gamma має вигляд (див. [1, 2])
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bjk =

\left\{                       

1, j = k,

 - \tau jk, \gamma jk \in E \setminus \{ \gamma 1,m\} ,

 - ei\varphi \tau 1m, j = 1, k = m,

 - e - i\varphi \tau 1m, j = m, k = 1,

0, j i k не поєднанi ребром.

У роботi [5] доведено таку теорему.
Теорема 1. Нехай \Gamma — унiциклiчний граф. Матриця B\Gamma ,\tau ,\varphi невiд’ємно визначена тодi i

тiльки тодi, коли виконуються такi умови:
(i) для всiх вершин j \in V числа

\nu j = 1 - 
\sum 
k\in \scrV j

\tau 2jk
\nu k

є додатними;
(ii) матриця BC,\mu ,\varphi , де \mu визначено на ребрах E0 циклу C рiвнiстю

\mu jk =
\tau jk\surd 
\nu j\nu k

,

є невiд’ємно визначеною.
Через S\Gamma m,s,\tau ,\varphi позначимо конфiгурацiю пiдпросторiв, пов’язану з унiциклiчним графом

\Gamma m,s = (C; \Gamma 1, . . . ,\Gamma m),

де C — цикл довжини m, \Gamma i — ланцюжки довжини s, \varphi \in [0; 2\pi ).

Зважаючи на те, що в розглядуваному випадку всi дерева \Gamma i є ланцюгами довжини s i всi
числа на ребрах графа однаковi, маємо рiвнiсть

\nu j =

\left\{   1, d(j) = s,

1 - \tau 2/\nu k, d(j) < s, \scrV j = \{ k\} .

Таким чином, числа \nu j залежать тiльки вiд вiдстанi вершини j до циклу:

\nu j = \^\nu s - d(j), де \^\nu 0 = 1, \^\nu r = 1 - \tau 2

\^\nu r - 1
, r = 1, . . . , s,

а \mu jk — вiд довжини ланцюжкiв

\mu jk = \mu s = \mu s(\tau ) =
\tau 

\^\nu s
.

Позначимо \BbbN 0 = \BbbN \cup \{ 0\} , зафiксуємо \tau > 0 i розглянемо послiдовнiсть cj = cj(\tau ), що
задана рекурентними спiввiдношеннями

c0 = 0, cj+1 = f\tau (cj), j \in \Lambda \tau ,
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де функцiя f\tau (x) i множина \Lambda \tau задаються формулами

f\tau (x) =
\tau 2

1 - x
, \Lambda \tau =

\bigl\{ 
j \in \BbbN 0 | ck < 1, k \in \{ 0, . . . , j\} 

\bigr\} 
.

Множина \Lambda \tau є непорожньою, можливо, скiнченною множиною. Зауважимо, що cj < cj+1 для
довiльного j \in \Lambda \tau , оскiльки c0 = 0 < \tau 2 = c1, а функцiя f\tau (x) при фiксованому \tau > 0 є
зростаючою на iнтервалi [0; 1).

Лема 1. За умови s \in \Lambda \tau виконуються рiвностi

\^\nu r = 1 - cr, r \in \{ 0, . . . , s\} , \mu s(\tau ) =
\tau 

1 - cs
=
cs+1

\tau 
.

Доведення. База iндукцiї: \^\nu 0 = 1 = 1 - c0. Iндуктивний крок:

\^\nu r = 1 - \tau 2

\^\nu r - 1
= 1 - \tau 2

1 - cr - 1
= 1 - f\tau (cr - 1) = 1 - cr.

Друга рiвнiсть доводиться безпосередньо:

\mu s(\tau ) =
\tau 

\^\nu s
=

1

\tau 

\tau 2

1 - cs
=
cs+1

\tau 
.

Таким чином, множина чисел \tau \in (0; 1), для яких iснують \varphi \in [0; 2\pi ) такi, що матри-
ця B\Gamma m,s,\tau ,\varphi є невiд’ємно визначеною, збiгається з множиною

\Omega m,s =
\bigl\{ 
\tau \in (0; 1) | s \in \Lambda \tau , \mu s(\tau ) \leq \lambda  - 1

m

\bigr\} 
.

Дослiдимо, як влаштованi множини \Omega m,s та їхнi перетини

\Omega m,\infty =

\infty \bigcap 
s=1

\Omega m,s, \Omega \infty ,s =

\infty \bigcap 
m=3

\Omega m,s, \Omega =

\infty \bigcap 
m=3

\Omega m,\infty .

3. Критерiй iснування конфiгурацiй з ланцюгами довiльної довжини. Почнемо з дослi-
дження множини \Omega m,\infty . Зрозумiло, що довiльне s повинно належати \Lambda \tau , якщо \tau \in \Omega m,\infty .

Лема 2. \Lambda \tau = \BbbN 0 тодi i тiльки тодi, коли \tau \in (0; 1/2]. За цих умов iснує границя

c = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

cj =
1 - 

\surd 
1 - 4\tau 2

2
.

Доведення. Нехай \Lambda \tau = \BbbN 0, тодi cj , j \in \BbbN 0, є зростаючою обмеженою зверху послiдовнiс-
тю, отже, iснує границя

c = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

cj = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

cj+1 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

f\tau (cj) \leq 1.

Оскiльки функцiя f\tau (x) є неперервною в iнтервалi [0; 1) i зростає необмежено в околi одиницi,
переконуємося, що c < 1 i є нерухомою точкою функцiї f\tau (x).

Квадратне рiвняння f\tau (x) = x не має розв’язкiв, якщо \tau > 1/2. Таким чином, \tau \leq 1/2, а
числа

x1,2 =
1\pm 

\surd 
1 - 4\tau 2

2

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 4



КРИТЕРIЇ IСНУВАННЯ СИСТЕМ ПIДПРОСТОРIВ, ЩО ПОВ’ЯЗАНI З ПЕВНИМ КЛАСОМ . . . 561

є розв’язками цього рiвняння. Оскiльки обидва коренi додатнi, а послiдовнiсть cj стартує з 0,

то вона прямує до меншого з коренiв, отже,

c =
1 - 

\surd 
1 - 4\tau 2

2
.

Навпаки, якщо \tau \in (0; 1/2], то c є нерухомою точкою f\tau (x) i cj < c < 1 для довiльного
j \in \BbbN 0.

Теорема 2. Множина \Omega m,\infty збiгається з iнтервалом (0; \tau m,\infty ], де

\tau m,\infty =
1

\lambda  - 1
m + \lambda m

.

Доведення. Якщо \tau \in \Omega m,\infty , то за попередньою лемою \tau \in (0; 1/2] i \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}j\rightarrow \infty cj = c.

Покажемо, що \tau \in \Omega m,\infty тодi i тiльки тодi, коли c \leq \tau /\lambda m. Справдi, за цiєї умови

\mu s =
cs+1

\tau 
<
c

\tau 
\leq 1

\lambda m
.

Таким чином, умова є достатньою. Припустимо, що c > \tau /\lambda m, тодi \varepsilon = c  - \tau /\lambda m > 0 i
знайдеться таке s0, що для довiльного s > s0

c - cs+1 < \varepsilon = c - \tau 

\lambda m
\Rightarrow \mu s(\tau ) =

cs+1

\tau 
>

1

\lambda m
.

Отже, умова є також необхiдною.
Безпосередньо пiдраховується, що умова c \leq \tau /\lambda m виконується тодi i тiльки тодi, коли

1 - 2\tau \lambda  - 1
m \leq 

\sqrt{} 
1 - 4\tau 2 \leftrightarrow \tau 2(\lambda m + \lambda  - 1

m ) - \tau \leq 0,

що, в свою чергу, еквiвалентно умовi \tau \in [0; \tau m,\infty ].

Наслiдок 1. \Omega = (0; 2/5].

Доведення. Зауважимо, що послiдовнiсть \tau m,\infty спадає i збiгається до 2/5.

4. Властивостi множин \bfOmega \bfitm ,\bfits . Iз доведеної у попередньому пунктi теореми випливає, що
всi множини \Omega m,s є непорожнiми.

Наступна лема та її наслiдки дозволяють дослiдити множини \Omega m,s.

Лема 3. Для довiльних r \in \BbbN i \tau \in (1/2;\lambda  - 1
r+1) маємо рiвнiсть

cr = cr
\bigl( 
\tau (\theta )

\bigr) 
=

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} r\theta 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r + 1)\theta 
, \tau (\theta ) =

1

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 
, \theta \in 

\biggl( 
0;

\pi 

r + 1

\biggr) 
.

При цьому cr < 1 тодi i тiльки тодi, коли \theta < \pi /(r + 2).

Доведення. База iндукцiї. Якщо r = 1 i \tau \in (1/2;+\infty ), то виконуються рiвностi

c1 = \tau 2(\theta ) =
1

4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 \theta 
=

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2\theta 
, \theta \in 

\Bigl( 
0;
\pi 

2

\Bigr) 
,

при цьому c1 < 1 тодi i тiльки тодi, коли \theta < \pi /3.

Iндуктивний крок. Припустимо, що лема справджується для r  - 1 \in \BbbN i \tau \in 
\bigl( 
1/2;\lambda  - 1

r

\bigr) 
.
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Тодi

cr - 1 =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r  - 1)\theta 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} r\theta 
, \theta \in 

\Bigl( 
0;
\pi 

r

\Bigr) 
,

при цьому cr - 1 < 1 тодi i тiльки тодi, коли \theta < \pi /(r + 1). Зважаючи на те, що

1 - cr - 1 =
2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} r\theta  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r  - 1)\theta 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} r\theta 
=

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r + 1)\theta 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} r\theta 
,

за умови \theta \in 
\bigl( 
0;\pi /(r + 1)

\bigr) 
маємо

cr =
\tau 2

1 - cr - 1
=

1

4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 \theta 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} r\theta 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r + 1)\theta 
=

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} r\theta 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r + 1)\theta 
.

При цьому cr < 1 тодi i тiльки тодi, коли

1 - cr =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r + 2)\theta 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r + 1)\theta 
> 0 \leftrightarrow \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(r + 2)\theta > 0,

що еквiвалентно умовi \theta < \pi /(r + 2).

Наслiдок 2. Для довiльного s \in \BbbN включення s \in \Lambda \tau виконується тодi i тiльки тодi, коли
\tau \in 

\bigl( 
0;\lambda  - 1

s+2

\bigr) 
.

Доведення. Випадок \tau > 1/2 є безпосереднiм наслiдком попередньої леми. Якщо ж
\tau \leq 1/2, то за лемою 2 \Lambda \tau = \BbbN 0, а з iншого боку, 1/2 < \lambda  - 1

s+2.

Наслiдок 3. Для довiльного r \in \BbbN 0 функцiї cr+1(\tau ) i \mu r(\tau ) є зростаючими та неперервними
на iнтервалi

\bigl( 
0;\lambda  - 1

r+2

\bigr) 
.

Доведення. База iндукцiї. Функцiї c1(\tau ) = \tau 2 i \mu 0(\tau ) = \tau є очевидно зростаючими та
неперервними на iнтервалi (0;+\infty ).

Iндуктивний крок. Скористаємось тим, що на множинi (0;+\infty )\times (0; 1) функцiя

\Phi (t, x) =
t

1 - x

є зростаючою по кожному аргументу та неперервною. Тодi функцiї

cr+1(\tau ) = \Phi 
\bigl( 
\tau 2, cr(\tau )

\bigr) 
i \mu r(\tau ) = \Phi (\tau , cr(\tau ))

є неперервними та зростаючими на iнтервалi
\bigl( 
0;\lambda  - 1

r+2

\bigr) 
.

Твердження 1. Для довiльних s,m \in \BbbN , m \geq 3, iснує число \tau m,s \in 
\bigl( 
0;\lambda  - 1

s+3

\bigr) 
таке, що

\Omega m,s = (0; \tau m,s]. При цьому \mu s(\tau m,s) = \lambda  - 1
m .

Доведення. Нехай \tau \in \Omega m,s, тобто \tau < \lambda  - 1
s+2 i \mu s(\tau ) \leq \lambda  - 1

m . Зважаючи на те, що функ-
цiя \mu s(\tau ) зростає, приходимо до висновку, що \tau \prime \in \Omega m,s для довiльного \tau \prime < \tau .

Покажемо, що \Omega m,s \subset 
\bigl( 
0;\lambda  - 1

s+3

\bigr) 
. Справдi, якщо \tau \in \Omega m,s, то

cs+1(\tau ) = \tau \mu s(\tau ) < \lambda  - 1
s+2\lambda 

 - 1
m \leq 1,

таким чином, s+ 1 \in \Lambda \tau , отже, \tau \in 
\bigl( 
0;\lambda  - 1

s+3

\bigr) 
.

Покладемо \tau m,s = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\Omega m,s. Тодi \tau m,s \leq \lambda  - 1
s+3 < \lambda  - 1

s+2, отже, s \in \Lambda \tau m,s . Оскiльки функцiя
\mu s(\tau ) є неперервною, то \mu s(\tau m,s) \leq \lambda  - 1

m . Таким чином, \tau m,s \in \Omega m,s, а отже, \Omega m,s = (0; \tau m,s].

Припустимо, що \mu s(\tau m,s) < \lambda  - 1
m . Тодi завдяки неперервностi функцiї \mu s(\tau ) iснує число

\tau \prime \in 
\bigl( 
\tau m,s;\lambda 

 - 1
s+2

\bigr) 
таке, що \mu s(\tau 

\prime ) < \lambda  - 1
m . Отже, \tau \prime \in \Omega m,s, але це означає, що \tau \prime \leq \tau m,s, i ми

прийшли до суперечностi. Таким чином, \mu s(\tau m,s) = \lambda  - 1
m .
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Наслiдок 4. Мають мiсце точнi включення

\Omega m\prime ,s \subset \Omega m,s, m\prime > m \geq 3, i \Omega m,s\prime \subset \Omega m,s, s\prime > s \geq 1.

Доведення. Якщо m\prime > m, то \mu s(\tau m\prime ,s) = \lambda  - 1
m\prime < \lambda  - 1

m = \mu s(\tau m,s), отже, \tau m\prime ,s < \tau m,s.

Для довiльного фiксованого \tau \in 
\bigl( 
0;\lambda  - 1

s\prime +2

\bigr) 
послiдовнiсть \mu r = cr+1/\tau , r = 1, 2, . . . , s\prime ,

зростає. Таким чином, якщо s\prime > s, то \mu s(\tau m,s\prime ) < \mu s\prime (\tau m,s\prime ) = \lambda  - 1
m = \mu s(\tau m,s), отже, \tau m,s\prime <

< \tau m,s.

5. Критерiї iснування конфiгурацiй, пов’язаних iз графом \bfGamma \bfitm ,\bfits . Наступнi два тверджен-
ня дають повну вiдповiдь для граничних випадкiв (s = 1 або m = 3).

Твердження 2. Для довiльного m \geq 3

\Omega m,1 =

\Biggl( 
0;

\sqrt{} 
\lambda 2m + 4 - \lambda m

2

\Biggr] 
.

Доведення. Згiдно з твердженням 1 потрiбно знайти таке \tau \in 
\bigl( 
0;\lambda  - 1

4

\bigr) 
, що \mu 1(\tau ) = \lambda  - 1

m :

\mu 1(\tau ) =
\tau 

1 - \tau 2
= \lambda  - 1

m \leftrightarrow \tau 2 + \lambda m\tau  - 1 = 0 \leftrightarrow 
\biggl( 
\tau +

\lambda m
2

\biggr) 2

 - \lambda 2m + 4

4
= 0.

Таким чином, \tau m,1 =
\Bigl( \sqrt{} 

\lambda 2m + 4 - \lambda m

\Bigr) \Big/ 
2.

Наслiдок 5. \Omega \infty ,1 =
\bigl( 
0;
\surd 
2 - 1

\bigr] 
.

Доведення. Достатньо зауважити, що \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}m\rightarrow \infty \tau m,1 =
\surd 
2 - 1.

Твердження 3. Для довiльного s \in \BbbN 

\Omega 3,s =
\bigl( 
0;\lambda  - 1

2s+3

\bigr] 
.

Доведення. Згiдно з твердженням 1 потрiбно знайти таке \tau \in 
\bigl( 
0;\lambda  - 1

s+3

\bigr) 
, що \mu s(\tau ) = 1.

Зауважимо, що

(0; 1/2] = \Omega 3,\infty \subset \Omega 3,s,

отже, шукаємо \tau > 1/2.

За цiєї умови за лемою 3 маємо

\mu s =
cs+1

\tau 
=

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(s+ 1)\theta 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(s+ 2)\theta 
, \theta \in 

\biggl( 
0;

\pi 

s+ 2

\biggr) 
.

Отже, рiвняння \mu s(\tau ) = 1, \tau \in 
\bigl( 
1/2;\lambda  - 1

s+3

\bigr) 
, еквiвалентне умовi

0 = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(s+ 2)\theta  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(s+ 1)\theta = 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\theta 

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

(2s+ 3)\theta 

2
, \theta \in 

\biggl( 
0;

\pi 

s+ 3

\biggr) 
.

Таким чином, отримуємо \tau 3,s = \lambda  - 1
2s+3.

Наступна теорема мiстить алгоритм пiдрахунку \tau m,s для решти випадкiв.
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Теорема 3. Для довiльних s,m \in \BbbN , s \geq 2, m \geq 4,

\Omega m,s =

\biggl( 
0;

1

u - 1
m,s + um,s

\biggr] 
, um,s = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

k\rightarrow \infty 
u(k)m,s,

де послiдовностi uk = u
(k)
m,s задано рекурентними формулами

u1 = \lambda  - 1
m , uk+1 = uk  - 

gm,s(uk)

g\prime m,s(uk)
,

gm,s(u) = u2s+4  - \lambda mu
2s+3 + \lambda mu - 1.

Доведення. 1. За лемою 1 маємо cs = \tau \mu s - 1, отже, \mu s визначаються рекурентно:

\mu 0(\tau ) = \tau , \mu s(\tau ) =
1

\tau  - 1  - \mu s - 1(\tau )
.

2. Безпосередньо пiдраховується, що

\mu 2

\biggl( 
1

2

\biggr) 
=

3

4
>

\surd 
2

2
= \lambda  - 1

4 ,

отже, за умов s \geq 2 i m \geq 4 маємо вкладення \Omega m,s \subset \Omega 4,2 \subset (0; 1/2) \subset 
\bigl( 
0;\lambda  - 1

s+3

\bigr) 
.

3. За iндукцiєю легко показати, що

\mu s

\biggl( 
1

2

\biggr) 
=
s+ 1

s+ 2
.

Отже, за умов s \geq 2 i m \geq 4

\lambda m \cdot s+ 1

s+ 2
> 1.

4. В подальшому розглядаємо \tau \in (0; 1/2). Функцiя

h(u) =
1

u - 1 + u

зростає на iнтервалi (0; 1) i вiдображає його в iнтервал (0; 1/2). Отже, можна перейти вiд
параметра \tau до параметра u:

\tau (u) =
1

u - 1 + u
, u \in (0; 1).

Покажемо, що

\mu s = \mu s(\tau (u)) =
u - (s+1)  - us+1

u - (s+2)  - us+2
.

База iндукцiї:

\mu 0 = \tau =
1

u - 1 + u
=
u - 1  - u1

u - 2  - u2
.
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Iндуктивний крок:

\mu s =
1

\tau  - 1  - \mu s - 1
=

1

(u - 1 + u) - u - s  - us

u - (s+1)  - us+1

=

=
u - (s+1)  - us+1

(u - 1 + u)(u - (s+1)  - us+1) - (u - s  - us)
=
u - (s+1)  - us+1

u - (s+2)  - us+2
.

5. Таким чином, рiвнiсть \mu s(u) = \lambda  - 1
m , u \in (0; 1), виконується тодi i тiльки тодi, коли

виконується рiвнiсть gm,s(u) = 0, u \in (0; 1).

Похiдна функцiї gm,s(u)

g\prime m,s(u) = (2s+ 4)u2s+3  - \lambda m(2s+ 3)u2s+2 + \lambda m

на iнтервалi (0; 1) монотонно спадає, оскiльки

g\prime \prime m,s(u) = (2s+ 4)(2s+ 3)u2s+2  - \lambda m(2s+ 3)(2s+ 2)u2s+1 =

= 2(s+ 2)(2s+ 3)u2s+1

\biggl( 
u - \lambda m

s+ 1

s+ 2

\biggr) 
< 0.

Зважаючи на те, що

gm,s(0) =  - 1, g\prime m,s(0) = \lambda m > 0,

gm,s(1) = 0, g\prime m,s(1) = 2(s+ 2)

\biggl( 
1 - \lambda m

s+ 1

s+ 2

\biggr) 
< 0,

приходимо до висновку, що функцiя gm,s(u) на iнтервалi (0; 1) спочатку монотонно зростає, а
потiм монотонно спадає, прямуючи до 0, отже, вона має єдиний максимум на цьому iнтервалi.
Позначимо його через umax i зауважимо, що gm,s(umax) > 0. Тодi на iнтервалi (0; 1) функцiя
gm,s(u) має єдиний корiнь um,s, i вiн лежить злiва вiд umax. На iнтервалi [0;umax) функ-
цiя gm,s(u) монотонно зростає, отже, можемо застосувати алгоритм Ньютона для знаходження
кореня um,s :

um,s = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

uk, uk+1 = uk  - 
gm,s(uk)

g\prime m,s(uk)
,

при цьому в якостi u0 можна взяти довiльну точку iнтервалу [0;umax). Покладемо u0 = 0,

тодi u1 = \lambda  - 1
m , що завершує доведення теореми.
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