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ЛОГАРИФМIЧНА АСИМПТОТИКА НЕЛIНIЙНОГО
РIВНЯННЯ КОШI – РIМАНА – БЕЛЬТРАМI

We investigate regular solutions of the nonlinear Cauchy – Riemann – Beltrami equation in terms of lower limits and solve
an extreme problem for the disk image area functional on a certain class of solutions to the nonlinear Cauchy – Riemann –
Beltrami system.

Дослiджуються регулярнi розв’язки нелiнiйної системи Кошi – Рiмана – Бельтрамi на логарифмiчну асимптотику у
термiнах нижнiх границь. Розв’язано екстремальну задачу для функцiонала площi образу круга на деякому класi
розв’язкiв нелiнiйної системи Кошi – Рiмана – Бельтрамi.

1. Вступ. Нехай G — область у комплекснiй площинi \BbbC , тобто зв’язна та вiдкрита пiдмножина
\BbbC , i \mu : G \rightarrow \BbbC — вимiрна функцiя з | \mu (z)| < 1 майже скрiзь (м.с.) у G. Нагадаємо, що
рiвнянням Бельтрамi називається рiвняння вигляду

fz = \mu (z)fz, (1)

де fz =
1

2
(fx + ify), fz =

1

2
(fx  - ify), z = x+ iy, fx i fy — частиннi похiднi вiдображення f

по x i y вiдповiдно.
Теореми iснування гомеоморфних розв’язкiв класу Соболєва W 1,1

loc були нещодавно доведенi
методом модулiв для багатьох лiнiйних та квазiлiнiйних вироджених рiвнянь Бельтрамi (див.,
наприклад, [1 – 5]). Щодо зв’язку дослiджень просторових класiв Соболєва методом модулiв
див. [6 – 11].

Нехай \sigma : D \rightarrow \BbbC — вимiрна функцiя i m \geq 0. Розглянемо у полярнiй системi координат
(r, \theta ) рiвняння

fr = \sigma (rei\theta ) | f\theta | m f\theta , (2)

де fr i f\theta — частиннi похiднi вiдображення f по r i \theta вiдповiдно. Враховуючи формули (21.25)
у [12, с. 611], маємо

rfr = zfz + zfz, f\theta = i(zfz  - zfz).

Тодi рiвняння (2) можна записати у комплекснiй формi

fz =
z

z

\sigma (z) | z| i| zfz  - zfz| m  - 1

\sigma (z) | z| i| zfz  - zfz| m + 1
fz. (3)

Зауважимо, що подiбнi нелiнiйнi рiвняння зустрiчаються у роботi [13] (див. теорему 5.7).
При m = 0 рiвняння (3) зводиться до звичайного рiвняння Бельтрамi (1) iз комплексним

коефiцiєнтом

\mu (z) =
z

z

\sigma (z) | z| i - 1

\sigma (z) | z| i+ 1
.

Якщо у рiвняннi (3) покласти m = 0 i \sigma =  - i/| z| , то отримаємо вiдому систему Кошi – Рiмана.
При m > 0 рiвняння (3) є частковим випадком загальної нелiнiйної комплексної системи
рiвнянь (7.33) в [12] (п. 7.7). Скрiзь далi будемо вважати, що m > 0.
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Нелiнiйне рiвняння (3) є частковим випадком нелiнiйної системи двох дiйсних рiвнянь у
частинних похiдних (див. (1) у [14, 15], а також [16]). Зауважимо, що нелiнiйнi системи рiвнянь
у частинних похiдних, як i ранiше, вивчаються у рiзноманiтних аспектах (див., наприклад,
[12 – 28, 31]).

Вiдображення f : G \rightarrow \BbbC називається регулярним у точцi z0 \in G, якщо в цiй точцi f

має повний диференцiал i його якобiан Jf = | fz| 2  - | f\=z| 2 \not = 0 (див., наприклад, I. 1.6 в [32]).
Гомеоморфiзм f класу Соболєва W 1,1

loc називається регулярним, якщо Jf > 0 м.с.

Вiдображення f : G \rightarrow \BbbC має N -властивiсть (Лузiна), якщо з умови | E| = 0 випливає, що
| f(E)| = 0.

Означення 1. Регулярним гомеоморфним розв’язком рiвняння (3) будемо називати регу-
лярний гомеоморфiзм f : G \rightarrow \BbbC , який м.с. в областi G задовольняє рiвняння (3).

Скрiзь далi будемо вважати, що

Br = \{ z \in \BbbC : | z| \leq r\} , \BbbB = \{ z \in \BbbC : | z| < 1\} 

i

\gamma r = \{ z \in \BbbC : | z| = r\} , \BbbA (0, \varepsilon 1, \varepsilon 2) = \{ z \in \BbbC : \varepsilon 1 < | z| < \varepsilon 2\} .

Нехай f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1
loc , p > 1. Будемо називати

p-кутовою дилатацiєю вiдображення f вiдносно точки z0 = 0 величину

Dp,f (z) = Dp,f (re
i\theta ) =

| f\theta (rei\theta )| p

rpJf (rei\theta )

(див. [27], а також [29 – 31]). Тут z = rei\theta , Jf — якобiан вiдображення f.

Для z = 0 i r \in (0, 1) позначимо

dp,f (r) =

\left(  1

2\pi r

\int 
\gamma r

D
1

p - 1

p,f (z) ds

\right)  p - 1

. (4)

При p = 2 кутова дилатацiя використовувалася при дослiдженнi локальних властивостей
квазiконформних вiдображень [33 – 38] та p \not = 2 [27, 28, 30, 39, 40]. Вiдомо, що кутова дилатацiя
у точках регулярностi збiгається з дотичною дилатацiєю (див. п. 6.1 i лему 6.1 в [1]), яка далi
використовувалася при дослiдженнi локальної та межової поведiнки гомеоморфних розв’язкiв
з узагальненими похiдними та у задачi Дiрiхле для рiвнянь Бельтрамi з виродженням [41, 42].

Позначимо через L(r) довжину кривої f(rei\theta ), 0 \leq \theta \leq 2\pi , а через S(r) = | f(Br)| площу
множини f(Br). Наступне твердження мiстить диференцiальну нерiвнiсть для функцiї S(r)

(див. лему 2.1 у [27]).

Твердження 1. Нехай f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1
loc , який

має N -властивiсть, i p > 1. Тодi

S\prime (r) \geq 2\pi 
2 - p
2 r1 - p d - 1

p,f (r)S
p
2 (r) (5)

для майже всiх (м.в.) r \in [0, 1).

З твердження 1 випливає така лема.
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Лема 1. Нехай m > 0 i f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3) класу
Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0. Тодi

S\prime (r) \geq 2m+2\pi 
m
2
+1

\left(   \int 
\gamma r

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
 - (m+1)

S
m+2

2 (r) (6)

для м.в. r \in [0, 1).

Доведення. Нехай p = m + 2. Зауважимо, що згiдно з наслiдком В iз роботи [43] гомео-
морфiзм f \in W 1,2

loc має N -властивiсть. Далi, враховуючи те, що f — регулярний гомеоморфний
розв’язок рiвняння (2), знаходимо

Jf (re
i\theta ) =

1

r
\mathrm{I}\mathrm{m}(f r f\theta ) =

1

r
| f\theta | m+2 \mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (rei\theta ) > 0 м.с.

(див. формулу (21.52) в [12]) i

Dp,f (z) = Dp,f (re
i\theta ) =

| f\theta (rei\theta )| m+2

rm+2 Jf (rei\theta )
=

1

| z| m+1\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

для м.в. z \in \BbbB .
За формулою (4) отримуємо рiвнiсть

dp,f (r) =

\left(  1

2\pi r

\int 
\gamma r

D
1

p - 1

p,f (z) ds

\right)  p - 1

=

\left(   1

2\pi r

\int 
\gamma r

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

.

Тодi нерiвнiсть (5) можна записати у виглядi (6).
2. Асимптотична поведiнка розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Бельтрамi. У даному пунк-

тi наведено кiлька теорем про асимптотичну поведiнку регулярних гомеоморфних розв’язкiв
нелiнiйного рiвняння Бельтрамi вигляду (3).

Наступний результат є аналогом вiдомої леми Iкоми – Шварца про оцiнку нижньої границi
(див. теорему 2 в [44]).

Лема 2. Нехай f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3) класу Со-
болєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0. Якщо для деяких чисел \tau > 0 i \alpha > 1 виконується
умова

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

= M < \infty , (7)

де

Im,\sigma (t) =

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) \tau 
m

\leq c0M
1
m < \infty , (8)

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m.
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Доведення. З леми 1 випливає оцiнка

\Biggl( 
S - m

2 (t)

 - m/2

\Biggr) \prime 

=
S\prime (t)

S
m+2

2 (t)
\geq 2m+2\pi 

m
2
+1

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
 - (m+1)

для м.в. t \in (0, 1). Iнтегруючи обидвi частини нерiвностi по t \in (\varepsilon , \varepsilon 
1
\alpha ), \varepsilon \in (0, 1), отримуємо

\varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

\Biggl( 
S - m

2 (t)

 - m/2

\Biggr) \prime 

dt \geq 2m+2\pi 
m
2
+1

\varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
 - (m+1)

dt. (9)

Зауважимо, що gm(t) =
S - m

2 (t)

 - m/2
є неспадною. Тодi

\varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

\Biggl( 
S - m

2 (t)

 - m/2

\Biggr) \prime 

dt =

\varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

g\prime m(t)dt \leq gm(\varepsilon 
1
\alpha ) - gm(\varepsilon ) =

2

m

\Bigl( 
S - m

2 (\varepsilon ) - S - m
2 (\varepsilon 

1
\alpha )
\Bigr) 

(10)

(див. теорему IV 7.4 в [45]).
Комбiнуючи нерiвностi (9) i (10), одержуємо

S - m
2 (\varepsilon ) \geq S - m

2 (\varepsilon ) - S - m
2 (\varepsilon 

1
\alpha ) \geq 2m+1m\pi 

m
2
+1

\varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)
,

де Im,\sigma (t) =

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

. Звiдси отримуємо оцiнку

S(\varepsilon ) \leq 2 - 
2(m+1)

m m - 2
m\pi  - m+2

m

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 2

m

. (11)

Покладемо lf (\varepsilon ) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}| z| =\varepsilon | f(z)| , \varepsilon \in (0, 1). Тодi, враховуючи оцiнку (11) i те, що f(0) = 0,

маємо

\pi l2f (\varepsilon ) \leq S(\varepsilon ) \leq 2 - 
2(m+1)

m m - 2
m \pi  - m+2

m

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 2

m

.

Звiдси

lf (\varepsilon ) \leq 2 - 
m+1
m m - 1

m \pi  - m+1
m

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

m

.
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Таким чином,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) \tau 
m

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\varepsilon \rightarrow 0

lf (\varepsilon )

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 
m

\leq 

\leq 2 - 
m+1
m m - 1

m \pi  - m+1
m \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\varepsilon \rightarrow 0

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

m \biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 
m

= c0M
1
m ,

де c0 = 2 - 
m+1
m m - 1

m \pi  - m+1
m > 0 — стала, яка залежить тiльки вiд m.

Приклад 1. Припустимо, що m < 2\tau . Розглянемо рiвняння

fr =  - \tau i

mr

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr) \tau  - 1

| f\theta | mf\theta (12)

в одиничному крузi \BbbB . Покажемо, що вiдображення f =

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - \tau 
m

ei\theta належить простору

W 1,2
loc (\BbbB ). Дiйсно, f є гомеоморфiзмом класу C1 в \BbbB \setminus \{ 0\} . Звiдси, зокрема, випливає, що

f \in W 1,2
loc (\BbbB \setminus \{ 0\} ). Покладемо Br0 = \{ z \in \BbbC : | z| \leq r0\} , r0 \in (0, 1), i R(r) =

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - \tau 
m

. Тодi

знаходимо

fr = R\prime (r)ei\theta , f\theta = iR(r)ei\theta ,

R\prime (r) =
\tau 

m

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - \tau 
m
 - 1 1

r

i за формулою в [12, с. 611] маємо\int 
Br0

\bigl( 
| fz| 2 + | fz| 2

\bigr) 
dxdy =

1

2

\int 
Br0

\bigl( 
| fr| 2 + r - 2| f\theta | 2

\bigr) 
rdrd\theta =

= \pi 

r0\int 
0

r
\bigl( 
R\prime (r)

\bigr) 2
dr + \pi 

r0\int 
0

R2(r)

r
dr = \pi 

\Bigl( \tau 

m

\Bigr) 2 r0\int 
0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 2\tau 
m

 - 2 dr

r
+ \pi 

r0\int 
0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 2\tau 
m dr

r
.

Очевидно, що обидва iнтеграли збiгаються, якщо m < 2\tau .

Перевiримо, що вiдображення f =

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - \tau 
m

ei\theta є розв’язком рiвняння (12). Дiйсно, справ-

джується рiвнiсть \sigma =
fr

f\theta | f\theta | m
=  - \tau i

mr

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr) \tau  - 1

. Далi знаходимо

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

=
\tau 

1
m+1

m
1

m+1 | z| 
1

m+1

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) \tau  - 1
m+1

i
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Im,\sigma (t) =

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

=
(2\pi )m+1mt

\tau 
\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{n} 1

t

\bigr) \tau  - 1 .

Перевiримо, що умова (7) виконується. Дiйсно,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

=
(2\pi )m+1m

\tau 
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

t

\biggr) \tau  - 1 dt

t

\right)   
 - 1

=

=
(2\pi )m+1m

\tau 
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   ln 1
\varepsilon \int 

1
\alpha 
ln 1

\varepsilon 

s\tau  - 1ds

\right)   
 - 1

=
(2\pi )m+1m\alpha \tau 

\alpha \tau  - 1
< \infty .

З iншого боку, легко бачити, що \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}z\rightarrow 0 | f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) \tau 
m

= 1.

Твердження 2. Припустимо, що \delta > 0, \tau  - \delta m >
m

2
. Тодi рiвняння (2) з \sigma =

=
\Bigl( 
\delta  - \tau 

m

\Bigr) i

r

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr) \tau  - m\delta  - 1

має регулярний гомеоморфний розв’язок f : \BbbB \rightarrow \BbbC класу Со-

болєва W 1,2
loc (\BbbB ) з нормуванням f(0) = 0 такий, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) \tau 
m

= \infty , (13)

до того ж

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

= \infty , (14)

де Im,\sigma (t) =

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

.

Доведення. Покажемо, що вiдображення f =

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - ( \tau 
m
 - \delta )

ei\theta належить простору W 1,2
loc (\BbbB ).

Дiйсно, f є гомеоморфiзмом класу C1 в \BbbB \setminus \{ 0\} . Звiдси, зокрема, випливає, що f \in 

\in W 1,2
loc (\BbbB \setminus \{ 0\} ). Покладемо Br0 = \{ z \in \BbbC : | z| \leq r0\} , r0 \in (0, 1), i R(r) =

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - ( \tau 
m
 - \delta )

.

Тодi знаходимо

fr = R\prime (r)ei\theta , f\theta = iR(r)ei\theta ,

R\prime (r) =
\Bigl( \tau 

m
 - \delta 
\Bigr) \biggl( 

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

r

\biggr) \delta  - \tau 
m
 - 1 1

r
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i за формулою в [12, с. 611] маємо\int 
Br0

\bigl( 
| fz| 2 + | fz| 2

\bigr) 
dxdy =

1

2

\int 
Br0

\bigl( 
| fr| 2 + r - 2| f\theta | 2

\bigr) 
rdrd\theta =

= \pi 

r0\int 
0

r
\bigl( 
R\prime (r)

\bigr) 2
dr + \pi 

r0\int 
0

R2(r)

r
dr = c0

r0\int 
0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 2(1+ \tau 
m
 - \delta ) dr

r
+ \pi 

r0\int 
0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 2( \tau 
m
 - \delta ) dr

r
,

де c0 = \pi 
\Bigl( \tau 

m
 - \delta 
\Bigr) 2

. Очевидно, що обидва iнтеграли збiгаються, якщо
\tau 

m
 - \delta >

1

2
.

Легко перевiрити, що вiдображення f =

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr) \delta  - \tau 
m

ei\theta є розв’язком рiвняння (2) з \sigma =

=
\Bigl( 
\delta  - \tau 

m

\Bigr) i

r

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr) \tau  - m\delta  - 1

. Далi знаходимо

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

=
\Bigl( \tau 

m
 - \delta 
\Bigr) 1

m+1 1

| z| 
1

m+1

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) \tau  - m\delta  - 1
m+1

i

Im,\sigma (t) =

\left(   \int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

=
(2\pi )m+1m

\tau  - \delta m
t

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

t

\biggr)  - \tau +m\delta +1

.

Перевiримо виконання умови (14). Дiйсно,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

=
(2\pi )m+1m

\tau  - \delta m
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

t

\biggr) \tau  - m\delta  - 1 dt

t

\right)   
 - 1

=

=
(2\pi )m+1m

\tau  - \delta m
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   ln 1
\varepsilon \int 

1
\alpha 
ln 1

\varepsilon 

s\tau  - m\delta  - 1ds

\right)   
 - 1

=
(2\pi )m+1m\alpha \tau  - m\delta 

\alpha \tau  - m\delta  - 1
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) m\delta 

= \infty .

З iншого боку, легко бачити, що \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}z\rightarrow 0 | f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) \tau 
m

= \infty .

З леми 2 випливає таке твердження.
Наслiдок 1. Нехай f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3) класу

Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0. Якщо для деяких чисел \tau > 0 i \alpha > 1 виконується

умова

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   \varepsilon 
1
\alpha \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

= 0, (15)

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) \tau 
m

= 0.
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Приклад 2. Припустимо, що m > 0, \tau = 1. Розглянемо рiвняння

fr =  - i

m r2
| f\theta | mf\theta (16)

в одиничному крузi \BbbB .
Легко перевiрити, що f = r

1
m ei\theta є регулярним гомеоморфним розв’язком рiвняння (16)

класу Соболєва W 1,2
loc (\BbbB ). Зауважимо, що коефiцiєнт \sigma =  - i

m r2
задовольняє умову (15). З

iншого боку, легко бачити \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}z\rightarrow 0 | f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) 1
m

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}r\rightarrow 0 r
1
m

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr) 1
m

= 0.

Лема 3. Нехай \lambda : \BbbR \rightarrow (0,+\infty ) — вимiрна функцiя i p > 1. Тодi\left(  r2\int 
r1

dt

(\lambda (t))
1

p - 1

\right)   - (p - 1)

\leq 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

r2
r1

\biggr)  - p
r2\int 

r1

\lambda (t)dt

tp
(17)

для будь-яких 0 < r1 < r2 < \infty .

Доведення. Дiйсно, застосовуючи нерiвнiсть Гельдера, маємо

\mathrm{l}\mathrm{n}
r2
r1

=

r2\int 
r1

dt

t
=

r2\int 
r1

\lambda 
1
p (t)

t
\lambda 
 - 1

p (t)dt \leq 

\left(  r2\int 
r1

\lambda (t)

tp

\right)  1
p
\left(  r2\int 

r1

dt

(\lambda (t))
1

p - 1

\right)  
p - 1
p

.

Звiдси отримуємо нерiвнiсть (17).
Теорема 1. Нехай f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3) класу

Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0. Якщо для деяких чисел c0 > 0, \kappa \in 

\biggl[ 
0,

m+ 2

m+ 1

\biggr) 
виконується умова \int 

\BbbA (0, \varepsilon 1, \varepsilon 2)

dxdy

| z| 
2m+3
m+1

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq c0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\varepsilon 2
\varepsilon 1

\biggr) \kappa 

для будь-яких 0 < \varepsilon 1 < \varepsilon 2 < \varepsilon 0, \varepsilon 0 \in (0, 1), то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) m+2 - \kappa (m+1)
m

\leq \nu 0c
m+1
m

0 < \infty ,

де \nu 0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m i \kappa .
Доведення. Вибираючи у лемi 3

p =
m+ 2

m+ 1
, r1 = \varepsilon , r2 =

\surd 
\varepsilon , \lambda (t) =

\int 
\gamma t

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

i застосовуючи теорему Фубiнi, отримуємо\left(   
\surd 
\varepsilon \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

m+1

\leq 2
m+2
m+1

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr)  - m+2
m+1

\int 
\BbbA (0, \varepsilon ,

\surd 
\varepsilon )

dxdy

| z| 1+
m+2
m+1

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

.
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Тодi з умови теореми випливає оцiнка\left(   
\surd 
\varepsilon \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1\biggl( 

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

\varepsilon 

\biggr) m+2 - (m+1)k

\leq 2m+2 - k(m+1)cm+1
0 .

Звiдси випливає, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) \tau 

\left(   
\surd 
\varepsilon \int 

\varepsilon 

dt

Im,\sigma (t)

\right)   
 - 1

\leq 2m+2 - k(m+1)cm+1
0 ,

де \tau = m+ 2 - (m+ 1)k.

Насамкiнець, застосовуючи лему 2, завершуємо доведення теореми.
Теорема 2. Нехай f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3) класу

Соболєва W 1,2
loc з нормуванням f(0) = 0. Якщо для деякого r0 \in (0, 1) виконується умова

I0 =

\int 
Br0

dxdy

| z| 
2(m+1)

m

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 2
m

< \infty ,

то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) m+2
2m

\leq \nu 0
\sqrt{} 

I0, (18)

де \nu 0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m.

Доведення. Дiйсно, за нерiвнiстю Гельдера при p =
2(m+ 1)

m+ 2
i p\prime =

2(m+ 1)

m
отримуємо

\int 
\BbbA 

dxdy

| z| 
2m+3
m+1

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq 

\left(  \int 
\BbbA 

dxdy

| z| 2

\right)  m+2
2(m+1)

\left(   \int 
\BbbA 

dxdy

| z| 
2(m+1)

m

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 2
m

\right)   
m

2(m+1)

,

де \BbbA = \BbbA (0, \varepsilon 1, \varepsilon 2).
Отже,

\int 
\BbbA 

dxdy

| z| 
2m+3
m+1

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq 
\biggl( 
2\pi \mathrm{l}\mathrm{n}

\varepsilon 2
\varepsilon 1

\biggr) m+2
2(m+1)

\left(   \int 
\BbbA 

dxdy

| z| 
2(m+1)

m

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 2
m

\right)   
m

2(m+1)

\leq 

\leq (2\pi )
m+2

2(m+1) I
m

2(m+1)

0

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\varepsilon 2
\varepsilon 1

\biggr) m+2
2(m+1)

,

де I0 =

\int 
Br0

dxdy

| z| 
2(m+1)

m

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 2
m

, Br0 = \{ z \in \BbbC : | z| < r0\} . Застосувавши теорему 1, в якiй

виберемо k =
m+ 2

2(m+ 1)
i c0 = (2\pi )

m+2
2(m+1) I

m
2(m+1)

0 , отримаємо оцiнку (18).
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Теорема 3. Нехай f : \BbbB \rightarrow \BbbC — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3) класу
Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0. Якщо для деякого числа M0 > 0 виконується умова\int 
B\varepsilon 0

dxdy

| z| 
2m+3
m+1

\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\leq M0

для деякого \varepsilon 0 \in (0, 1), то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) m+2
m

\leq \nu 0M
m+1
m

0 < \infty ,

де \nu 0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m i \kappa .
3. Екстремальний випадок. Нехай q > 0, 0 < m < 2 i H — множина всiх регулярних

гомеоморфiзмiв f : \BbbB \rightarrow \BbbB класу Соболєва W 1,2
loc (\BbbB ) , якi задовольняють рiвняння (3) м.с.,

f(0) = 0 i \left(   \int 
\gamma r

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
m+1

\leq q r (19)

для м.в. r \in [0, 1).

Теорема 4. Для будь-якого вiдображення f \in H виконується нерiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) 1
m

\leq 
\Bigl( q

m

\Bigr) 1
m
.

При цьому знак рiвностi досягається на вiдображеннi

f\ast (z) =

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr)  - 1
m z

| z| 
. (20)

Доведення. Нехай f належить H. З умови (19) i леми 1 випливає оцiнка

S\prime (r)

S
m+2

2 (r)
\geq 2m+2\pi 

m
2
+1

\left(   \int 
\gamma r

ds

| z| 
\Bigl( 
\mathrm{I}\mathrm{m}\sigma (z)

\Bigr) 1
m+1

\right)   
 - (m+1)

\geq 2

q\pi 
m
2 r

для м.в. r \in [0, 1). Iнтегруючи обидвi частини останньої нерiвностi по t \in (r, 1), отримуємо

1\int 
r

\Biggl( 
S - m

2 (t)

 - m/2

\Biggr) \prime 

dt \geq 2

\pi 
m
2 q

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

r
. (21)

Зазначимо, що gm(t) =
S - m

2 (t)

 - m/2
є неспадною. Тодi

1\int 
r

\Biggl( 
S - m

2 (t)

 - m/2

\Biggr) \prime 

dt =

1\int 
r

(gm(t))\prime dt \leq gm(1) - gm(r) =
2

m

\Bigl( 
S - m

2 (r) - S - m
2 (1)

\Bigr) 
(22)
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(див. теорему IV 7.4 в [45]). Комбiнуючи нерiвностi (22) i (21), маємо

2

m

\Bigl( 
S - m

2 (r) - S - m
2 (1)

\Bigr) 
\geq 2

\pi 
m
2 q

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

r
.

Звiдси, враховуючи умову S(1) \leq \pi , приходимо до оцiнки

S(r) \leq \pi 

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 2
m

для всiх r \in [0, 1).

Покладемо lf (\varepsilon ) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}| z| =\varepsilon | f(z)| , \varepsilon \in (0, 1). Тодi, враховуючи попередню оцiнку i те, що
f(0) = 0, маємо

\pi l2f (\varepsilon ) \leq S(\varepsilon ) \leq \pi 

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr)  - 2
m

.

Звiдси

lf (\varepsilon ) \leq 
\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr)  - 1
m

.

Таким чином,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
z\rightarrow 0

| f(z)| 
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z| 

\biggr) 1
m

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\varepsilon \rightarrow 0

lf (\varepsilon )

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) 1
m

\leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\varepsilon \rightarrow 0

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr)  - 1
m
\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

\varepsilon 

\biggr) 1
m

=
\Bigl( q

m

\Bigr) 1
m
.

Очевидно, що остання оцiнка досягається на вiдображеннi f\ast =

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 1
m

ei\theta .

Перевiримо, що вiдображення f\ast належить класу H. Оскiльки f\ast є гомеоморфiзмом класу
C1 в \BbbB \setminus \{ 0\} , то f\ast \in W 1,2

loc (\BbbB \setminus \{ 0\} ). Покладемо Br0 = \{ z \in \BbbC : | z| \leq r0\} , r0 \in (0, 1), i

R(r) =

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 1
m

.

Тодi знаходимо

(f\ast )r = R\prime (r)ei\theta , (f\ast )\theta = iR(r)ei\theta , R\prime (r) =
1

qr

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 1
m
 - 1

.

За формулою в [12, с. 611] маємо

\int 
Br0

\bigl( 
| fz| 2 + | fz| 2

\bigr) 
dxdy =

1

2

\int 
Br0

\bigl( 
| fr| 2 + r - 2| f\theta | 2

\bigr) 
rdrd\theta = \pi 

r0\int 
0

r
\bigl( 
R\prime (r)

\bigr) 2
dr + \pi 

r0\int 
0

R2(r)

r
dr =

=
\pi 

q

r0\int 
0

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 2(1+ 1
m) dr

r
+ \pi 

r0\int 
0

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 2
m dr

r
.

Очевидно, що обидва iнтеграли збiгаються, якщо 0 < m < 2.
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Далi знаходимо

(f\ast )\theta =

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 1
m

iei\theta , | (f\ast )\theta | m =

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 1

i

(f\ast )r =
1

qr

\biggl( 
1 +

m

q
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

r

\biggr)  - 1
m
 - 1

ei\theta .

Звiдси випливає, що знайдене вiдображення f\ast є розв’язком рiвняння (3) з \sigma =  - i

q| z| 
, тому

f\ast \in H.

Теорему 4 доведено.
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