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ПОПЕРЕЧНИКИ ФУНКЦIОНАЛЬНИХ КЛАСIВ,
ВИЗНАЧЕНИХ МАЖОРАНТАМИ УЗАГАЛЬНЕНИХ МОДУЛIВ ГЛАДКОСТI
У ПРОСТОРАХ \bfscrS \bfitp *

We obtain exact Jackson-type inequalities in terms of best approximations and averaged values of generalized moduli of
smoothness in spaces \scrS p. For classes of periodic functions defined by certain conditions on the averaged values of the
generalized moduli of smoothness, the Kolmogorov, Bernstein, linear, and projective widths in the spaces \scrS p are found.

Отримано точнi нерiвностi типу Джексона в термiнах найкращих наближень функцiй та усереднених значень їхнiх
узагальнених модулiв гладкостi у просторах \scrS p. Знайдено точнi значення колмогоровських, бернштейнiвських,
лiнiйних i проєктивних поперечникiв у просторах \scrS p класiв перiодичних функцiй, визначених деякими умовами на
усередненi значення їхнiх узагальнених модулiв гладкостi.

1. Вступ. Нехай \scrS p, 1 \leq p < \infty (див., наприклад, [17], [18], гл. 11) — простiр визначених на
дiйснiй осi 2\pi -перiодичних комплекснозначних iнтегровних за Лебегом на [0, 2\pi ] функцiй f

(f \in L) зi скiнченною нормою

\| f\| \scrS p :=

\Biggl( \sum 
k\in \BbbZ 

| \widehat f(k)| p\Biggr) 1/p

, (1.1)

де \widehat f(k) = 1

2\pi 

\int 2\pi 

0
f(x)e - ikxdx — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

У випадку p = 2 простори \scrS 2 є звичайними просторами L2 сумовних iз квадратом функцiй
iз нормою

\| f\| 
L2

= \| f\| 
\scrS 2 =

\left(  1

2\pi 

2\pi \int 
0

| f(x)| 2dx

\right)  1/2

.

При довiльному 1 \leq p < \infty цi простори наслiдують деякi важливi властивостi гiльбертових
просторiв, зокрема мiнiмальну властивiсть сум Фур’є (див. спiввiдношення (2.8)).

Активне вивчення апроксимативних властивостей просторiв \scrS p бере свiй початок вiд робiт
О. I. Степанця (див., наприклад, [17], [18] (гл. 11), [19]). О. I. Степанець i А. С. Сердюк [20]
ввели поняття k-го модуля гладкостi в \scrS p i довели прямi та оберненi теореми наближення в
термiнах цих модулiв гладкостi та найкращих наближень функцiй. Ця тематика також активно
розвивалась у багатьох роботах (див., наприклад, [2, 7, 8, 11, 15, 16], [18] (гл. 11), [21], [25]
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(гл. 3)). В данiй роботi ми продовжуємо такi дослiдження. Зокрема, отримано точнi нерiвно-
стi типу Джексона в термiнах найкращих наближень функцiй та усереднених значень їхнiх
узагальнених модулiв гладкостi у просторах \scrS p. Знайдено точнi значення колмогоровських,
бернштейнiвських, лiнiйних i проєктивних поперечникiв у просторах \scrS p класiв перiодичних
функцiй, визначених деякими умовами на усередненi значення їхнiх узагальнених модулiв
гладкостi.

2. Попереднi вiдомостi та позначення. 2.1. Узагальненi модулi гладкостi та їхнi усеред-
ненi значення. Нехай \Phi — множина всiх неперервних обмежених невiд’ємних парних функцiй
\varphi (t) таких, що \varphi (0) = 0 i мiра Лебега множини \{ t \in \BbbR : \varphi (t) = 0\} дорiвнює нулю.

Розвиваючи iдеї робiт [5, 6, 28], для фiксованої функцiї \varphi \in \Phi означимо узагальнений
модуль гладкостi функцiї f \in \scrS p рiвнiстю

\omega \varphi (f, t)\scrS p := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| h| \leq t

\Biggl( \sum 
k\in \BbbZ 

\varphi p(kh)| \widehat f(k)| p\Biggr) 1/p

, t \geq 0. (2.1)

Нехай \omega \alpha (f, t)\scrS p — класичний модуль гладкостi функцiї f \in \scrS p порядку \alpha > 0, тобто

\omega \alpha (f, t)\scrS p := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| h| \leq t

\| \Delta \alpha 
hf\| \scrS p = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

| h| \leq t

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty \sum 
j=0

( - 1)j
\biggl( 
\alpha 

j

\biggr) 
f(\cdot  - jh)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\scrS p

, (2.2)

де

\biggl( 
\alpha 

j

\biggr) 
=
\alpha (\alpha  - 1) . . . (\alpha  - j + 1)

j!
при j \in \BbbN i

\biggl( 
\alpha 

j

\biggr) 
= 1 при j = 0.

Оскiльки для коефiцiєнтiв Фур’є функцiї \Delta \alpha 
hf справджуються рiвностi

| \widehat \Delta \alpha 
hf(k)| = | 1 - e - ikh| \alpha | \widehat f(k)| = 2

\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kh)

\alpha 
2 | \widehat f(k)| , k \in \BbbZ ,

то з огляду на (1.1) i (2.1) маємо

\omega \alpha (f, t)\scrS p = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| h| \leq t

\Biggl( \sum 
k\in \BbbZ 

2
\alpha p
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kh)

\alpha p
2 | \widehat f(k)| p\Biggr) 1/p

= \omega \varphi \alpha (f, \delta )\scrS p ,

де \varphi \alpha (t) = 2
\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\alpha 
2 . Iншими словами, класичнi модулi гладкостi \omega \alpha (f, t)\scrS p є частинним

випадком модулiв (2.1). У загальному випадку подiбнi модулi розглядались, наприклад, у [4, 9,
10, 13].

Далi, нехай M(\tau ), \tau > 0, — множина всiх функцiй \mu , обмежених неспадних i вiдмiнних
вiд сталої на вiдрiзку [0, \tau ]. Через \Omega \varphi (f, \tau , \mu , u)\scrS p , u > 0, позначимо усереднене значення
узагальненого модуля гладкостi \omega \varphi функцiї f з вагою \mu \in M(\tau ), тобто величину вигляду

\Omega \varphi (f, \tau , \mu , u)\scrS p :=

\left(  1

\mu (\tau ) - \mu (0)

u\int 
0

\omega p\varphi (f, t)\scrS pd\mu 

\biggl( 
\tau t

u

\biggr) \right)  1/p

. (2.3)

Зокрема, \Omega \alpha (f, \tau , \mu , u)\scrS p позначає усереднене значення класичного модуля гладкостi порядку
\alpha функцiї f з вагою \mu \in M(\tau ), тобто \Omega \alpha (f, \tau , \mu , u)\scrS p := \Omega \varphi (f, \tau , \mu , u)\scrS p при \varphi (t) = \varphi \alpha (t) =

= 2
\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\alpha 
2 .
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Зазначимо, що для довiльних f \in \scrS p, \tau > 0, \mu \in M(\tau ) та u > 0 функцiонали \Omega \varphi (f, \tau , \mu , u)\scrS p
не перевищують значення \omega \varphi (f, u)\scrS p , i тому в деяких випадках вони можуть бути бiльш ефек-
тивними для характеризацiї структурних та апроксимативних властивостей функцiї f.

2.2. Означення \bfitpsi -похiдних i функцiональних класiв. Нехай \psi = \{ \psi (k)\} k\in \BbbZ — довiльна

послiдовнiсть комплексних чисел. Якщо для даної функцiї f \in L з рядом Фур’є
\sum 

k\in \BbbZ 
\widehat f(k)eikx

ряд
\sum 

k\in \BbbZ 
\psi (k) \widehat f(k)eikx є рядом Фур’є деякої функцiї F \in L, то F називається (див., наприк-

лад, [18], гл. 11) \psi -iнтегралом функцiї f i позначається F = \scrJ \psi (f, \cdot ). В свою чергу функцiя
f називається \psi -похiдною функцiї F i позначається f = F\psi . У цьому випадку коефiцiєнти
Фур’є функцiй f i f\psi пов’язанi рiвностями

\widehat f(k) = \psi (k) \widehat f\psi (k), k \in \BbbZ . (2.4)

Множина \psi -iнтегралiв функцiй f iз L позначається L\psi . Якщо \frakN \subset L, то через L\psi \frakN познача-
ють множину \psi -iнтегралiв функцiй f \in \frakN . Зокрема, L\psi \scrS p — множина \psi -iнтегралiв функцiй
f \in \scrS p.

У випадку, коли \psi (k) = (\mathrm{i}k) - r, r = 0, 1, . . . , будемо позначати L\psi =: Lr i L\psi \frakN =: Lr\frakN .

Для довiльних фiксованих \varphi \in \Phi , \tau > 0 та \mu \in M(\tau ) розглянемо такi фунцiональнi класи:

L\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p :=

\biggl\{ 
f \in L\psi \scrS p : \Omega \varphi 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

\leq 1, n \in \BbbN 
\biggr\} 
, (2.5)

L\psi (\varphi , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p :=
\Bigl\{ 
f \in L\psi \scrS p : \Omega \varphi (f

\psi , \tau , \mu , u)\scrS p \leq \Omega (u), 0 \leq u \leq \tau 
\Bigr\} 
, (2.6)

де \Omega (u) — фiксована неперервна монотонно зростаюча функцiя змiнної u \geq 0 така, що
\Omega (0) = 0. Також ми позначаємо L\psi (\alpha , \tau , \mu , n)\scrS p := L\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p i L\psi (\alpha , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p :=

:= L\psi (\varphi , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p при \varphi (t) = \varphi \alpha (t) = 2
\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kh)

\alpha 
2 .

Зазначимо, що у випадку, коли p = 2, \psi (k) = k - r, r \in \BbbN i вагова функцiя \mu (t) = t,

класи, подiбнi до класiв L\psi (\alpha , \tau , \mu , n)\scrS p та L\psi (\alpha , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p , вперше розглянув Л. В. Тайков
[22, 23]. Вiн знайшов точнi значення деяких поперечникiв таких класiв у просторах L2 у
випадку, коли мажоранти \Omega усереднених значень модулiв гладкостi задовольняють певнi умови.
Згодом питання знаходження точних значень поперечникiв у просторах L2 та \scrS p аналогiчних
функцiональних класiв, породжених рiзними ваговими функцiями \mu , вивчались у багатьох
роботах (див., наприклад, [3, 7, 9, 12], [14] (гл. 4), [16, 27, 29, 30]).

2.3. Найкращi наближення та поперечники функцiональних класiв. Нехай T2n+1, n =

= 0, 1, . . . , — множина всiх тригонометричних полiномiв Tn(x) =
\sum 

| k| \leq n
cke

ikx порядку n, де

ck — довiльнi комплекснi числа.
Для будь-якої функцiї f \in \scrS p позначимо через En(f)\scrS p її найкраще наближення тригоно-

метричними полiномами Tn - 1 \in T2n - 1 у просторi \scrS p, тобто

En(f)\scrS p := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
Tn - 1\in T2n - 1

\| f  - Tn - 1\| \scrS p . (2.7)

Iз спiввiдношення (1.1) випливає (див., наприклад, [18], гл. 11, формула (11.4)), що для будь-якої
функцiї f \in \scrS p при всiх n = 0, 1, . . .

Epn(f)\scrS p = \| f  - Sn - 1(f)\| p\scrS p =
\sum 
| k| \geq n

| \widehat f(k)| p, (2.8)
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де Sn - 1(f) = Sn - 1(f, \cdot ) =
\sum 

| k| \leq n - 1
\widehat f(k)eik\cdot — частинна сума Фур’є порядку n - 1 функцiї f.

Далi, нехай K — опукла центрально-симетрична пiдмножина простору \scrS p i B — одинична
куля простору \scrS p. Нехай також FN — довiльний N -вимiрний пiдпростiр простору \scrS p, N \in \BbbN ,
i L(\scrS p, FN ) — множина лiнiйних операторiв з \scrS p в FN . Через P(\scrS p, FN ) позначимо пiдмно-
жину проєктивних операторiв iз множини L(\scrS p, FN ), тобто множину операторiв A лiнiйного
проєктування на множину FN таких, що Af = f при f \in FN . Величини

bN (K,\scrS p) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
FN+1

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ \varepsilon > 0 : \varepsilon B \cap FN+1 \subset K\} ,

dN (K,\scrS p) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
FN

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in K

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
u\in FN

\| f  - u\| \scrS p ,

\lambda N (K,\scrS p) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
FN

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
A\in L(\scrS p,FN )

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in K

\| f  - Af\| \scrS p ,

\pi N (K,\scrS p) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
FN

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
A\in P(\scrS p,FN )

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in K

\| f  - Af\| \scrS p

називаються вiдповiдно бернштейнiвським, колмогоровським, лiнiйним i проєктивним N -попе-
речниками множини K у просторi \scrS p.

3. Основнi результати. 3.1. Нерiвностi типу Джексона. У цьому пiдпунктi отримано
нерiвностi типу Джексона в термiнах найкращих наближень функцiй та усереднених значень
їхнiх узагальнених модулiв гладкостi у просторах \scrS p.

Теорема 3.1. Нехай f \in L\psi \scrS p, 1 \leq p < \infty , \varphi \in \Phi , \tau > 0, \mu \in M(\tau ) i \{ \psi (k)\} k\in \BbbZ —
довiльна послiдовнiсть комплексних чисел таких, що | \psi (k)| \leq K < \infty . Тодi для довiльного
n \in \BbbN справджується нерiвнiсть

En(f)\scrS p \leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

\nu (n) \Omega \varphi 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p
, (3.1)

де \nu (n) := \nu (n, \psi ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}| k| \geq n | \psi (n)| ,

In,\varphi ,p(\tau , \mu ) := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
k\geq n
k\in \BbbN 

\tau \int 
0

\varphi p
\biggl( 
kt

n

\biggr) 
d\mu (t). (3.2)

Якщо при цьому функцiя \varphi є неспадною на промiжку [0, \tau ], \nu (n) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | \psi (n)| , | \psi ( - n)| \} i
виконується умова

In,\varphi ,p(\tau , \mu ) =

\tau \int 
0

\varphi p(t)d\mu (t), (3.3)

то нерiвнiсть (3.1) не може бути покращена, тобто

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\psi \scrS p
f \not =const

En(f)\scrS p

\Omega \varphi 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

=

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)\int \tau 

0
\varphi p(t)d\mu (t)

\right)    
1/p

\nu (n). (3.4)
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Доведення. Нехай f \in L\psi \scrS p, 1 \leq p <\infty . Внаслiдок (2.4) i (2.8) маємо

Epn(f)\scrS p =
\sum 
| k| \geq n

| \widehat f(k)| p \leq \sum 
| k| \geq n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \nu (n)\psi (k)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
p

| \widehat f(k)| p =
= \nu p(n)

\sum 
| k| \geq n

\bigm| \bigm| \bigm| \widehat f(k)
\psi (k)

\bigm| \bigm| \bigm| p = \nu p(n)Epn(f
\psi )\scrS p . (3.5)

Як показано при доведеннi теореми 2 в роботi [1], для довiльної g \in \scrS p, 1 \leq p < \infty , \tau > 0,

\varphi \in \Phi , \mu \in M(\tau ) i n \in \BbbN 

Epn(g)\scrS p \leq 1

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\tau \int 
0

\omega p\varphi 

\biggl( 
g,
t

n

\biggr) 
\scrS p
d\mu (t). (3.6)

Покладаючи в (3.6) g = f\psi , одержуємо

Epn(f
\psi )\scrS p \leq \mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\int \tau 

0
\omega p\varphi 

\Bigl( 
f\psi ,

t

n

\Bigr) 
\scrS p
d\mu (t)

\mu (\tau ) - \mu (0)
\leq 

\leq \mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )
\Omega p\varphi 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p
. (3.7)

Об’єднуючи нерiвностi (3.5) i (3.7), отримуємо (3.1).
Нехай тепер функцiя \varphi є неспадною на [0, \tau ], виконується нерiвнiсть (3.3) i \nu (n) =

= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | \psi (n)| , | \psi ( - n)| \} . Тодi на пiдставi (3.1) маємо

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\psi \scrS p
f \not =const

En(f)\scrS p

\Omega \varphi 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

\leq 

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)\int \tau 

0
\varphi p(u)d\mu (u)

\right)    
1/p

\nu (n). (3.8)

Для доведення непокращуваностi нерiвностi (3.8) розглянемо функцiю

fn(x) = \gamma + \varepsilon  - n\delta e
 - inx + \varepsilon n\delta e

inx,

де \gamma i \delta — будь-якi комплекснi числа, а величина \varepsilon k, k \in \{  - n, n\} , дорiвнює 1 при \nu (n) = | \psi (k)| 
i 0 при \nu (n) > | \psi (k)| .

Оскiльки функцiя \varphi (nt) є неспадною на
\Bigl[ 
0,
\tau 

n

\Bigr] 
, то внаслiдок (2.1) i (2.4) маємо

\omega \varphi (f
\psi 
n , t) = | \delta | (\varepsilon  - n + \varepsilon n)

1/p \varphi (nt)

\nu (n)
. (3.9)

Враховуючи (2.3), (3.9) i рiвнiсть En(fn)\scrS p = | \delta | (\varepsilon  - n + \varepsilon n)
1/p, бачимо, що

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\psi \scrS p
f \not =const

En(f)\scrS p

\Omega \varphi 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

\geq 
En(fn)\scrS p

\Omega \varphi 

\Bigl( 
f\psi n , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

=
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=
| \delta | (\varepsilon  - n + \varepsilon n)

1/p(\mu (\tau ) - \mu (0))1/p\nu (n)\Biggl( \int \tau /n

0
| \delta | p(\varepsilon  - n + \varepsilon n)\varphi 

p(nt)d\mu (nt)

\Biggr) 1/p
=

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)\int \tau 

0
\varphi p(u)d\mu (u)

\right)    
1/p

\nu (n). (3.10)

Iз спiввiдношень (3.8) i (3.10) отримуємо (3.4).
Теорему 3.1 доведено.
Об’єднуючи спiввiдношення (3.5) i (3.6), у яких g = f\psi , i враховуючи неспадання модуля

\omega \varphi (f, t)\scrS p при t \geq 0, робимо висновок, що має мiсце таке твердження.

Наслiдок 3.1. Нехай f \in L\psi \scrS p, 1 \leq p < \infty , \varphi \in \Phi , \tau > 0, \mu \in M(\tau ) i \{ \psi (k)\} k\in \BbbZ —
послiдовнiсть комплексних чисел таких, що | \psi (k)| \leq K <\infty . Тодi при будь-якому n \in \BbbN 

En(f)\scrS p \leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

\nu (n)\omega \varphi 

\Bigl( 
f,
\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p
, (3.11)

де \nu (n) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}| k| \geq n | \psi (n)| , а величина In,\varphi ,p(\tau , \mu ) визначається рiвнiстю (3.2).

Функцiя \varphi \alpha (t) = 2
\alpha 
2 (1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\alpha 
2 , \alpha > 0, є неспадною на вiдрiзку [0, \pi ]. Тому в цьому

випадку справджується таке твердження.
Наслiдок 3.2. Нехай f \in L\psi \scrS p, 1 \leq p <\infty , \tau > 0, \mu \in M(\tau ) i \{ \psi (k)\} k\in \BbbZ — послiдовнiсть

комплексних чисел таких, що | \psi (k)| \leq K <\infty . Тодi для довiльних чисел \alpha > 0 i n \in \BbbN 

En(f)\scrS p \leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\alpha ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

\nu (n) \Omega \varphi 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p
, (3.1\prime )

де \nu (n) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}| k| \geq n | \psi (n)| , величина In,\alpha ,p(\tau , \mu ) визначається рiвнiстю (3.2) з \varphi (t) = \varphi \alpha (t) =

= 2
\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\alpha 
2 .

Якщо при цьому \nu (n) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | \psi (n)| , | \psi ( - n)| \} i

In,\alpha ,p(\tau , \mu ) = 2
\alpha p
2

\tau \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2 d\mu (t), (3.3\prime )

то при \tau \in (0, \pi ] нерiвнiсть (3.1\prime ) не може бути покращена, тобто

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\psi \scrS p
f \not =const

En(f)\scrS p

\Omega \alpha 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

=

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)

2
\alpha p
2

\int \tau 

0
(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\alpha p
2 d\mu (t)

\right)    
1/p

\nu (n) =

=

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)

2\alpha p
\int \tau 

0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha p

t

2
d\mu (t)

\right)    
1/p

\nu (n) . (3.4\prime )

Розглянемо деякi наслiдки з цього твердження для конкретних вагових функцiй \mu 1(t) =

= 1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t i \mu 2(t) = t.
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Наслiдок 3.3. Нехай f \in L\psi \scrS p, 1 \leq p < \infty , i \{ \psi (k)\} k\in \BbbZ — послiдовнiсть комплексних
чисел таких, що | \psi (k)| \leq K <\infty . Тодi для довiльних \alpha > 0 i n \in \BbbN 

En(f)\scrS p \leq 
\biggl( 

2

In,\alpha ,p(\pi , \mu 1)

\biggr) 1/p

\Omega \alpha 

\Bigl( 
f\psi , \pi , \mu 1,

\pi 

n

\Bigr) 
\scrS p

\nu (n) , (3.12)

де \nu (n) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}| k| \geq n | \psi (n)| ,

In,\alpha ,p(\pi , \mu 1) = 2
\alpha p
2 \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
k\geq n
k\in \BbbN 

\pi \int 
0

\biggl( 
1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

kt

n

\biggr) \alpha p
2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t dt. (3.13)

Якщо при цьому \nu (n) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | \psi (n)| , | \psi ( - n)| \} i
\alpha p

2
\in \BbbN , то нерiвнiсть (3.12) на множинi

L\psi \scrS p не може бути покращена i

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\psi \scrS p
f \not =const

En(f)\scrS p

\Omega \alpha 

\Bigl( 
f\psi , \pi , \mu 1,

\pi 

n

\Bigr) 
\scrS p

=

\Bigl( \alpha p
2

+ 1
\Bigr) 1/p

2\alpha 
\nu (n). (3.14)

Доведення. Справдi, якщо в наслiдку 3.2 покласти \tau = \pi i \mu (t) = 1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, то спiввiдно-

шення (3.12) випливатиме з нерiвностi (3.1\prime ). Якщо число
\alpha p

2
є натуральним, то використаємо

формулу (див. [20], формула (52))

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\theta \geq 1

\pi \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta t)\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t dt =
2\lambda +1

\lambda + 1
, \lambda \in \BbbN . (3.15)

Покладаючи \lambda =
\alpha p

2
i \theta =

k

n
, k = n, n+ 1, n+ 2, . . . , бачимо, що \theta \geq 1. Тому

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
k\geq n
k\in \BbbN 

\tau \int 
0

\biggl( 
1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

kt

n

\biggr) \alpha p
2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t dt =

\tau \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t dt =

2
\alpha p
2
+1

\alpha p

2
+ 1

, (3.16)

i рiвнiсть (3.14) випливає iз спiввiдношення (3.4\prime ), в якому \mu (t) = 1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t i \tau = \pi .

Наслiдок 3.3 доведено.
У випадку, коли p = 2, \mu 1(t) = 1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, \tau = \pi i \varphi (t) = 2

1
2 (1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

1
2 , тобто коли

\omega \varphi — звичайний модуль неперервностi (модуль гладкостi порядку 1), нерiвнiсть вигляду (3.11)
отримав О. I. Степанець [18] (гл. 8). Як випливає з формули (3.16), у цьому випадку\biggl( 

\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

= 2 - 1/2.

Зауваження 3.1. У випадку, коли p = 2 i \psi (k) = (\mathrm{i}k) - r, r = 0, 1, . . . , рiвнiсть (3.14) можна
записати у виглядi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in Lr\scrS 2

f \not =const

En(f)\scrS 2

\Omega \alpha 

\Bigl( 
f (r), \pi , \mu 1,

\pi 

n

\Bigr) 
\scrS 2

=

\surd 
\alpha + 1

2\alpha 
n - r, \alpha > 0, n \in \BbbN . (3.14\prime )
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При \alpha = 1 це спiввiдношення випливає з результату М. I. Черних [26]. При довiльних \alpha = k \in 
\in \BbbN i n \in \BbbN точнi значення величин у лiвiй частинi (3.14\prime ) отримали С. М. Васильєв [10], а
також Х. Юссеф [29] у дещо iншiй формi.

Наслiдок 3.4. Нехай 0 < \tau \leq 3\pi 

4
, \mu 2(t) = t, числа 1 \leq p < \infty i \alpha > 0 такi, що

\alpha p \geq 1. Нехай також n \in \BbbN i \{ \psi (k)\} k\in \BbbZ — послiдовнiсть комплексних чисел таких, що
\nu (n) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}| k| \geq n | \psi (n)| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | \psi (n)| , | \psi ( - n)| \} . Тодi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\psi \scrS p
f \not =const

En(f)\scrS p

\Omega \alpha 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu 2,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

=

\left(    \tau 

2\alpha p
\int \tau 

0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha p

t

2
dt

\right)    
1/p

\nu (n). (3.17)

Доведення. Як показано в [11], при довiльних \tau \in 
\Bigl( 
0,

3\pi 

4

\Bigr] 
i \gamma \geq 1

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
k\geq n
k\in \BbbN 

\tau \int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \nu t
2n

\bigm| \bigm| \bigm| \gamma dt = \tau \int 
0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\gamma 
t

2
dt.

Тому при \gamma = \alpha p i \tau \in 
\Bigl( 
0,

3\pi 

4

\Bigr] 
маємо

In,\alpha ,p(\tau , \mu 2) = 2
\alpha p
2 \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
k\geq n
k\in \BbbN 

\tau \int 
0

\biggl( 
1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

kt

n

\biggr) \alpha p
2

dt = 2\alpha p \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
k\geq n
k\in \BbbN 

\tau \int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kt
2n

\bigm| \bigm| \bigm| \alpha pdt =

= 2\alpha p
\tau \int 

0

\bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t
2

\bigm| \bigm| \bigm| \alpha pdt = 2
\alpha p
2

\tau \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2 dt.

Отже, спiввiдношення (3.17) випливає з рiвностi (3.4\prime ), де \mu (t) = t i \tau \in 
\Bigl( 
0,

3\pi 

4

\Bigr] 
.

Наслiдок 3.4 доведено.
Зазначимо, що у випадку, коли p = 2, \psi (k) = (\mathrm{i}k) - r, r \geq 0 i k = 1 або r \geq 1/2 i k \in \BbbN ,

рiвнiсть (3.17) випливає з результатiв Л. В. Тайкова [22, 23].
3.2. Поперечники класiв \bfitL \bfitpsi (\bfitvarphi , \bfitmu , \bfittau , \bfitn )\bfscrS \bfitp . У цьому пiдпунктi знайдено значення кол-

могоровських, бернштейнiвських, лiнiйних i проєктивних поперечникiв означених формулою
(2.5) класiв L\psi (\varphi , \mu , \tau , n)\scrS p у випадку, коли послiдовностi \psi (k) задовольняють деякi природнi
умови. Для формулювання цих результатiв позначимо через \Psi множину всiх послiдовностей
\{ \psi (k)\} k\in \BbbZ комплексних чисел таких, що | \psi (k)| = | \psi ( - k)| \geq | \psi (k + 1)| при k \in \BbbN .

Теорема 3.2. Нехай 1 \leq p < \infty , \psi \in \Psi , \tau > 0, функцiя \varphi \in \Phi є неспадною на вiдрiзку
[0, \tau ] i \mu \in M(\tau ). Тодi для довiльних n \in \BbbN i N \in \{ 2n - 1, 2n\} справджуються нерiвностi\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)\int \tau 

0
\varphi p(t)d\mu (t)

\right)    
1/p

| \psi (n)| \leq PN (L
\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p ,\scrS 

p) \leq 
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\leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| , (3.18)

де величина In,\varphi ,p(\tau , \mu ) визначається рiвнiстю (3.2) i PN — будь-який iз поперечникiв bN , dN ,
\lambda N чи \pi N .

Якщо при цьому виконується умова (3.3), то

PN (L
\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p ,\scrS 

p) =

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)\int \tau 

0
\varphi p(t)d\mu (t)

\right)    
1/p

| \psi (n)| . (3.19)

Доведення. Використовуючи теорему 3.1, з огляду на означення множини \Psi для довiльної
функцiї f \in L\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p маємо

En(f)\scrS p \leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

\Omega \varphi 

\Bigl( 
f\psi , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

| \psi (n)| \leq 

\leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| . (3.20)

Тодi, враховуючи означення проєктивного поперечника \pi N , а також спiввiдношення (2.8),
(3.20), робимо висновок, що

\pi 2n - 1(L
\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p ,\scrS 

p) \leq En(L
\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p )\scrS p =

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\psi (\varphi ,\tau , \mu , n)\scrS p

En(f)\scrS p \leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| . (3.21)

Оскiльки поперечники bN , dN , \lambda N i \pi N не зростають iз зростанням N i

bN (K,X) \leq dN (K,X) \leq \lambda N (K,X) \leq \pi N (K,X) (3.22)

(див., наприклад, [24], гл. 4), то на пiдставi (3.21) отримуємо оцiнку зверху для PN у (3.18).
Для встановлення необхiдної оцiнки знизу достатньо показати, що

b2n(L
\psi (\varphi , \mu , \tau , n)\scrS p ,\scrS 

p) \geq 

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)\int \tau 

0
\varphi p(u)d\mu (u)

\right)    
1/p

| \psi (n)| =: Rn. (3.23)

У (2n+1)-вимiрному просторi T2n+1 тригонометричних полiномiв порядку n розглянемо кулю
B2n+1, радiус якої дорiвнює визначенiй у (3.23) величинi Rn,

B2n+1 =
\bigl\{ 
tn \in T2n+1 : \| tn\| \scrS p \leq Rn

\bigr\} 
,

i покажемо виконання вкладення B2n+1 \subset L\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p .
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Для довiльного полiнома Tn \in B2n+1 внаслiдок (2.1) i парностi функцiї \varphi з \Phi маємо

\omega p\varphi (T
\psi 
n , t)\scrS p = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

0\leq v\leq t

\sum 
| k| \leq n

\varphi p(kv)| \widehat T\psi n (k)| p.
Тодi, враховуючи спiввiдношення (2.4) i неспадання на [0, a] функцiї \varphi , при \tau \in (0, a] отриму-
ємо

(\mu (\tau ) - \mu (0))\Omega p\varphi 

\Bigl( 
T\psi n , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

=

\tau \int 
0

\omega p\varphi 

\biggl( 
T\psi n ,

t

n

\biggr) 
\scrS p
d\mu (t) =

=

\tau \int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq v\leq t

n

\sum 
| k| \leq n

\varphi p(kv)| \widehat T\psi n (k)| pd\mu (t)= \tau \int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq v\leq t

\sum 
| k| \leq n

\varphi p
\biggl( 
kv

n

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \widehat Tn(k)
\psi (k)

\bigm| \bigm| \bigm| pd\mu (t) \leq 
\leq 1

| \psi (n)| p

\tau \int 
0

\sum 
| k| \leq n

\varphi p(t)| \widehat Tn(k)| pd\mu (t) \leq \| Tn\| p\scrS p
| \psi (n)| p

\tau \int 
0

\varphi p(t)d\mu (t).

Тому з включення Tn \in B2n+1 випливає нерiвнiсть \Omega \varphi 

\Bigl( 
T\psi n , \tau , \mu ,

\tau 

n

\Bigr) 
\scrS p

\leq 1. Таким чином, Tn \in 

\in L\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p i виконується вкладення B2n+1 \subset L\psi (\varphi , \mu , \tau , n)\scrS p . На пiдставi означення
бернштейнiвського поперечника справджується нерiвнiсть (3.23). Отже, спiввiдношення (3.18)
доведено. Легко бачити з умови (3.3), що оцiнки зверху i знизу для величин
PN (L

\psi (\varphi , \tau , \mu , n)\scrS p ,\scrS 
p) збiгаються i тому має мiсце рiвнiсть (3.19).

Теорему 3.2 доведено.
У випадку, коли \varphi (t) = 2

\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\alpha 
2 , отримуємо таке твердження.

Наслiдок 3.5. Нехай 1 \leq p < \infty , \psi \in \Psi , \tau \in (0, \pi ], \alpha \in \BbbN i \mu \in M(\tau ). Тодi для довiльних
n \in \BbbN i N \in \{ 2n - 1, 2n\} справджуються нерiвностi\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)

2\alpha p
\int \tau 

0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha p

t

2
d\mu (t)

\right)    
1/p

| \psi (n)| \leq PN (L
\psi (\alpha , \tau , \mu , n)\scrS p ,\scrS 

p) \leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\alpha ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| ,

де величина In,\alpha ,p(\tau , \mu ) визначається рiвнiстю (3.2) з \varphi (t) = 2
\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kh)

\alpha 
2 i PN — будь-який

iз поперечникiв bN , dN , \lambda N чи \pi N .
Якщо при цьому виконується умова (3.3\prime ), то

PN (L
\psi (\alpha , \tau , \mu , n)\scrS p ,\scrS 

p) =

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)

2\alpha p
\int \tau 

0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha p

t

2
d\mu (t)

\right)    
1/p

| \psi (n)| .

Для вагових функцiй \mu 1(t) = 1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t i \mu 2(t) = t з наслiдку 3.5 одержуємо такi твердження.
Наслiдок 3.6. Нехай 1 \leq p < \infty , \psi \in \Psi , \alpha \in \BbbN i \mu 1(t) = 1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t. Тодi для довiльних

n \in \BbbN i N \in \{ 2n - 1, 2n\} \Bigl( \alpha p
2

+ 1
\Bigr) 1/p

2\alpha 
| \psi (n)| \leq PN (L

\psi (\alpha , \pi , \mu 1, n)\scrS p ,\scrS 
p) \leq 

\biggl( 
2

In,\alpha ,p(\pi , \mu 1)

\biggr) 1/p

| \psi (n)| ,
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де In,\alpha ,p(\pi , \mu 1) — величина вигляду (3.13) i PN — будь-який iз поперечникiв bN , dN , \lambda N чи \pi N .

Якщо при цьому
\alpha p

2
\in \BbbN , то

PN (L
\psi (\alpha , \pi , \mu 1, n)\scrS p ,\scrS 

p) =

\Bigl( \alpha p
2

+ 1
\Bigr) 1/p

2\alpha 
| \psi (n)| .

Наслiдок 3.7. Нехай \psi \in \Psi , 0 < \tau \leq 3\pi 

4
, \mu 2(t) = t, числа \alpha > 0 i 1 \leq p < \infty такi, що

\alpha p \geq 1. Тодi для довiльних n \in \BbbN i N \in \{ 2n - 1, 2n\} 

PN (L
\psi (\alpha , \tau , \mu 2, n)\scrS p ,\scrS 

p) =

\left(    \tau 

2\alpha p
\int \tau 

0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha p

t

2
dt

\right)    
1/p

| \psi (n)| ,

де PN — будь-який iз поперечникiв bN , dN , \lambda N чи \pi N .
3.3. Поперечники класiв \bfitL \bfitpsi (\bfitvarphi , \bfitmu , \bfittau ,\bfOmega )\bfscrS \bfitp . Знайдемо також значення поперечникiв класiв

L\psi (\varphi , \mu , \tau ,\Omega )\scrS p вигляду (2.6) при деяких обмеженнях на мажоранти \Omega .

Теорема 3.3. Нехай 1 \leq p < \infty , \psi \in \Psi , функцiя \varphi \in \Phi є неспадною на деякому вiдрiзку
[0, a], a > 0, i \varphi (a) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ \varphi (t) : t \in \BbbR \} . Нехай також \tau \in (0, a], \mu \in M(\tau ) i при всiх \xi > 0 i
0 < u \leq a функцiя \Omega задовольняє умову

\Omega 

\biggl( 
u

\xi 

\biggr) \left(  \xi \tau \int 
0

\varphi p\ast (t)d\mu 

\biggl( 
t

\xi 

\biggr) \right)  1/p

\leq \Omega (u)

\left(  \tau \int 
0

\varphi p(t)d\mu (t)

\right)  1/p

, (3.24)

де

\varphi \ast (t) :=

\biggl\{ 
\varphi (t), 0 \leq t \leq a,

\varphi (a), t \geq a.
(3.25)

Тодi для довiльних n \in \BbbN i N \in \{ 2n - 1, 2n\} \left(    \mu (\tau ) - \mu (0)\int \tau 

0
\varphi p(t)d\mu (t)

\right)    
1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
\leq PN (L

\psi (\varphi , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p ,\scrS 
p) \leq 

\leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
, (3.26)

де величина In,\varphi ,p(\tau , \mu ) означена рiвнiстю (3.2) i PN — будь-який iз поперечникiв bN , dN , \lambda N
чи \pi N .

Якщо при цьому виконується умова (3.3), то

PN (L
\psi (\varphi , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p ,\scrS 

p) =

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)\int \tau 

0
\varphi p(t)d\mu (t)

\right)    
1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
. (3.27)
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Доведення даної теореми в основному повторює доведення теореми 3.2. На основi нерiв-
ностi (3.1) для довiльної функцiї f \in L\psi (\varphi , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p

En(f)\scrS p \leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
, (3.28)

звiдки, враховуючи означення поперечника \pi N i спiввiдношення (2.8), отримуємо

\pi 2n - 1(L
\psi (\varphi , \mu , \tau ,\Omega )\scrS p ,\scrS 

p) = En(L
\psi (\varphi , \mu , \tau ,\Omega )\scrS p )\scrS p =

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\psi (\varphi ,\mu ,\tau ,\Omega )\scrS p

En(f)\scrS p \leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
. (3.29)

Для отримання необхiдної оцiнки знизу покажемо, що

b2n(L
\psi (\varphi , \mu , \tau ,\Omega )\scrS p ,\scrS 

p) \geq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\varphi ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
=: R\ast 

n. (3.30)

Для цього в (2n + 1)-вимiрному просторi T2n+1 тригонометричних полiномiв порядку n роз-
глянемо кулю B2n+1, радiус якої дорiвнює визначенiй в (3.30) величинi R\ast 

n,

B\ast 
2n+1 =

\bigl\{ 
Tn \in T2n+1 : \| Tn\| \scrS p \leq R\ast 

n

\bigr\} 
,

i доведемо справедливiсть вкладення B\ast 
2n+1 \subset L\psi (\varphi , \mu , \tau ,\Omega )\scrS p .

Припустимо, що Tn \in B\ast 
2n+1. Враховуючи неспадання функцiї \varphi на [0, a], а також спiввiд-

ношення (2.4) i (3.25), маємо

(\mu (\tau ) - \mu (0))\Omega p\varphi (T
\psi 
n , \tau , \mu , u)\scrS p =

u\int 
0

\omega p\varphi (T
\psi 
n , t)\scrS pd\mu 

\biggl( 
\tau t

u

\biggr) 
=

=

u\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq v\leq t

\sum 
| k| \leq n

\varphi p(kv)| \widehat T\psi n (k)| pd\mu \biggl( \tau tu
\biggr) 
=

u\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
0\leq v\leq t

\sum 
| k| \leq n

\varphi p(kv)
\bigm| \bigm| \bigm| \widehat Tn(k)
\psi (k)

\bigm| \bigm| \bigm| pd\mu \biggl( \tau t
u

\biggr) 
\leq 

\leq 1

| \psi (n)| p

u\int 
0

\sum 
| k| \leq n

\varphi p\ast (nt)| \widehat Tn(k)| pd\mu \biggl( \tau tu
\biggr) 

\leq 
\| Tn\| p\scrS p
| \psi (n)| p

u\int 
0

\varphi p\ast (nt)d\mu 

\biggl( 
\tau t

u

\biggr) 
\leq 

\leq 
\| Tn\| p\scrS p
| \psi (n)| p

nu\int 
0

\varphi p\ast (t)d\mu 

\biggl( 
\tau t

nu

\biggr) 
.

Iз включення Tn \in B\ast 
2n+1 i спiввiдношення (3.24) з \xi =

nu

\tau 
випливає, що

\Omega \varphi (T
\psi 
n , \tau , \mu , u)\scrS p \leq 

\left(    
\int nu

0
\varphi p\ast (t)d\mu 

\Bigl( \tau t
nu

\Bigr) 
\int \tau 

0
\varphi p(t)d\mu (t)

\right)    
1/p

\Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
\leq \Omega (u).
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Тому B\ast 
2n+1 \subset L\psi (\varphi , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p i за означенням бернштейнiвського поперечника справджу-

ється спiввiдношення (3.30). Об’єднуючи спiввiдношення (3.22), (3.28) i (3.30) та враховуючи
монотонне незростання по N кожного з поперечникiв bN , dN , \lambda N i \pi N , отримуємо (3.26). За
умови (3.3) оцiнки зверху i знизу в (3.26) величин PN (L

\psi (\varphi , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p ,\scrS 
p) збiгаються i тому

виконуються нерiвностi (3.27).
Теорему 3.3 доведено.
У випадку \varphi (t) = \varphi \alpha (t) = 2

\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\alpha 
2 справджується таке твердження.

Наслiдок 3.8. Нехай 1 \leq p < \infty , \psi \in \Psi , \tau \in (0, \pi ], \alpha > 0 i \mu \in M(\tau ). Нехай також при
всiх \xi > 0 i 0 < u \leq \pi функцiя \Omega задовольняє умову

\Omega 

\biggl( 
u

\xi 

\biggr) \left(  \xi \tau \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2
\ast d\mu 

\biggl( 
t

\xi 

\biggr) \right)  1/p

\leq \Omega (u)

\left(  \tau \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2 d\mu (t)

\right)  1/p

, (3.24\prime )

де

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)\ast :=

\biggl\{ 
1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, 0 \leq t \leq \pi ,

2, t \geq \pi .
(3.25\prime )

Тодi для довiльних n \in \BbbN i N \in \{ 2n - 1, 2n\} справджуються нерiвностi\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)

2\alpha p
\int \tau 

0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha p

t

2
d\mu (t)

\right)    
1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
\leq PN (L

\psi (\alpha , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p ,\scrS 
p) \leq 

\leq 
\biggl( 
\mu (\tau ) - \mu (0)

In,\alpha ,p(\tau , \mu )

\biggr) 1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
,

де величина In,\alpha ,p(\tau , \mu ) означена рiвнiстю (3.2) з \varphi (t) = 2
\alpha 
2 (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kh)

\alpha 
2 i PN — будь-який iз

поперечникiв bN , dN , \lambda N чи \pi N .
Якщо при цьому виконується умова (3.3\prime ), то

PN (L
\psi (\alpha , \tau , \mu ,\Omega )\scrS p ,\scrS 

p) =

\left(    \mu (\tau ) - \mu (0)

2\alpha p
\int \tau 

0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha p

t

2
d\mu (t)

\right)    
1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
.

Зазначимо, що для конкретних функцiй \mu \in M(\tau ) при певних обмеженнях на тi чи iншi
параметри задачi щодо iснування функцiй \Omega , якi задовольняють умови вигляду (3.24) i (3.24\prime ),
дослiджувались у багатьох роботах (див., наприклад, [3, 22, 23, 30]).

Для вагових функцiй \mu 1(t) = 1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t i \mu 2(t) = t з наслiдку 3.8 випливають такi твердження.
Наслiдок 3.9. Нехай 1 \leq p < \infty , \psi \in \Psi , \alpha > 0, \mu 1(t) = 1  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t i при всiх \xi > 0 i

0 < u \leq \pi функцiя \Omega задовольняє умову

\Omega 

\biggl( 
u

\xi 

\biggr) \left(  1

\xi 

\pi \xi \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2
\ast \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t

\xi 
dt

\right)  1/p

\leq \Omega (u)

\left(  \pi \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} tdt

\right)  1/p

, (3.31)
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де функцiя (1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)\ast задається спiввiдношенням (3.25\prime ).

Тодi для довiльних n \in \BbbN i N \in \{ 2n - 1, 2n\} \Bigl( \alpha p
2

+ 1
\Bigr) 1/p

2\alpha 
| \psi (n)| \Omega 

\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
\leq PN (L

\psi (\alpha , \pi , \mu 1,\Omega )\scrS p ,\scrS 
p) \leq 21/p| \psi (n)| 

I
1/p
n,\alpha ,p(\pi , \mu 1)

\Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
,

де In,\alpha ,p(\pi , \mu 1) — величина вигляду (3.13) i PN -— будь-який iз поперечникiв bN , dN , \lambda N чи
\pi N .

Якщо при цьому
\alpha p

2
\in \BbbN , то

PN (L
\psi (\alpha , \pi , \mu 1,\Omega )\scrS p ,\scrS 

p) =

\Bigl( \alpha p
2

+ 1
\Bigr) 1/p

2\alpha 
| \psi (n)| \Omega 

\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
.

У випадку, коли p = 2, \psi (k) = (\mathrm{i}k) - r, r \in \BbbN , i \alpha = 1, наслiдок 3.9 отримано в [3], а також
доведено iснування функцiй \Omega , якi задовольняють (3.31) при наведених вище обмеженнях на
параметри p i \alpha .

Наслiдок 3.10. Нехай 1 \leq p <\infty , \psi \in \Psi , 0 < \tau \leq 3\pi 

4
, \mu 2 = t i при всiх \xi > 0 i 0 < u \leq \pi 

функцiя \Omega задовольняє умову

\Omega 

\biggl( 
u

\xi 

\biggr) \left(  1

\xi 

\xi \tau \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2
\ast dt

\right)  1/p

\leq \Omega (u)

\left(  \tau \int 
0

(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\alpha p
2 dt

\right)  1/p

. (3.32)

Тодi для довiльних n \in \BbbN i N \in \{ 2n - 1, 2n\} 

PN (L
\psi (\alpha , \tau , \mu 2,\Omega )\scrS p ,\scrS 

p) =

\left(    \tau 

2\alpha p
\int \tau 

0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha p

t

2
dt

\right)    
1/p

| \psi (n)| \Omega 
\Bigl( \tau 
n

\Bigr) 
,

де PN — будь-який iз поперечникiв bN , dN , \lambda N чи \pi N .
Зазначимо, що для \alpha \in \BbbN наслiдки 3.2 i 3.3 (при \psi \in \Psi ), а також 3.5, 3.8 i 3.9 встановив

ранiше А. С. Сердюк [16].
У випадку, коли p = 2, \psi (k) = (\mathrm{i}k) - r i r \geq 0, \alpha = 1 або r \geq 1/2, \alpha \in \BbbN , наслiдок

3.10 випливає з результатiв робiт [22, 23] (див. також [14], гл. 4), де також доведено iснування
функцiй \Omega , якi задовольняють нерiвнiсть (3.32) з вiдповiдними обмеженнями на параметри p,

\alpha i r.
Питання отримання нерiвностей типу Джексона у просторах \scrS p, а також знаходження

точних значень поперечникiв класiв, породжених обмеженнями на усередненi значення модулiв
гладкостi, аналогiчних до (2.3), розглядалися також у багатьох роботах (див., наприклад, [7,
8, 11]).
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