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НЕЛОКАЛЬНА ЗАДАЧА З IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ
ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ВЕКТОРНОГО ПОРЯДКУ

For \{  - \rightarrow p ;
 - \rightarrow 
h \} -parabolic equations with continuous coefficients, the problem of finding classical solutions that satisfy a

modified initial condition with generalized data such as the Gelfand and Shilov distributions is considered. This condition
linearly combines the values of the solution at the initial and an intermediate points in time. The conditions for the correct
solvability of this problem are clarified and the formula for its solution is found. With the help of the obtained results, the
corresponding problem with impulse action is solved.

Для \{  - \rightarrow p ;
 - \rightarrow 
h \} -параболiчних рiвнянь з неперервними коефiцiєнтами розглядається задача про знаходження класичних

розв’язкiв, якi задовольняють модифiковану початкову умову з узагальненими даними типу розподiлiв Гельфанда
i Шилова. Ця умова лiнiйно поєднує в собi значення розв’язку в початковий та деякий промiжний моменти часу.
З’ясовано умови коректної розв’язностi цiєї задачi та знайдено формулу її розв’язку. З допомогою одержаних
результатiв розв’язано вiдповiдну задачу з iмпульсною дiєю.

Вступ. Нехай \BbbN — множина натуральних чисел, \BbbN m := \{ 1, . . . ,m\} ; \BbbR n — дiйсний простiр
розмiрностi n \geq 1 зi скалярним добутком (\cdot , \cdot ) та нормою \| x\| := (x, x)1/2, \BbbR := \BbbR 1; \BbbZ n

+ —
множина всiх n-вимiрних мультиiндексiв, \BbbZ + := \BbbZ 1

+; i — уявна одиниця; | x+iy| := (x2+y2)1/2,

якщо \{ x, y\} \subset \BbbR ; zl := zl11 . . . zlnn , \| z\| l := | z1| l1 + . . . + | zn| ln , | l| := l1 + . . . + ln, 1/l :=

:= (1/l1, . . . , 1/ln), якщо z := (z1, . . . , zn) \in \BbbR n, l := (l1, . . . , ln) \in \BbbZ n
+; \partial 

k
x — частинна похiдна

за змiнною x порядку k.

Зафiксуємо довiльно вектор  - \rightarrow p \in \BbbZ n
+ iз компонентами pj > 1 i розглянемо диференцiальне

рiвняння вигляду

\partial tu(t;x) = P (t; i\partial x)u(t;x), (t;x) \in \Pi (0;T ] := (0;T ]\times \BbbR n, (1)

в якому

P (t; i\partial x) =
\sum 

k1/p1+...+kn/pn\leq 1

ak(t)i
| k| \partial k

x

(тут коефiцiєнти ak(\cdot ) — неперервнi на множинi [0;T ] функцiї).

Вважатимемо, що рiвняння (1) на множинi \Pi [0;T ] є рiвномiрно \{  - \rightarrow p ;
 - \rightarrow 
h \} -параболiчним iз

показником параболiчностi
 - \rightarrow 
h \in \BbbZ n

+, 0 < hj \leq pj , тобто таким, що [15]

\exists \delta > 0 \exists \delta 0 \geq 0 \forall t \in [0;T ] \forall \xi \in \BbbR n : \mathrm{R}\mathrm{e}P (t; \xi ) \leq  - \delta \| \xi \| 
 - \rightarrow 
h + \delta 0.

У [15] з’ясовано, що кожне
 - \rightarrow 
2b-параболiчне (за Ейдельманом) рiвняння (1) є також \{ 

 - \rightarrow 
2b;

 - \rightarrow 
2b\} -

параболiчним, а кожне параболiчне за Шиловим рiвняння порядку p з показником параболiч-
ностi h — \{  - \rightarrow p ;

 - \rightarrow 
h \} -параболiчним з pj = p i hj = h.

Для рiвняння (1) задамо початкову умову

u(t; \cdot )| t=0
= f. (2)
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Дослiдження задачi Кошi (1), (2) у випадку, коли початкова функцiя f є узагальненою функ-
цiєю типу розподiлiв Гельфанда i Шилова, проводилось у працi [15], де встановлено коректну
розв’язнiсть цiєї задачi та описано всi класичнi розв’язки рiвняння (1) у просторах типу S

основних функцiй Гельфанда i Шилова. Подiбнi результати для параболiчних за Шиловим рiв-
нянь одержано в [14]. У працях [16, 17] також наведено альтернативнi методи дослiдження
фундаментального розв’язку задачi Кошi для параболiчних за Шиловим систем, якi дозволя-
ють уникнути поняття роду рiвняння та труднощiв, пов’язаних iз його знаходженням. Коректну
розв’язнiсть задачi Кошi для параболiчних за Шиловим та

 - \rightarrow 
2b-параболiчних рiвнянь у прос-

торах розподiлiв Гельфанда i Шилова, а також принцип локалiзацiї розв’язку на початковiй
гiперплощинi встановлено в [5, 6]. Властивостi стабiлiзацiї розв’язкiв параболiчного рiвнян-
ня (1) при спецiальних \Lambda -умовах вивчалися в [7, 10]. Класи єдиностi та коректностi задачi Кошi
для рiвняння (1) зi скалярною параболiчнiстю описано в [3, 35]. Працi [11, 18 – 22] присвячено
побудовi теорiї задачi Кошi для рiвняння (1) з коефiцiєнтами, залежними вiд просторової змiн-
ної. Результати цих дослiджень природно доповнюють i узагальнюють класичну теорiю задачi
Кошi для параболiчних за Петровським рiвнянь [9, 27, 33].

Деякi задачi теплофiзики, астрономiї, дифузiї, демографiї, математичної бiологiї тощо (див.
[1, 2, 26, 30]) своєю специфiкою приводять до узагальнення початкової умови (2), зокрема до
формулювання її у виглядi

u(t; \cdot )| t=0
+ \nu u(t; \cdot )| t=t1

= f. (3)

Тут \nu i f — вiдомi величини, a t1 — фiксований промiжний момент часу, t1 \in (0;T ].

Для параболiчних за Петровським рiвнянь, тобто рiвнянь (1) зi скалярною параболiчнiстю,
в яких p = h = 2b, задачi з умовою (3) та умовами бiльш загальної форми розглядались у
[8, 12, 13, 24, 31, 34]. Тут з’ясовуються рiзноманiтнi питання про коректнiсть постановки таких
задач та методи їх розв’язування за тих чи iнших умов на вхiднi данi.

Метою даної роботи є встановлення для параболiчного диференцiального рiвняння (1) век-
торного порядку коректної розв’язностi задачi з еволюцiйною умовою (3) у класi узагальнених
початкових даних типу розподiлiв Гельфанда i Шилова, а також розв’язання цiєї задачi з наяв-
ним часовим iмпульсом, який може вiдбутися як до моменту часу t1, так i пiсля нього.

Зазначимо, що задачi з iмпульсною дiєю для диференцiальних рiвнянь дослiджувались у
багатьох працях, зокрема в [29, 32], при цьому задача Кошi з iмпульсною дiєю для параболiчних
рiвнянь розглядалась у [23, 25, 28].

Опишемо коротку структуру роботи. У першому пунктi наведено необхiдну iнформацiю про
простори основних i узагальнених функцiй, якi слугуватимуть тут середовищем дослiдження
еволюцiйної задачi, а також вiдомостi про коректну розв’язнiсть задачi Кошi для параболiчних
за Шиловим рiвнянь (1). У другому пунктi шляхом зведення до вiдповiдної задачi Кошi (1), (2)
знайдено класичнi розв’язки еволюцiйної задачi (1), (3) з узагальненими початковими даними
f. Задачу (1), (3) з iмпульсною пiслядiєю та переддiєю розв’язано вiдповiдно в пунктах 3 i 4.
Останнiй пункт мiстить висновки.

1. Попереднi вiдомостi. Нехай \BbbC \infty (\BbbR n) — клас усiх нескiнченно диференцiйовних на \BbbR n

функцiй, S — простiр Л. Шварца елементiв з \BbbC \infty (\BbbR n), якi швидко спадають на нескiнченностi,
a S\prime — вiдповiдний простiр розподiлiв Шварца [4].
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Для \alpha i \beta з \BbbR n iз додатними компонентами \alpha j , \beta j покладемо

S\alpha = \{ \varphi \in S| \exists A > 0 \forall k \in \BbbZ n
+ \exists ck > 0 \forall q \in \BbbZ n

+ \forall x \in \BbbR n : | xq\partial k
x\varphi (x)| \leq ckA

| q| q\alpha q\} ,

S\beta = \{ \varphi \in S| \exists B > 0 \forall q \in \BbbZ n
+ \exists cq > 0 \forall k \in \BbbZ n

+ \forall x \in \BbbR n : | xq\partial k
x\varphi (x)| \leq cqB

| k| k\beta k\} ,

S\beta 
\alpha = \{ \varphi \in S| \exists A > 0 \exists B > 0 \exists c > 0 \forall \{ k, q\} \subset \BbbZ n

+ \forall x \in \BbbR n : | xq\partial k
x\varphi (x)| \leq cA| q| B| k| q\alpha qk\beta k\} .

Множини S\alpha , S
\beta i S\beta 

\alpha з вiдповiдними топологiями [4] є злiченно-нормованими повними дос-
коналими просторами, якi називаються просторами типу S Гельфанда i Шилова.

Простiр S\beta 
\alpha нетривiальний при \alpha j + \beta j \geq 1, j \in \BbbN n, i складається лише з тих функцiй

\varphi \in \BbbC \infty (\BbbR n), що задовольняють нерiвнiсть

| \partial k
x\varphi (x)| \leq cB| k| k\beta ke - \delta \| x\| 1/\alpha , k \in \BbbZ n

+, x \in \BbbR n,

з додатними сталими c, B i \delta , залежними тiльки вiд функцiї \varphi [4].

У просторах типу S визначенi та неперервнi операцiї додавання, множення, згортки й
оператор F перетворення Фур’є, причому виконуються топологiчнi рiвностi F [S\alpha ] = S\alpha ,

F [S\beta ] = S\beta , F [S\beta 
\alpha ] = S\alpha 

\beta [4].

Позначимо через \Phi \prime простiр, топологiчно спряжений iз простором \Phi \in 
\bigl\{ 
S1/

 - \rightarrow 
h ;S

1/
 - \rightarrow 
h

 - \rightarrow 
\beta 

, \beta j \geq 
\geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}l\in \BbbN n pl/hl  - 1/hj

\bigr\} 
. Перетворення Фур’є узагальненої функцiї f \in \Phi \prime , а також згортку

f \ast g елементiв \{ f, g\} \subset \Phi \prime визначимо спiввiдношеннями [4]

\langle F [f ], F [\varphi ]\rangle = (2\pi )n\langle f, \varphi \rangle , \langle f \ast g, \varphi \rangle = \langle f, g \ast \varphi \rangle , \varphi \in \Phi 

(тут кутовими дужками \langle \rangle позначено дiю узагальненої функцiї на основну). Очевидно, що
операцiя згортки f \ast g у просторi \Phi \prime iснуватиме, якщо узагальнена функцiя g є згортувачем у
просторi \Phi , тобто такою, що:

1) (g \ast \varphi )(\cdot ) := \langle g(x), \varphi (x+ \cdot )\rangle \in \Phi (\forall \varphi \in \Phi );

2) операцiя згортки g з елементами \varphi \in \Phi є неперервною в просторi \Phi .

Звiдси приходимо до рiвностi F [f \ast g] = F [f ]F [g], з якої зрозумiло, що елемент g \in 
\in \Phi \prime є згортувачем у \Phi лише тодi, коли його перетворення Фур’є F [g] — мультиплiкатор у
вiдповiдному просторi F [\Phi ].

Правильним є такий критерiй мультиплiкатора [15]: Нехай \theta t\tau (\cdot ) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl\{ \int t

\tau 
P (\tau ; \cdot )d\tau 

\biggr\} 
,

0 \leq \tau < t \leq T. Тодi для того, щоб функцiя \mu (\cdot ) \in \BbbC \infty (\BbbR n) була мультиплiкатором у просторi
F [\Phi ], необхiдно й достатньо, щоб для кожного фiксованого t, 0 < t < 1, добуток (\mu \theta t0)(\cdot )
належав до простору F [\Phi ].

У [15] дослiджено властивостi функцiї \theta t\tau (\cdot ). Зокрема, встановлено належнiсть \theta t\tau (\cdot ) до

простору S
 - \rightarrow 
\lambda 

1/
 - \rightarrow 
h
, \lambda j := \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}l\in \BbbN n pl/hl  - 1/hj , при кожному фiксованому t > \tau та одержано

оцiнки\bigm| \bigm| \partial k
\xi \theta 

t
\tau (\xi )

\bigm| \bigm| \leq ce\delta (t - \tau )A| k| k
 - \rightarrow 
\lambda k(t - \tau )n+\gamma (k)e - \delta 0(t - \tau )\| \xi \| 

 - \rightarrow 
h
, k \in \BbbZ n

+, \xi \in \BbbR n, 0 \leq \tau < t \leq T,

(4)
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з додатними сталими c, \delta , \delta 0 i A. Тут \gamma (k) = 1 +
\sum n

j=1
kj(1  - \lambda j), якщо 0 < t  - \tau < 1, i

\gamma (k) =
\sum n

j=1
kj(1 + 1/hj) при 1 \leq t - \tau .

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння (1) з початковою умовою (2), в якiй f — функцiонал
iз простору \Phi \prime .

Означення. Розв’язком задачi Кошi (1), (2) на множинi \Pi (0;T ] називається функцiя u,

яка на \Pi (0;T ] задовольняє рiвняння (1) у звичайному розумiннi, а початкову умову (2) у сенсi
збiжностi в просторi \Phi \prime .

Фундаментальним розв’язком задачi Кошi для рiвняння (1) є функцiя

G(t, \tau ; \cdot ) = F - 1[\theta t\tau (\xi )](t, \tau ; \cdot ), 0 \leq \tau < t \leq T.

Справджується таке твердження.
Теорема 1 [15]. Нехай f — дiйснозначний функцiонал iз простору \Phi \prime . Тодi вiдповiдна за-

дача Кошi (1), (2) на множинi \Pi (0;T ] коректно розв’язна, її розв’язок u(t;x) є диференцiйовною
за змiнною t та нескiнченно диференцiйовною за змiнною x функцiєю, для якої виконуються
такi умови:

1) F [\partial tu(t; \cdot )] = \partial tF [u(t; \cdot )], t \in (0;T ];

2) u(t;x) = f \ast G(t, 0;x), (t;x) \in \Pi (0;T ].

Цi результати ми використаємо при встановленнi розв’язностi вiдповiдної еволюцiйної за-
дачi Кошi (1), (3).

2. Еволюцiйна задача Кошi. Зафiксуємо довiльно дiйснозначний функцiонал f iз простору
\Phi \prime та параметр \nu \in \BbbR i для рiвняння (1) задамо еволюцiйну початкову умову (3), яку, з огляду
на диференцiйовнiсть функцiї u у точцi t1, розумiтимемо як слабку збiжнiсть у \Phi \prime :

\langle u(t;x), \varphi (x)\rangle  - \rightarrow 
t\rightarrow +0

\langle f(x) - \nu u(t1;x), \varphi (x)\rangle (\forall \varphi \in \Phi ).

Розв’яжемо одержану задачу (1), (3) методом перетворення Фур’є. Для цього запишемо
вiдповiдну двоїсту за Фур’є задачу

\partial tv(t; \xi ) = P (t; \xi )v(t; \xi ), (t; \xi ) \in \Pi (0;T ], (5)

\langle v(t; \xi ), F [\varphi ](\xi )\rangle  - \rightarrow 
t\rightarrow +0

\langle F [f ](\xi ) - \nu v(t1; \xi ), F [\varphi ](\xi )\rangle (\forall F [\varphi ] \in F [\Phi ]), (6)

де v = F [u].

Згiдно з класичною теоремою Кошi, всi розв’язки рiвняння (5) описуються формулою
v(t; \cdot ) = c(\cdot )\theta t0(\cdot ) з довiльною функцiєю c(\cdot ). Звiдси при 1 + \nu \theta t10 (\xi ) \not = 0, \xi \in \BbbR n, прихо-
димо до рiвносильностi умови (6) такiй початковiй умовi:

\langle v(t; \xi ), F [\varphi ](\xi )\rangle  - \rightarrow 
t\rightarrow +0

\biggl\langle 
F [f ](\xi )

1 + \nu \theta t10 (\xi )
, F [\varphi ](\xi )

\biggr\rangle 
(\forall F [\varphi ] \in F [\Phi ]). (7)

Отже, при 1+\nu \theta t10 (\xi ) \not = 0, \xi \in \BbbR n, двоїста за Фур’є задача (5), (6) еквiвалентна задачi Кошi
(5), (7), при цьому єдиним розв’язком цих задач є функцiя

v(t; \xi ) =
F [f ](\xi )

1 + \nu \theta t10 (\xi )
\theta t0(\xi ), (t; \xi ) \in \Pi (0;T ].
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Тодi з огляду на теорему 1 для доведення коректної розв’язностi вихiдної задачi (1), (3) достат-
ньо обґрунтувати належнiсть функцiонала g = F - 1

\bigl[ 
(1+\nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast f до простору \Phi \prime та його

дiйснозначнiсть. Для цього, очевидно, досить показати, що функцiя \mu (\cdot ) = (1 + \nu \theta t10 (\cdot )) - 1 —
мультиплiкатор у просторi F [\Phi ].

Лема 1. Нехай параметр \nu такий, що \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\xi \in \BbbR n | 1 + \nu \theta t10 (\xi )| = b \not = 0. Тодi функцiя \mu (\cdot ) =
= (1 + \nu \theta t10 (\cdot )) - 1 — мультиплiкатор у просторi S

 - \rightarrow 
\lambda 

1/
 - \rightarrow 
h
.

Доведення. Для спрощення викладок наведемо схему доведення при n = 1, скориставшись
iдеєю дослiдження фундаментального розв’язку для \{  - \rightarrow p ;

 - \rightarrow 
h \} -параболiчних рiвнянь, запропо-

нованою в [15]. Зазначимо, що в цьому випадку S
 - \rightarrow 
\lambda 

1/
 - \rightarrow 
h
= S

p1 - 1
h1

1/h1
.

Згiдно з вiдомою формулою Фаа де Бруно диференцiювання складеної функцiї

\partial k
xf(\varphi (x)) =

k\sum 
r

k!

q!j! . . .m!

drf(\varphi )

d\varphi r

\Bigl( d\varphi (x)
1!dx

\Bigr) q\Bigl( d2\varphi (x)
2!dx

\Bigr) j
. . .

\Bigl( dl\varphi (x)
l!dx

\Bigr) m
, k \in \BbbZ +, x \in \BbbR 

(тут знак суми поширюється на всi цiлочисловi невiд’ємнi розв’язки рiвняння k = q + 2j + . . .

. . .+ lm, a r = q + j + . . .+m), одержуємо

| \partial k
\xi \mu (\xi )| \leq 

k\sum 
r

k!(r  - 1)!

q!j! . . .m!

\Bigl( | \nu | 
b

\Bigr) r\bigm| \bigm| \bigm| d\theta t10 (\xi )

1!dx

\bigm| \bigm| \bigm| q\bigm| \bigm| \bigm| d2\theta t10 (\xi )

2!dx

\bigm| \bigm| \bigm| j . . . \bigm| \bigm| \bigm| dl\theta t10 (\xi )

l!dx

\bigm| \bigm| \bigm| m, k \in \BbbZ +, \xi \in \BbbR .

Звiдси, згiдно з формулою Стiрлiнга

n! =
\surd 
2\pi n(n/e)n(1 +O(1/n)),

оцiнкою (4) i тим, що
r!

q!j! . . .m!
\leq 2k,

приходимо до висновку про iснування додатних сталих c, A таких, що для всiх k \in \BbbZ + i \xi \in \BbbR 
виконується нерiвнiсть

| \partial k
\xi \mu (\xi )| \leq cAkk

p1 - 1
h1

k
,

яка у поєднаннi з оцiнкою (4) забезпечує належнiсть добутку (\mu \theta t0)(\cdot ) до простору S
p1 - 1
h1

1/h1
при

кожному фiксованому t \in (0; 1).

Лему доведено.
Отже, справджується таке твердження.

Теорема 2. Нехай параметр \nu такий, що \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\xi \in \BbbR n | 1 + \nu \theta t10 (\xi )| = b \not = 0, а f — дiйсно-
значний функцiонал iз простору \Phi \prime . Тодi вiдповiдна еволюцiйна задача (1), (3) на множинi
\Pi (0;T ] коректно розв’язна, її розв’язок u(t;x) є диференцiйовною за змiнною t та нескiнченно
диференцiйовною за змiнною x функцiєю, для якої виконуються такi умови:

1) F [\partial tu(t; \cdot )] = \partial tF [u(t; \cdot )], t \in (0;T ];

2) u(t;x) = g \ast G(t, 0;x), (t;x) \in \Pi (0;T ], де g = f \ast F - 1
\bigl[ 
(1+\nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
.
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Перейдемо до розгляду еволюцiйної задачi Кошi (1), (3) з одинарною iмпульсною дiєю, яка
вiдбувається в момент часу t0 \in (0;T ). У цьому випадку рiвняння (1) розглядатиметься вже на
множинi \Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} з додатковою умовою iмпульсу

u(t; \cdot )| t=t0+0
 - u(t; \cdot )| t=t0 - 0

= \chi , (8)

де \chi \in \BbbR \setminus \{ 0\} . Вважатимемо, що розв’язок u в точцi t0 неперервний злiва. Тодi умову (8)
розумiтимемо в такому граничному сенсi:

\langle u(t;x), \varphi (x)\rangle  - \rightarrow 
t\rightarrow t0+0

\langle \chi + u(t0  - 0;x), \varphi (x)\rangle (\forall \varphi \in \Phi ).

З огляду на специфiку умови (3) при t1 \not = T можливi два випадки: t1 < t0 — iмпульсна
пiслядiя; t0 < t1 — iмпульсна переддiя.

Розглянемо окремо кожен iз цих випадкiв.
3. Еволюцiйна задача з iмпульсною пiслядiєю. Дослiдимо випадок, коли iмпульс вiдбувся

пiсля „контрольного замiру” еволюцiї u(t; \cdot ) розглядуваного процесу, тобто при t1 < t0. У цьому
випадку на множинi \Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} маємо задачу (1), (3) i (8) при t1 < t0.

Перейдемо до розв’язування цiєї задачi. Якщо врахувати неперервнiсть злiва функцiї u(t; \cdot )
у точцi t0, то на часовому промiжку (0; t0] вихiдна задача (1), (3) i (8), очевидно, зведеться
до задачi (1), (3) з T = t0. Тодi, згiдно з теоремою 2, за вiдповiдних умов шуканий розв’язок
можемо записати у виглядi

u(t;x) = f \ast F - 1
\bigl[ 
(1 + \nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast G(t, 0;x), (t;x) \in \Pi (0;t0],

причому цей розв’язок єдиний на множинi \Pi (0;t0].

Далi, умова iмпульсу (8) набирає вигляду

u(t; \cdot )| t=t0+0
= \varrho , (9)

де \varrho = \chi + f \ast F - 1
\bigl[ 
(1+ \nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast G(t0, 0; \cdot ) — регулярний функцiонал iз простору \Phi \prime . Тому

знаходження розв’язку u задачi (1), (3) i (8) на промiжку (t0;T ] зводиться до розв’язування
задачi Кошi (1), (9) на множинi \Pi (t0;T ]. Скориставшись теоремою 1, знайдемо

u(t;x) = \varrho \ast G(t, t0;x), (t;x) \in \Pi (t0;T ],

i цей розв’язок також єдиний на \Pi (t0;T ].

Використання функцiї Хевiсайда

H(t) =

\Biggl\{ 
1, 0 < t,

0, t < 0,

дозволяє записати знайдений розв’язок на множинi \Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} у виглядi

u(t;x) = H(t0  - t)
\Bigl( 
f \ast F - 1

\bigl[ 
(1 + \nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast G(t, 0;x)

\Bigr) 
+

+H(t - t0)
\Bigl( \bigl( 

\chi + f \ast F - 1
\bigl[ 
(1 + \nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast G(t0, 0; \cdot )

\bigr) 
\ast G(t, t0;x)

\Bigr) 
. (10)

Пiдсумуємо попереднi мiркування у виглядi такого твердження.
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Теорема 3. Якщо параметр \nu такий, що \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\xi \in \BbbR n | 1+\nu \theta t10 (\xi )| = b \not = 0, а f — дiйснозначний
функцiонал iз простору \Phi \prime , то при t1 < t0 вiдповiдна задача (1), (3), (8) на множинi \Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} 
коректно розв’язна. Її розв’язок u(t;x) зображується формулою (3); вiн є диференцiйовним за
змiнною t один раз i нескiнченно диференцiйовним за змiнною x, для якого виконується умова
F [\partial tu(t; \cdot )] = \partial tF [u(t; \cdot )], t \in (0;T ] \setminus \{ t0\} .

4. Еволюцiйна задача з iмпульсною переддiєю. Розглянемо тепер випадок, коли iмпульс
вiдбувся до „контрольного замiру” еволюцiї u(t; \cdot ) : t0 < t1. Тодi на множинi \Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} маємо
задачу (1), (3), (8) при t0 < t1. Розв’язуючи її методом перетворення Фур’є, приходимо до
вiдповiдної двоїстої за Фур’є задачi:

\partial tv(t; \xi ) = P (t; \xi )v(t; \xi ), (t; \xi ) \in \Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} , (11)

\langle v(t; \xi ), F [\varphi ](\xi )\rangle  - \rightarrow 
t\rightarrow +0

\langle F [f ](\xi ) - \nu v(t1; \xi ), F [\varphi ](\xi )\rangle , (12)

\langle v(t; \xi ), F [\varphi ](\xi )\rangle  - \rightarrow 
t\rightarrow t0+0

\langle F [\chi ](\xi ) + v(t0  - 0; \xi ), F [\varphi ](\xi )\rangle (\forall F [\varphi ] \in F [\Phi ]). (13)

Шукаючи розв’язок цiєї задачi у виглядi

v(t; \cdot ) = H(t0  - t)c0(\cdot )\theta t0(\cdot ) +H(t - t0)c1(\cdot )\theta tt0(\cdot ), t \in (0;T ] \setminus \{ t0\} ,

безпосередньо з умов (12), (13) знаходимо

v(t; \xi ) = H(t0  - t)
F [f ](\xi ) - \nu F [\chi ](\xi )\theta t1t0 (\xi )

1 + \nu \theta t10 (\xi )
\theta t0(\xi )+

+H(t - t0)
F [f ](\xi )\theta t00 (\xi ) + F [\chi ](\xi )

1 + \nu \theta t10 (\xi )
\theta tt0(\xi ), (t; \xi ) \in \Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} .

Звiдси приходимо до рiвносильностi на промiжку (0; t0) задачi (11) – (13) i задачi Кошi для
рiвняння (11) з початковою умовою

v(t; \cdot )| t=0
=

F [f ](\cdot ) - \nu F [\chi ](\cdot )\theta t1t0 (\cdot )
1 + \nu \theta t10 (\cdot )

.

Зазначимo, що згiдно з лемою 1 функцiонал F - 1
\bigl[ 
(1+\nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
(\cdot ) — згортувач у просторi

\Phi , a \nu \chi G(t1, t0; \cdot ) \in \Phi , тому на пiдставi теореми 1 вихiдна задача (1), (3), (8) на множинi \Pi (0;t0)

має єдиний розв’язок

u(t;x) =
\bigl( 
f  - \nu \chi G(t1, t0;x)

\bigr) 
\ast F - 1

\bigl[ 
(1 + \nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast G(t, 0;x).

Далi, на промiжку (t0;T ] задачa (11) – (13) рiвносильна задачi Кошi для рiвняння (11) з
початковою умовою

v(t; \cdot )| t=t0
= \rho ,

в якiй \rho =
F [f ](\cdot )\theta t00 (\cdot ) + F [\chi ](\cdot )

1 + \nu \theta t10 (\cdot )
. Оскiльки F - 1[\rho ] — дiйснозначний функцiонал iз простору

\Phi \prime , то, згiдно з теоремою 1, єдиним розв’язком задачi (1), (3), (8) на множинi \Pi (t0;T ] є функцiя

u(t;x) =
\bigl( 
f \ast G(t0, 0;x) + \chi 

\bigr) 
\ast F - 1

\bigl[ 
(1 + \nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast G(t, t0;x).

Отже, справджується таке твердження.
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Теорема 4. Нехай параметр \nu такий, що \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\xi \in \BbbR n | 1 + \nu \theta t10 (\xi )| = b \not = 0, а f — дiйснознач-
ний функцiонал iз простору \Phi \prime . Тодi вiдповiдна задача (1), (3), (8) при t0 < t1 на множинi
\Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} коректно розв’язна, її розв’язок u(t;x) є диференцiйовною за змiнною t та нескiн-
ченно диференцiйовною за змiнною x функцiєю, для якої виконуються такi умови:

1) F [\partial tu(t; \cdot )] = \partial tF [u(t; \cdot )], t \in (0;T ] \setminus \{ t0\} ;
2) u(t;x) = H(t0 - t)

\Bigl[ \bigl( 
f  - \nu \chi G(t1, t0;x)

\bigr) 
\ast F - 1

\bigl[ 
(1+ \nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast G(t, 0;x)

\Bigr] 
+H(t - t0)\times 

\times 
\Bigl[ \bigl( 
f \ast G(t0, 0;x) + \chi 

\bigr) 
\ast F - 1

\bigl[ 
(1 + \nu \theta t10 (\xi )) - 1

\bigr] 
\ast G(t, t0;x)

\Bigr] 
, (t;x) \in \Pi (0;T ]\setminus \{ t0\} .

5. Висновки. Для \{  - \rightarrow p ;
 - \rightarrow 
h \} -параболiчних рiвнянь з неперервно залежними вiд часу коефi-

цiєнтами знайдено достатнi умови, за яких нелокальна двоточкова за часом задача має єдиний
класичний розв’язок у класi узагальнених початкових даних типу розподiлiв Гельфанда i Шило-
ва. Крiм того, встановлено коректну розв’язнiсть цiєї задачi iз наявним одинарним iмпульсом,
при цьому окремо розглянуто випадки з iмпульсною пiслядiєю та переддiєю щодо моменту
контрольного замiру еволюцiї процесу, що описується вихiдним параболiчним рiвнянням. Цi
результати важливi для подальших дослiджень параболiчних рiвнянь iз еволюцiйними умовами
загальнiшої структури.
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