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ОЦIНКИ ДОБУТКIВ ДЕЯКИХ СТЕПЕНIВ ВНУТРIШНIХ РАДIУСIВ
БАГАТОЗВ’ЯЗНИХ ОБЛАСТЕЙ

In this paper, we consider the problem of extreme partition of the complex plane, which is well-known in the geometric
theory of functions. We obtain estimates of the maximum value for the product of some powers of inner radii of n disjoint
domains in the complex plane with respect to n arbitrary points of the plane. Estimates found in this paper can be applied
to various problems of the geometric theory of functions.

Розглядається вiдома проблема геометричної теорiї функцiй про екстремальне розбиття комплексної площини.
Отримано оцiнки максимуму добутку деяких степенiв внутрiшнiх радiусiв n довiльних взаємно неперетинних
областей вiдносно n довiльних точок комплексної площини, одна з яких може бути нескiнченно вiддаленою.
Знайденi оцiнки можуть бути використанi в рiзних задачах геометричної теорiї функцiй.

Вступ. Нехай \BbbN i \BbbR — множини натуральних i дiйсних чисел вiдповiдно, \BbbC — комплексна
площина i \BbbC = \BbbC 

\bigcup 
\{ \infty \} — розширена комплексна площина, \BbbR + = (0,\infty ).

Нехай функцiя f(z), мероморфна в крузi | z| < 1, однолисто вiдображає круг | z| < 1 на
область B \subset \BbbC так, що f(0) = a, де a \in B.

Означення 1. Величина R(B, a) = | f \prime (0)| називається конформним радiусом областi B в
точцi a.

Означення 2. Функцiєю Грiна gB(z, a) областi B з полюсом у скiнченнiй точцi a \in B

називається дiйсна функцiя, гармонiчна по z в B\setminus a, яка прямує до нуля, коли z прямує до межi
B, i для якої в деякому околi точки a має мiсце асимптотичний розклад

gB(z, a) =  - \mathrm{l}\mathrm{n} | z  - a| + \gamma + o(1), z \rightarrow a;

якщо ж a = \infty , то

gB(z, a) = \mathrm{l}\mathrm{n} | z| + \gamma + o(1), z \rightarrow a.

Означення 3. Внутрiшнiм радiусом r(B, a) областi B вiдносно точки a називається
величина e\gamma (див., наприклад, [1, с. 13, 14]).

Зазначимо, що для однозв’язних областей внутрiшнiй радiус областi дорiвнює її конформ-
ному радiусу.

В данiй роботi вивчається така проблема.
Проблема 1. Нехай n — деяке натуральне число, n \geq 3, \alpha k, k = 1, n, — деякi додатнi

дiйснi числа, ak, k = 1, n, — деякий набiр точок комплексної площини. Знайти максимум
добутку

n\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k , (0.1)

де Bk, k = 1, n, — довiльний набiр таких областей, що ak \in Bk, k = 1, n, Bi \cap Bj = \varnothing , i \not = j.
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Дана проблема належить до так званих екстремальних задач про неперетиннi областi
геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної. Виникнення в теорiї однолистих функцiй
екстремальних задач про неперетиннi областi пов’язане з роботою М. О. Лаврентьєва [2], де
було вперше поставлено i розв’язано задачу про добуток конформних радiусiв двох взаємно не-
перетинних однозв’язних областей, а саме, отримано такий результат: якщо a1 i a2 — скiнченнi
точки, то для будь-якої пари неперетинних однозв’язних областей D1 i D2 такої, що ak \in Dk,

k = 1, 2, виконується нерiвнiсть

R(D1, a1)R(D2, a2) \leq | a1  - a2| 2, (0.2)

де знак рiвностi досягається для пiвплощин Dk i точок ak, симетричних вiдносно їхньої спiль-
ної межi. Пiзнiше Г. М. Голузiн узагальнив задачу М. О. Лаврентьєва на випадок довiльного
скiнченного числа n, n \geq 3, взаємно неперетинних однозв’язних областей Bk, ak \in Bk \subset \BbbC 
(\{ ak\} nk=1 — довiльнi фiксованi скiнченнi та рiзнi точки комплексної площини), а при n = 3

отримав точну оцiнку для добутку конформних радiусiв трьох неперетинних областей [3, с. 165]

3\prod 
k=1

R(Bk, ak) \leq 
64

81
\surd 
3
| a2  - a1| | a3  - a1| | a3  - a2| ,

в якiй знак рiвностi досягається, з точнiстю до дробово-лiнiйних перетворень, тiльки для обла-
стей, якi є рiвними кутами, i точок, якi лежать на бiсектрисах цих кутiв на однакових вiдстанях
вiд їхньої спiльної вершини. Для n = 4 Г. В. Кузьмiна в роботi [4] показала, що оцiнка добутку
конформних радiусiв чотирьох неперетинних однозв’язних областей зводиться до проблеми
найменшої ємностi у визначенiй сiм’ї континуумiв, i отримала точну нерiвнiсть

4\prod 
k=1

R(Bk, ak) \leq 
9

48/3

\left(  \prod 
1\leq k<l\leq 4

| al  - ak| 

\right)  2
3

.

Для n \geq 5 повного розв’язку цiєї проблеми на даний час не iснує.
Л. I. Колбiна [5] розглянула дещо iншу задачу, а саме, задачу про максимум J0 виразу

J =
\bigm| \bigm| (f \prime 

1(0))
\alpha (f \prime 

2(0))
\beta 
\bigm| \bigm| , де \alpha > 0 i \beta > 0, функцiї f1 i f2 регулярно i однолисто вiдображають

одиничний круг | z| < 1 на неперетиннi областi B1 i B2 вiдповiдно, причому f1(0) = a1,

f2(0) = a2, a1, a2 — деякi рiзнi точки комплексної площини (iншими словами, задачу про
максимум виразу J = R\alpha (B1, a1)R

\beta (B2, a2), де B1, B2 — неперетиннi однозв’язнi областi,
причому a1 \in B1, a2 \in B2), i встановила, що

J0 =
4\alpha +\beta \alpha \alpha \beta \beta 

| \alpha  - \beta | \alpha +\beta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \surd \alpha  - 
\surd 
\beta \surd 

\alpha +
\surd 
\beta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2
\surd 
\alpha \beta 

| al  - a2| \alpha +\beta .

Крiм того, в [6] було знайдено максимум I0 виразу

I = R\alpha (B1, a1)R
\beta (B2, a2)R

\beta (B3, a3)

в аналогiчнiй задачi i встановлено, що

I0 = A\alpha ,\beta ,\gamma | a1  - a2| \alpha +\beta  - \gamma | a1  - a3| \alpha  - \beta +\gamma | a2  - a3|  - \alpha +\beta +\gamma ,
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де

A\alpha ,\beta ,\gamma =
4\alpha +\beta +\gamma \alpha \alpha \beta \beta \gamma \gamma 

\bigm| \bigm| 2(\alpha \beta + \beta \gamma + \alpha \gamma ) - \alpha 2  - \beta 2  - \gamma 2
\bigm| \bigm| \surd \alpha \beta +

\surd 
\beta \gamma +

\surd 
\alpha \gamma  - 1

2
(\alpha +\beta +\gamma )\bigm| \bigm| (\surd \alpha +

\surd 
\beta )2  - \gamma 

\bigm| \bigm| 2\surd \alpha \beta \bigm| \bigm| (\surd \beta +
\surd 
\gamma )2  - \alpha 

\bigm| \bigm| 2\surd \beta \gamma \bigm| \bigm| (\surd \alpha +
\surd 
\gamma )2  - \beta 

\bigm| \bigm| 2\surd \alpha \gamma 
.

Деякi нерiвностi щодо конформних радiусiв було отримано також в роботi [7].
М. О. Лебедєв у монографiї [8, с. 32, 33] розглянув таку екстремальну задачу про добуток

конформних радiусiв: на площинi w дано n рiзних фiксованих точок ak, k = 1, n, n > 3, та n

додатних дiйсних чисел \gamma k, k = 1, n. Що можна сказати про максимум добутку

n\prod 
k=1

R\gamma k (Bk, ak)  - \rightarrow \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}, n > 3,

де Bk, k = 1, n, — довiльнi взаємно неперетиннi однозв’язнi областi, такi, що ak \in Bk,

k = 1, n? Однак на даний час цю задачу в загальному випадку не розв’язано, вдалось отримати
її розв’язок лише в часткових випадках. Ця задача є безпосереднiм узагальненням попереднiх
результатiв М. О. Лаврентьєва, Г. М. Голузiна, З. Нехарi, Дж. Дженкiнса.

Крiм того, М. О. Лебедєв отримав такий результат [8, с. 220]: нехай
\bigl\{ 
fl(z)

\bigr\} n
l=0

— деякий
набiр функцiй, якi конформно i однолисто вiдображають вiдкритий одиничний круг вiдповiдно
на неперетиннi областi \{ Bl\} nl=0 так, що fl(0) = al, де al — деякий набiр фiксованих скiнченних

точок, i \gamma l, l = 0, n, — фiксованi комплекснi числа, такi, що
\sum n

l=0
\gamma l = 0 i

\sum n

l=0
| \gamma l| \not = 0. Тодi

виконується нерiвнiсть

n\prod 
l=0

\bigm| \bigm| f \prime 
l (0)

\bigm| \bigm| | \gamma l| 2 \leq 
\prod 

0\leq k<l\leq n

| ak  - al|  - 2Re (\gamma l\gamma k) . (0.3)

Деякi узагальнення нерiвностi (0.3) для випадку дiйсних \gamma l було запропоновано в роботi [9].
У бiльшостi iз вказаних робiт регулярнi функцiї задовольняли нормуючу умову: точка z = 0

при вiдображеннi цими функцiями переходила в деякi рiзнi, але фiксованi точки ak, k = 1, n,

комплексної площини. В 1968 р. П. М. Тамразов у роботi [10] висунув iдею, яка полягала в
тому, що точкам ak, k = 1, n, можна надавати деяку „свободу”. Внаслiдок цих результатiв
тематика отримала новий поштовх для свого розвитку, зокрема, в роботах [1 – 15].

Згодом данi задачi було узагальнено для випадку багатозв’язних областей i внутрiшнiх радi-
усiв. Найбiльш загальнi результати в задачах про екстремальне розбиття комплексної площини
саме для випадку багатозв’язних областей було отримано в роботi [11]. Екстремальнi задачi
такого типу розглядалися також у роботах [15 – 32].

Однак, не зважаючи на значну кiлькiсть робiт iз даної тематики, багато екстремальних задач,
зокрема згадана вище задача М. О. Лебедєва для випадку багатозв’язних областей i внутрiшнiх
радiусiв, на даний момент не розв’язанi. Актуальною залишається задача отримання якщо не
точних розв’язкiв, то ефективних оцiнок вiдповiдних функцiоналiв.

Зазначимо, що оцiнки добутку внутрiшнiх радiусiв, отриманi в задачах, де полюси вiдповiд-
них квадратичних диференцiалiв зафiксовано, можуть бути застосованi i для задач iз вiльними
полюсами. Щоб проiлюструвати їхнє використання, розглянемо екстремальну задачу, яку було
сформульовано в роботi [1].
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Проблема 2. Знайти максимум функцiонала

In(\gamma ) = r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r(Bk, ak), (0.4)

де n \in \BbbN , n \geq 2, \gamma \in (0;n], a0 = 0, | a1| = . . . = | an| = 1, ak \in Bk \in \BbbC , причому Bi
\bigcap 

Bj = \varnothing 
для 0 \leq i, j \leq n та i \not = j.

Дана проблема вiдноситься до так званих задач iз вiльними полюсами, оскiльки точки ak
для k = 1, n не фiксованi, а лежать на одиничному колi.

1. Основнi результати. Справджуються такi теореми.
Теорема 1.1. Нехай n — деяке натуральне число, n \geq 3, ak, k = 1, n, — деякий набiр

фiксованих точок комплексної площини, \alpha k, k = 1, n, — деякi додатнi дiйснi числа i \lambda :=

:=
\sum n

k=1
\alpha k. Тодi для довiльного набору областей Bk \subset \BbbC , k = 1, n, таких, що ak \in Bk,

k = 1, n, Bi \cap Bj = \varnothing , i \not = j, виконується нерiвнiсть

n\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k \leq (n - 1) - 
\lambda 
2

n - 1
n - 2

\prod n

i,j=1,i<j
| aj  - ai| 

2(\alpha i+\alpha j)

n - 2\Bigl( \prod n

k=1
r(Bk, ak)

\Bigr) \lambda 
n - 2

. (1.1)

Наслiдок 1.1. Нехай n — деяке натуральне число, n \geq 3, ak, k = 1, n, — деякий набiр
фiксованих точок комплексної площини, \alpha k, k = 1, n, — деякi додатнi дiйснi числа. Тодi для
довiльного набору областей Bk \subset \BbbC , k = 1, n, таких, що ak \in Bk, k = 1, n, Bi \cap Bj = \varnothing ,

i \not = j, виконується нерiвнiсть

n\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k+
\sum n

k=1 \alpha k
n - 2 \leq (n - 1) - 

\sum n
k=1 \alpha k

2
n - 1
n - 2

n\prod 
i,j=1,i<j

| aj  - ai| 
2(\alpha i+\alpha j)

n - 2 .

Нехай I0(n) =
\prod n

k=1
r(Bk, ak) i I(n; \{ \alpha k\} nk=1) =

\prod n

k=1
r\alpha k(Bk, ak). Тодi з теореми 1.1

випливає такий наслiдок.
Наслiдок 1.2. Нехай n — деяке натуральне число, n \geq 3, ak, k = 1, n, — деякий набiр

фiксованих точок комплексної площини, \alpha k, k = 1, n, — деякi додатнi дiйснi числа i \lambda :=

:=
\sum n

k=1
\alpha k. Тодi для довiльного набору областей Bk \subset \BbbC , k = 1, n, таких, що ak \in Bk,

k = 1, n, Bi \cap Bj = \varnothing , i \not = j, виконується нерiвнiсть

I
\lambda 

n - 2

0 (n)I(n; \{ \alpha k\} nk=1) \leq (n - 1) - 
\lambda 
2

n - 1
n - 2

n\prod 
i,j=1,i<j

| aj  - ai| 
2(\alpha i+\alpha j)

n - 2 .

Теорема 1.2. Нехай n — деяке натуральне число, n \geq 3, ak, k = 1, n, — деякий набiр
фiксованих точок комплексної площини i \gamma k, k = 1, n, — деякi додатнi дiйснi числа, причому

\gamma k \geq 

\sum n

k=1
\gamma k

2n - 2
\forall k = 1, n. Тодi для довiльного набору областей Bk \subset \BbbC , k = 1, n, таких, що

ak \in Bk, k = 1, n, Bi \cap Bj = \varnothing , i \not = j, виконується нерiвнiсть

n\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k \leq (n - 1) - 
1
4

\sum n
k=1 \gamma k

n\prod 
i,j=1,i<j

| aj  - ai| 
2

n - 2
(\gamma i+\gamma j - 1

n - 1

\sum n
k=1 \gamma k). (1.2)
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Зауважимо, що умова \gamma k \geq 

\sum n

k=1
\gamma k

2n - 2
є суттєвою, оскiльки в протилежному випадку при ви-

конаннi всiх iнших умов теореми 1.2 для деяких наборiв областей Bk i точок ak нерiвнiсть (1.2)
може не виконуватись.

Нехай областi Bk, точки ak i числа \gamma k, k = 1, n, такi ж, як i в теоремi 1.2. Введемо
позначення

P
\Bigl( 
n; \{ Bk\} nk=1; \{ ak\} nk=1; \{ \gamma k\} nk=1

\Bigr) 
:=

\prod n

k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k\prod n

i,j=1,i<j
| aj  - ai| 

2
n - 2

(\gamma i+\gamma j - 1
n - 1

\sum n
k=1 \gamma k)

. (1.3)

З теореми 1.2 випливає такий наслiдок.
Наслiдок 1.3. Нехай n — деяке натуральне число, n \geq 3, ak, k = 1, n, — деякий набiр

фiксованих точок комплексної площини i \gamma k, k = 1, n, — деякi додатнi дiйснi числа, причому

\gamma k \geq 

\sum n

k=1
\gamma k

2n - 2 \forall k = 1, n. Тодi для довiльного набору областей Bk \subset \BbbC , k = 1, n, таких, що
ak \in Bk, k = 1, n, Bi \cap Bj = \varnothing , i \not = j, виконується нерiвнiсть

P
\bigl( 
n; \{ Bk\} nk=1; \{ ak\} nk=1; \{ \gamma k\} nk=1

\bigr) 
\leq (n - 1) - 

1
4

\sum n
k=1 \gamma k .

Вираз (1.3) має таку важливу властивiсть.
Теорема 1.3. Функцiонал P

\bigl( 
n; \{ Bk\} nk=1; \{ ak\} nk=1; \{ \gamma k\} nk=1

\bigr) 
iнварiантний щодо конформ-

них автоморфiзмiв комплексної площини.

Зауважимо, що функцiонал P
\Bigl( 
n; \{ Bk\} nk=1; \{ ak\} nk=1; \{ \gamma k\} nk=1

\Bigr) 
було розглянуто також у стат-

тi [33].
У випадку, коли одна з точок ak є нескiнченно вiддаленою, в нерiвностi (1.2) всi множники,

якi мiстять дану точку, перетворяться на одиницю. Зокрема, справедливою є така теорема.
Теорема 1.4. Нехай n — деяке натуральне число, n \geq 3, ak, k = 1, n, — деякий набiр

фiксованих точок комплексної площини, причому an = \infty , i \gamma k, k = 1, n, — деякi додатнi

дiйснi числа, причому \gamma k \geq 

\sum n

k=1
\gamma k

2n - 2
\forall k = 1, n. Тодi для довiльного набору областей Bk \subset \BbbC ,

k = 1, n, таких, що ak \in Bk, k = 1, n, Bi \cap Bj = \varnothing , i \not = j, виконується нерiвнiсть

\bigl( 
r(Bn, an)

\bigr) \gamma n n - 1\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k \leq (n - 1) - 
1
4

\sum n
k=1 \gamma k

n - 1\prod 
i,j=1,i<j

| aj  - ai| 
2

n - 2
(\gamma i+\gamma j - 1

n - 1

\sum n
k=1 \gamma k).

(1.4)

Оцiнку (1.2) можна застосувати i для оцiнки функцiонала (0.4). Справедливою є така тео-
рема.

Теорема 1.5. Нехай n \in \BbbN , n \geq 3 i 0 < \gamma \leq n. Тодi для довiльного набору точок ak таких,
що a0 = 0, | ak| = 1, k = 1, n, i довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk таких,
що ak \in Bk \subset \BbbC , k = 0, n, виконується нерiвнiсть

r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r(Bk, ak) \leq n - \gamma +n
4 2n - \gamma 

\Biggl( 
m - 1\prod 
k=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\pi 

n

\Biggr) 2(n - \gamma )
n - 1

, (1.5)
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якщо n = 2m, m \in \BbbN , або нерiвнiсть

r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r(Bk, ak) \leq n - \gamma +n
4 2n - \gamma 

\Biggl( 
m\prod 
k=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\pi 

n

\Biggr) 2(n - \gamma )
n - 1

, (1.6)

якщо n = 2m+ 1, m \in \BbbN .
Доведення теореми 1.1. Скористаємось iдеєю, запропонованою в роботi [14], яку потiм

було розвинено при доведеннi теореми 1 в роботi [16].
Нехай d(E) — трансфiнiтний дiаметр компактної множини E \subset \BbbC . Зафiксуємо деяке на-

туральне 1 \leq k \leq n, i нехай B(k) =

\biggl\{ 
z :

1

z  - ak
\in B

\biggr\} 
. З конформної iнварiантностi функцiї

Грiна випливає рiвнiсть

r(Bk, ak) = r(B
(k)
k ,\infty ).

Водночас внутрiшнiй радiус областi B(k)
k в нескiнченно вiддаленiй точцi, згiдно з означенням 3,

дорiвнює величинi, оберненiй до логарифмiчної ємностi, а отже i до трансфiнiтного дiаметра
областi \BbbC \setminus B(k)

k (див. [3, с. 304]), тобто справджуються такi спiввiдношення:

r(Bk, ak) = r(B
(k)
k ,\infty ) =

1

d
\Bigl( 
\BbbC \setminus B(k)

k

\Bigr) \leq 1

d

\left(   n\bigcup 
p=1
p \not =k

B
(k)
p

\right)   
. (1.7)

Далi, згiдно з вiдомою теоремою Пойа [34, с. 28], виконується нерiвнiсть

d(E) \geq 
\sqrt{} 

\mu E

\pi 
,

де \mu E позначає мiру Лебега компактної множини E. Тому в (1.7) отримаємо

r(Bk, ak) \leq 
1

d

\left(   n\bigcup 
p=1
p \not =k

B
(k)
p

\right)   
\leq 1\sqrt{}      1

\pi 
\mu 

\left(   n\bigcup 
p=1
p \not =k

B
(k)
p

\right)   
=

1\sqrt{} 
1

\pi 

\sum n

p=1
p \not =k

\mu B
(k)
p

. (1.8)

За теоремою про мiнiмiзацiю площi одержимо нерiвнiсть \mu B \geq \pi r2 (B, a) , а тому в (1.8)

1\sqrt{} 
1

\pi 

\sum n

p=1
p \not =k

\mu B
(k)
p

\leq 1\sqrt{} \sum n

p=1
p\not =k

r2
\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) .
За нерiвнiстю Кошi будемо мати

1\sqrt{} \sum n

p=1
p \not =k

r2
\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) \leq 1

(n - 1)
1
2

\Biggl( \prod n

p=1
p \not =k

r
\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) \Biggr) 1
n - 1

. (1.9)
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Покажемо, що

r
\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) 
=

r(Bp, ap)

| ap  - ak| 2
, p \not = k. (1.10)

Використовуючи конформну iнварiантнiсть функцiї Грiна, маємо

G
B

(k)
p

(z, a(k)p ) = \mathrm{l}\mathrm{n}
1\bigm| \bigm| z  - a

(k)
p

\bigm| \bigm| + \mathrm{l}\mathrm{n} r
\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) 
+ o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
1\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1

w  - ak
 - 1

ap  - ak

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \mathrm{l}\mathrm{n} r
\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) 
+ o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
| w  - ak| | ap  - ak| 

| w  - ap| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n} r

\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) 
+ o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
1

| w  - ap| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n} | ap  - ak| | ap  - ak + w  - ap| + \mathrm{l}\mathrm{n} r

\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) 
+ o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
1

| w  - ap| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n} | ap  - ak| 2 + \mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + w  - ap
ap  - ak

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \mathrm{l}\mathrm{n} r
\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) 
+ o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
1

| w  - ap| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n} | ap  - ak| 2r

\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) 
+ o(1).

Це означає, що r(Bp, ap) = | ap  - ak| 2r
\bigl( 
B

(k)
p , a

(k)
p

\bigr) 
, звiдки i випливає нерiвнiсть (1.10).

Далi, використовуючи (1.7) i (1.9), отримуємо

r(Bk, ak) \leq 

\Biggl( \prod n

p=1
p\not =k

| ap  - ak| 

\Biggr) 2
n - 1

(n - 1)
1
2

\Biggl( \prod n

p=1
p \not =k

r(Bp, ap)

\Biggr) 1
n - 1

.

Звiдси випливає, що

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k \leq 

\Biggl( \prod n

p=1
p\not =k

| ap  - ak| 

\Biggr) 2\alpha k
n - 1

(n - 1)
\alpha k
2

\Biggl( \prod n

p=1
p \not =k

r(Bp, ap)

\Biggr) \alpha k
n - 1

. (1.11)

Тодi, враховуючи (1.11) i те, що \lambda :=
\sum n

k=1
\alpha k, одержуємо

In(\alpha 1, \alpha 2, . . . , \alpha n) =
n\prod 

k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k \leq 
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\leq (n - 1) - 
\lambda 
2

\prod n

i,j=1,i<j
| aj  - ai| 

2(\alpha i+\alpha j)

n - 1\Bigl( \prod n

k=1
r(Bk, ak)

\Bigr) \lambda 
n - 1

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k

\Biggr) 1
n - 1

.

З останньої нерiвностi отримуємо

\Biggl( 
n\prod 

k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k

\Biggr) 1 - 1
n - 1

\leq (n - 1) - 
\lambda 
2

\prod n

i,j=1,i<j
| aj  - ai| 

2(\alpha i+\alpha j)

n - 1\Bigl( \prod n

k=1
r(Bk, ak)

\Bigr) \lambda 
n - 1

.

Звiдси, пiдносячи обидвi частини останньої нерiвностi до степеня
n - 1

n - 2
, одержуємо нерiв-

нiсть (1.1).
Теорему 1.1 доведено.
Доведення теореми 1.2. З нерiвностi (1.1) маємо

n\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k+
\lambda 

n - 2 \leq (n - 1) - 
\lambda 
2

n - 1
n - 2

n\prod 
i,j=1,i<j

| aj  - ai| 
2(\alpha i+\alpha j)

n - 2 . (1.12)

Позначимо \gamma k = \alpha k +
\lambda 

n - 2
, тобто

\gamma 1 = \alpha 1 +

\sum n

k=1
\alpha k

n - 2
,

\gamma 2 = \alpha 2 +

\sum n

k=1
\alpha k

n - 2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

\gamma k = \alpha k +

\sum n

k=1
\alpha k

n - 2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

\gamma n = \alpha n +

\sum n

k=1
\alpha k

n - 2
.

(1.13)

Додавши всi останнi рiвностi, отримаємо

n\sum 
k=1

\gamma k =
2n - 2

n - 2

n\sum 
k=1

\alpha k,

звiдки

n\sum 
k=1

\alpha k =
n - 2

2n - 2

n\sum 
k=1

\gamma k. (1.14)
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Пiдставивши рiвнiсть (1.14) в кожну з рiвностей (1.13), для кожного k = 1, n отримаємо

\gamma k = \alpha k +

\sum n

k=1
\gamma k

2n - 2
,

звiдки

\alpha k = \gamma k  - 
1

2n - 2

n\sum 
k=1

\gamma k.

Звiдси будемо мати

\alpha k +
\lambda 

n - 2
= \gamma k,

 - \lambda 

2

n - 1

n - 2
=  - n - 2

2n - 2

n - 1

2(n - 2)

n\sum 
k=1

\gamma k =  - 1

4

n\sum 
k=1

\gamma k,

2(\alpha i + \alpha j)

n - 2
=

2

n - 2

\Biggl( 
\gamma i + \gamma j  - 

1

n - 1

n\sum 
k=1

\gamma k

\Biggr) 
.

Пiдставивши останнi рiвностi в нерiвнiсть (1.12), отримаємо нерiвнiсть (1.2).
Теорему 1.2 доведено.
Зауваження 1.1. Для кожного натурального n \geq 2 i деяких наборiв додатних чисел \{ \alpha k\} 

i \{ \gamma k\} , k = 1, n, функцiонал In(\alpha k) =
\prod n

k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k будемо називати спряженим до

функцiонала In(\gamma k) =
\prod n

k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k , якщо для них виконуються рiвностi \gamma k = \alpha k +

+
1

n - 2

\sum n

k=1
\alpha k i \alpha k = \gamma k - 

1

2n - 2

\sum n

k=1
\gamma k. Таким чином, ми оцiнюємо функцiонал In(\gamma k)

за допомогою спряженого функцiонала.
Зауваження 1.2. Рiвностi (1.13) можна розглядати як систему n рiвнянь з невiдомими \{ \alpha k\} 

для k = 1, n, задану матричним рiвнянням

AX = B, (1.15)

де

A =

\left(          

n - 1

n - 2

1

n - 2
. . .

1

n - 2
1

n - 2

n - 1

n - 2
. . .

1

n - 2
. . . . . . . . . . . .

1

n - 2

1

n - 2
. . .

n - 1

n - 2

\right)          
,

X =

\left(        
\alpha 1

\alpha 2

...

\alpha n

\right)        , B =

\left(        
\gamma 1

\gamma 2

...

\gamma n

\right)        .
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Знайшовши обернену матрицю A - 1 i помноживши її на обидвi частини рiвностi (1.15),
отримаємо матрицю X.

Справедливими є такi твердження.
Наслiдок 1.4. Нехай \{ ak\} 3k=1 i \{ Bk\} 3k=1 — деякi набори вiдповiдно точок i областей ком-

плексної площини, причому ak \in Bk \subset \BbbC . Тодi виконується нерiвнiсть

3\prod 
k=1

r(Bk, ak) \leq 2 - 
3
4 | a2  - a1| | a3  - a1| | a3  - a2| .

Для доведення цього наслiдку достатньо покласти \gamma 1 = \gamma 2 = \gamma 3 = 1 в нерiвностi (1.2).

Оскiльки 2 - 
3
4 \approx 0,5946, а

64

81
\surd 
3
\leq 0,4562, то наша оцiнка не набагато поступається точнiй

оцiнцi Г. М. Голузiна [3, с. 165].
Наслiдок 1.5. Нехай \{ ak\} 3k=1 i \{ Bk\} 3k=1 — деякi набори вiдповiдно точок i областей ком-

плексної площини, причому ak \in Bk \subset \BbbC , i \gamma k, k = 1, 3, — деякi додатнi дiйснi числа, причому

\gamma k \geq 

\sum 3

k=1
\gamma k

4
\forall k = 1, 3. Тодi виконується нерiвнiсть

3\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k \leq 2 - 
\sum 3

k=1 \gamma k
4 | a1  - a2| \alpha +\beta  - \gamma | a1  - a3| \alpha  - \beta +\gamma | a2  - a3|  - \alpha +\beta +\gamma .

Зауваження 1.3. Оцiнка, встановлена в теоремi 1.2, для багатьох окремих випадкiв точнiша
за оцiнку, отриману в теоремi 1 [8, с. 220]. Розглянемо, наприклад, таку конфiгурацiю: a3 = 0,

ak = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
2\pi i

3
k

\biggr) 
, k = 0, 2, i \gamma k = 1, k = 0, 3. Тодi за нерiвнiстю (1.2) отримаємо

3\prod 
k=0

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k \leq 1

3

\Bigl( 
(
\surd 
3)3
\Bigr) 2
3
= 1.

Покладаючи в нерiвностi (0.3) \gamma 0 = \gamma 1 = 1, \gamma 2 = \gamma 3 =  - 1, одержуємо

3\prod 
k=0

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k \leq 
\bigl( \surd 

3
\bigr) 2\bigl( \surd 

3
\bigr) 2\bigl( \surd 

3
\bigr)  - 2

= 3.

Таким чином, для вказаної конфiгурацiї наша оцiнка є точнiшою.
Доведення теореми 1.3. Нехай областi Bk, точки ak i числа \gamma k, k = 1, n, такi ж, як i в

теоремi 1.2. Нехай

w = f(z) =
az + b

cz + d
(1.16)

— деякий конформний автоморфiзм комплексної площини i B\ast 
k = f(Bk), a\ast k = f(ak) для

довiльного k = 1, n.

Для довiльного k функцiя Грiна для областi Bk i точки ak має вигляд

GBk
(z, ak) = \mathrm{l}\mathrm{n}

1

| z  - ak| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n} r(Bk, ak) + o(1).
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Водночас отримуємо

GB\ast 
k
(w, a\ast k) = \mathrm{l}\mathrm{n}

1

| w  - a\ast k| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n} r(B\ast 

k, a
\ast 
k) + o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
1\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| az + b

cz + d
 - aak + b

cak + d

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \mathrm{l}\mathrm{n} r(B\ast 
k, a

\ast 
k) + o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
| cz + d| | cak + d| 

| (az + b)(cak + d) - (cz + d)(aak + b)| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n} r(B\ast 

k, a
\ast 
k) + o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
1

| z  - ak| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n}

| cak + d| 2

| ad - bc| 
r(B\ast 

k, a
\ast 
k) + o(1).

Тому, використовуючи конформну iнварiантнiсть функцiї Грiна, маємо

r(B\ast 
k, a

\ast 
k) = r(Bk, ak)

| ad - bc| 
| cak + d| 2

.

Звiдси знаходимо

n\prod 
k=1

(r(B\ast 
k, a

\ast 
k))

\gamma k =

n\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k | ad - bc| 
\sum n

k=1 \gamma k\prod n

k=1
| cak + d| 2\gamma k

. (1.17)

Водночас

| a\ast i  - a\ast j | =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| aai + b

cai + d
 - aaj + b

caj + d

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| (ad - bc)(ai  - aj)

(cai + d)(caj + d)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Тому отримуємо

n\prod 
i,j=1,i<j

| a\ast i  - a\ast j | 
2

n - 2(\gamma i+\gamma j - 1
n - 1

\sum n
k=1 \gamma k) =

=
n\prod 

i,j=1,i<j

| ai  - aj | 
2

n - 2
(\gamma i+\gamma j - 1

n - 1

\sum n
k=1 \gamma k)\times 

\times | ad - bc| 
2

n - 2

\Bigl( 
(n - 1)

\sum n
k=1 \gamma k - 

n(n - 1)
2(n - 1)

\sum n
k=1 \gamma k

\Bigr) 
\times 

\times 
n\prod 

k=1

(cak + d) - 
2

n - 2

\bigl( 
(n - 1)\gamma k - 

\sum n
p=1, p\not =k \gamma p - 

\sum n
k=1 \gamma k

\bigr) 
=

=

n\prod 
i,j=1,i<j

| ai  - aj | 
2

n - 2(\gamma i+\gamma j - 1
n - 1

\sum n
k=1 \gamma k) | ad - bc| 

\sum n
k=1 \gamma k

n\prod 
k=1

(cak + d) - 2\gamma k .

Враховуючи останню рiвнiсть i рiвнiсть (1.17), маємо

P
\bigl( 
n; \{ B\ast 

k\} nk=1; \{ a\ast k\} nk=1; \{ \gamma k\} nk=1

\bigr) 
=

\prod n

k=1
(r(B\ast 

k, a
\ast 
k))

\gamma k\prod n

i,j=1,i<j
| a\ast j  - a\ast i | 

2
n - 2

(\gamma i+\gamma j - 1
n - 1

\sum n
k=1 \gamma k)

=
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=

n\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k | ad - bc| 
\sum n

k=1 \gamma k\prod n

k=1
| cak + d| 2\gamma k

\times 

\times 
n\prod 

i,j=1,i<j

| ai  - aj |  - 
2

n - 2(\gamma i+\gamma j - 1
n - 1

\sum n
k=1 \gamma k)

\prod n

k=1
(cak + d)2\gamma k

| ad - bc| 
\sum n

k=1 \gamma k
=

=

\prod n

k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \gamma k\prod n

i,j=1,i<j
| aj  - ai| 

2
n - 2

(\gamma i+\gamma j - 1
n - 1

\sum n
k=1 \gamma k)

=

= P
\Bigl( 
n; \{ Bk\} nk=1; \{ ak\} nk=1; \{ \gamma k\} nk=1

\Bigr) 
.

Теорему 1.3 доведено.
Доведення теореми 1.4. Правильною є лема, аналогiчна теоремi 1.1.
Лема 1.1. Нехай n — деяке натуральне число, n > 2, \alpha k, k = 1, n, — деякi додатнi дiйснi

числа. Позначимо \lambda :=
\sum n

k=1
\alpha k. Тодi виконується нерiвнiсть

n\prod 
k=1

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k \leq (n - 1) - 
\lambda 
2

n - 1
n - 2

\prod n - 1

i,j=1,i<j
| aj  - ai| 

2(\alpha i+\alpha j)

n - 2\Bigl( \prod n

k=1
r(Bk, ak)

\Bigr) \lambda 
n - 2

, (1.18)

де Bk, k = 1, n, — деякий набiр областей, а ak, k = 1, n, — деякий набiр областей точок
комплексної площини, таких, що ak \in Bk, k = 1, n, Bi \cap Bj = \varnothing , i \not = j, причому an = \infty .

Як i в теоремi 1.2, зафiксуємо деяке натуральне k таке, що 1 \leq k \leq n  - 1. Провiвши
аналогiчнi перетворення, як i в (1.9), отримаємо

r(Bk, ak) \leq (n - 1) - 
1
2

\left(    n\prod 
p=1
p \not =k

r
\bigl( 
B(k)

p , a(k)p

\bigr) \right)    
 - 1

n - 1

. (1.19)

Доведемо, що r
\bigl( 
B

(k)
n , a

(k)
n

\bigr) 
= r

\bigl( 
B

(k)
n , 0

\bigr) 
= r(Bn,\infty ). Використовуючи конформну iнварi-

антнiсть функцiї Грiна для вiдображення w =
1

z  - ak
i враховуючи, що a

(k)
n = 0, маємо

GBn(z,\infty ) = G
B

(k)
n

(w, 0) = \mathrm{l}\mathrm{n}
1

| w| 
+ \mathrm{l}\mathrm{n} r

\bigl( 
B(k)

n , 0
\bigr) 
+ o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n}
1\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1

z  - ak

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + \mathrm{l}\mathrm{n} r
\bigl( 
B(k)

n , 0
\bigr) 
+ o(1) = \mathrm{l}\mathrm{n} | z  - ak| + \mathrm{l}\mathrm{n} r

\bigl( 
B(k)

n , 0
\bigr) 
+ o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n} | z| + \mathrm{l}\mathrm{n}
\bigm| \bigm| \bigm| 1 - ak

z

\bigm| \bigm| \bigm| + \mathrm{l}\mathrm{n} r
\bigl( 
B(k)

n , 0
\bigr) 
+ o(1) =

= \mathrm{l}\mathrm{n} | z| + \mathrm{l}\mathrm{n} r
\bigl( 
B(k)

n , 0
\bigr) 
+ o(1).

Звiдси випливає рiвнiсть r
\bigl( 
B

(k)
n , 0

\bigr) 
= r(Bn,\infty ).
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Для 1 \leq p \leq n - 1, p \not = k, провiвши перетворення, як i в доведеннi теореми 1.2, отримаємо

рiвнiсть r
\bigl( 
B

(k)
p , a

(k)
p

\bigr) 
=

r(Bp, ap)

| ap  - ak| 2
.

Таким чином, з (1.19) для 1 \leq k \leq n - 1 одержуємо

r(Bk, ak) \leq (n - 1) - 
1
2

\left(    n - 1\prod 
p=1
p \not =k

| ap  - ak| 

\right)    
2

n - 1
\left(    n\prod 

p=1
p \not =k

r(Bp, ap)

\right)    
 - 1

n - 1

.

Звiдси знаходимо

\bigl( 
r(Bk, ak)

\bigr) \alpha k \leq (n - 1) - 
\alpha k
2

\left(    n - 1\prod 
p=1
p \not =k

| ap  - ak| 

\right)    
2\alpha k
n - 1
\left(    n\prod 

p=1
p \not =k

r(Bp, ap)

\right)    
 - \alpha k

n - 1

. (1.20)

Якщо ж k = n, то з (1.19) отримуємо

r(Bn,\infty ) \leq (n - 1) - 
1
2

\left(  n - 1\prod 
p=1

r(Bp, ap)

\right)   - 1
n - 1

,

(r(Bn,\infty ))\alpha k \leq (n - 1) - 
\alpha n
2

\left(  n - 1\prod 
p=1

r(Bp, ap)

\right)   - 
\alpha n
n - 1

.

(1.21)

Перемножаючи для k = 1, n нерiвностi (1.20) i (1.21), отримуємо нерiвнiсть (1.18).

Далi, позначивши \gamma k = \alpha k +
\lambda 

n - 2
i провiвши перетворення, аналогiчнi проведеним у

доведеннi теореми 1.2, отримаємо нерiвнiсть (1.4).
Доведення теореми 1.5. Застосуємо нерiвнiсть (1.2) для n+1 областi для функцiонала (0.4),

взявши \gamma 0 = \gamma i \gamma k = 1 для k = 1, n. Отримаємо нерiвнiсть

r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r(Bk, ak) \leq n - \gamma +n
4

\prod 
1\leq i<j\leq n

| aj  - ai| 
2

n - 1
(1 - \gamma 

n
). (1.22)

Нехай, для конкретностi,

0 = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} a1 < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} a2 < . . . < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} an < 2\pi .

Позначимо

\alpha 1 :=
1

\pi 
(\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} a2  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} a1), \alpha 2 :=

1

\pi 
(\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} a3  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} a2), . . . , \alpha n :=

1

\pi 
(2\pi  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} an).

Звiдси \prod 
1\leq i<j\leq n

| aj  - ai| =
\prod 

1\leq i<j\leq n

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\pi (\alpha i + . . .+ \alpha j - 1)

2
. (1.23)
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Врахувавши, що
\sum n

k=1
\alpha k = 2, i використавши дослiдження добутку, записаного в правiй

частинi нерiвностi (1.23), переконаємося, що максимум даного виразу досягається тодi, коли
всi \alpha k рiвнi мiж собою, а тому для n = 2m отримаємо

\prod 
1\leq i<j\leq n

\biggl( 
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi (\alpha i + . . .+ \alpha j - 1)

2

\biggr) 
\leq 2

n2 - n
2

\Biggl( 
m - 1\prod 
k=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\pi 

n

\Biggr) n
.

Пiдставивши отриману нерiвнiсть в (1.22), будемо мати

r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r(Bk, ak) \leq n - \gamma +n
4

\Biggl( 
2

n2 - n
2

\Biggl( 
m - 1\prod 
k=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\pi 

n

\Biggr) n\Biggr) 2(n - \gamma )
n(n - 1)

=

= n - \gamma +n
4 2n - \gamma 

\Biggl( 
m - 1\prod 
k=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\pi 

n

\Biggr) 2(n - \gamma )
n - 1

,

що й доводить нерiвнiсть (1.5).
Якщо ж n = 2m+ 1, то

\prod 
1\leq p<k\leq n

\biggl( 
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\pi (\alpha p + . . .+ \alpha k - 1)

2

\biggr) 
\leq 2

n2 - n
2

\Biggl( 
m\prod 
k=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\pi 

n

\Biggr) n
.

Далi, пiдставивши отриману нерiвнiсть в (1.22), одержимо

r\gamma (B0, 0)
n\prod 

k=1

r(Bk, ak) \leq n - \gamma +n
4

\Biggl( 
2

n2 - n
2

\Biggl( 
m\prod 
k=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\pi 

n

\Biggr) n\Biggr) 2(n - \gamma )
n(n - 1)

=

= n - \gamma +n
4 2n - \gamma 

\Biggl( 
m\prod 
k=1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\pi 

n

\Biggr) 2(n - \gamma )
n - 1

,

що й доводить нерiвнiсть (1.6).
Теорему 1.5 доведено.
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