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ФРЕДГОЛЬМОВI КРАЙОВI ЗАДАЧI
В ПРОСТОРАХ СОБОЛЄВА – СЛОБОДЕЦЬКОГО

We investigate the most general class of linear one-dimensional boundary value problems whose solutions range over a
given Sobolev – Slobodetsky space. We find necessary and sufficient conditions for the unique solvability of such problems
and prove a criterion of continuity of their solutions with respect to a parameter in this space.

Дослiджено найбiльш широкий клас одновимiрних лiнiйних крайових задач, розв’язки яких пробiгають заданий
простiр Соболєва – Слободецького. Знайдено необхiднi i достатнi умови однозначної розв’язностi таких задач. До-
ведено критерiй неперервностi їхнiх розв’язкiв за параметром у цьому просторi.

1. Вступ. У теорiї диференцiальних рiвнянь важливим є питання про умови, за яких можна
виконувати граничний перехiд за параметром у розв’язках рiвнянь. Щодо розв’язкiв задачi
Кошi для нелiнiйних диференцiальних систем такi умови знайдено у роботах I. I. Гiхмана [1],
М. О. Красносельського i С. Г. Крейна [2], Я. Курцвейля i З. Ворела [3], А. М. Самойленка [4].
У лiнiйному випадку бiльш повнi й точнi результати отримали А. Ю. Лєвiн [5, 6], З. Опял [7],
В. Т. Рейд [8] i Нгуен Тхе Хоан [9].

Для крайових задач це питання є набагато складнiшим з огляду на велике рiзноманiття
крайових умов. Його вивчали I. Т. Кiгурадзе [10, 11] i М. Ашордiя [12] стосовно широкого класу
лiнiйних крайових задач для систем m \geq 1 диференцiальних рiвнянь першого порядку. Їхнi
розв’язки є абсолютно неперервними вектор-функцiями на вiдрiзку [a, b] дiйсної осi, а крайовi
умови задано у виглядi By = q, де B — довiльний неперервний лiнiйний оператор на парi
банахових просторiв C([a, b],\BbbR m) i \BbbR m, y — розв’язок, а q \in \BbbR m. У вказаних роботах знайдено
достатнi умови, за яких розв’язки таких крайових задач неперервно залежать вiд параметра за
супремум-нормою, що задає рiвномiрну збiжнiсть на [a, b]. Цi результати були узагальненi i
суттєво уточненi для систем диференцiальних рiвнянь довiльних порядкiв, розв’язки яких є
комплекснозначними функцiями (див. роботи [13, 14] i наведену в них бiблiографiю).

Втiм останнiм часом у дослiдженнях виникають й iншi класи лiнiйних крайових задач. У
роботах [15 – 20] введено i дослiджено максимально широкi класи лiнiйних крайових задач для
систем звичайних диференцiальних рiвнянь, розв’язки яких пробiгають заданий нормований
функцiональний простiр — простiр Соболєва цiлого порядку або простiр n разiв неперервно
диференцiйовних функцiй. Доведено, що цi задачi фредгольмовi з нульовим iндексом, i знайде-
но необхiднi та достатнi умови їх коректної розв’язностi та неперервностi за параметром їхнiх
розв’язкiв у вказаних функцiональних просторах.

Мета цiєї статтi — дослiдити подiбнi класи крайових задач для нормованих функцiональних
просторiв Соболєва – Слободецького W s

p дробового порядку s, де 1 \leq p < \infty . У п. 2 наве-
дено необхiднi вiдомостi про простори Соболєва – Слободецького, а в п. 3 — деякi допомiжнi
результати, якi можуть становити самостiйний iнтерес. Oсновнi результати мiстяться в пп. 4 – 6.
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2. Простори Соболєва – Слободецького. У роботi довiльно вибрано скiнченний iнтервал
(a, b) дiйсної осi, дiйсне число p \in [1,\infty ), натуральне число m i дробове число s \in (0,\infty ) \setminus \BbbN .
Як звичайно, пишемо s = [s] + \{ s\} , де [s] — цiла частина числа s, а \{ s\} — його дробова
частина.

Використовуємо комплекснi простори Соболєва – Слободецького W s
p := W s

p ((a, b),\BbbC ),
(W s

p )
m := W s

p ((a, b),\BbbC m) i (W s
p )

m\times m := W s
p ((a, b),\BbbC m\times m), якi складаються вiдповiдно iз

скалярних функцiй, вектор-функцiй i квадратних матриць-функцiй, заданих на iнтервалi (a, b).
Нагадаємо (див., наприклад, [22], розд. 4, § 1, або [23], п. 4.5.1, зауваження 2), що лiнiйний
простiр W s

p складається з усiх функцiй f \in W
[s]
p , якi задовольняють умову

ls,p(f) :=

b\int 
a

b\int 
a

| f ([s])(x) - f ([s])(y)| p

| x - y| 1+\{ s\} p dxdy < +\infty .

Тут i далi W [s]
p := W

[s]
p ((a, b),\BbbC ) — комплексний простiр Соболєва цiлого порядку [s], заданий

на (a, b), а \| \cdot \| [s],p — норма у цьому просторi. Зокрема, W 0
p = Lp := Lp((a, b),\BbbC ) — простiр

Лебега з нормою \| \cdot \| p := \| \cdot \| 0,p. Крiм того, f ([s]) — похiдна порядку [s] функцiї f \in W
[s]
p .

Ця похiдна iснує у майже всiх (вiдносно мiри Лебега) точках iнтервалу (a, b). Простiр W s
p

надiлений нормою
\| f\| s,p := \| f\| p + (ls,p(f))

1/p

та є повним (тобто банаховим) вiдносно неї. Цей простiр є банаховою алгеброю вiдносно опе-
рацiї множення функцiй тодi i тiльки тодi, коли s > 1/p (див., наприклад, [21], теорема 2.8.3).
З означення простору Соболєва – Слободецького i норми у ньому випливає, що

\| f\| s+1,p \leq \| f\| p + \| f \prime \| s,p \leq 2\| f\| s+1,p,

W s+1
p =

\bigl\{ 
f \in W 1

p : f \prime \in W s
p

\bigr\} 
.

Якщо 0 \leq s0 < s1, то виконується неперервне вкладення W s1
p \subset W s0

p .

Позначимо через M(W s
p ) комплексний лiнiйний простiр усiх функцiй \varphi : (a, b) \rightarrow \BbbC таких,

що f \in W s
p \Rightarrow \varphi f \in W s

p . Функцiї класу M(W s
p ) називають (поточковими) мультиплiкаторами

у просторi W s
p . Лiнiйний оператор множення на функцiю \varphi \in M(W s

p ) є заданим на всьому
просторi W s

p i замкненим у ньому. Тому на пiдставi теореми про замкнений графiк цей оператор
обмежений на W s

p , тобто

\| \varphi \| M ;s,p := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\biggl\{ 
\| \varphi f\| s,p
\| f\| s,p

: f \in W s
p , f \not = 0

\biggr\} 
< \infty .

Простiр M(W s
p ) надiлений нормою \| \cdot \| M,s,p та є повним вiдносно неї.

Лема 1. Нехай 0 < s < 1. Тодi W 1
p \subset M(W s

p ), причому iснує таке число c > 0, що

\| \varphi \| M ;s,p \leq c \| \varphi \| 1,p для довiльного \varphi \in M(W s
p ). (1)

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли p > 1. Нехай \varphi \in W 1
p . Оскiльки W 1

p —
банахова алгебра, то знайдеться таке число c1 > 0, що \| \varphi f\| 1,p \leq c1\| f\| 1,p для довiльного
f \in W 1

p . Зауважимо, що \varphi \in W 1
p \subset W 1

1 \subset C[a, b]. Отже, \| \varphi f\| p \leq c2\| f\| p для будь-якого
f \in Lp, де c2 — супремум-норма функцiї \varphi на вiдрiзку [a, b]. Таким чином, оператор множення
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на функцiю \varphi є обмеженим на кожному з просторiв W 1
p i Lp. Простiр W s

p , де 0 < s < 1, є
результатом дiйсної iнтерполяцiї мiж W 1

p i Lp (див., наприклад, [23], теорема 4.3.1/1). Тому цей
оператор обмежений i на W s

p , тобто \varphi \in M(W s
p ). Отже, W 1

p \subset M(W s
p ) у розглянутому випадку.

Якщо p = 1, це вкладення виконується згiдно з наслiдком 3.3.1 [21]. Нерiвнiсть (1) випливає
тепер з повноти просторiв W 1

p , M(W s
p ) i узгодженостi норм у них (остання справджується,

оскiльки цi простори неперервно вкладенi в W s
p ).

Лему 1 доведено.
3. Теорема про гомеоморфiзми. Позначимо через Y (\cdot ) \in (AC[a, b])m\times m єдиний розв’язок

матричної задачi Кошi

Y \prime (t) +A(t)Y (t) = 0 для м.в. t \in (a, b), (2)

Y (a) = Im, (3)

де коефiцiєнт A(\cdot ) \in 
\bigl( 
W s

p

\bigr) m\times m
. Тут Im — одинична матриця порядку m, а (AC[a, b])m\times m —

комплексний простiр усiх (m\times m)-матриць-функцiй, елементи яких є абсолютно неперервними
скалярними функцiями на вiдрiзку [a, b]. Похiдна матрицi-функцiї класу (AC[a, b])m\times m озна-
чена у майже всiх (м.в.) точках цього вiдрiзка. Як вiдомо, числова матриця Y (t) невироджена
у кожнiй точцi t \in [a, b].

Розглянемо питання про однозначну розв’язнiсть задачi (2), (3) у просторi (W s+1
p )m\times m.

Введемо метричний простiр матриць-функцiй

(\scrY s+1
p ) :=

\bigl\{ 
Y (\cdot ) \in (W s+1

p )m\times m : Y (a) = Im, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}Y (t) \not = 0
\bigr\} 
,

надiлений метрикою
ds+1
p (Y,Z) := \| Y (\cdot ) - Z(\cdot )\| s+1,p.

Теорема 1. Нелiнiйне вiдображення \gamma : A \mapsto \rightarrow Y, де A(\cdot ) \in (W s
p )

m\times m, а Y (\cdot ) \in 
\in (AC[a, b])m\times m — розв’язок задачi Кошi (2), (3), є гомеоморфiзмом банахового простору
(W s

p )
m\times m на метричний простiр (\scrY s+1

p ).

Доведення теореми розiб’ємо на три кроки.
Крок 1. Покажемо, що \gamma — бiєкцiя мiж множинами (W s

p )
m\times m i (\scrY s+1

p ). Спочатку доведемо
iндукцiєю за цiлим [s] \geq 0, що

A(\cdot ) \in (W s
p )

m\times m =\Rightarrow Y (\cdot ) \in (W s+1
p )m\times m. (4)

Обґрунтуємо цю iмплiкацiю у випадку, коли [s] = 0. Якщо A(\cdot ) \in (W s
p )

m\times m, то Y \prime (\cdot ) =

=  - A(\cdot )Y (\cdot ) \in (Lp)
m\times m, оскiльки всi елементи матрицi-функцiї Y (\cdot ) обмеженi на [a, b]. Отже,

Y (\cdot ) \in (W 1
p )

m\times m i тому Y \prime (\cdot ) =  - A(\cdot )Y (\cdot ) \in (W s
p )

m\times m за лемою 1. Звiдси Y (\cdot ) \in (W s+1
p )m\times m,

тобто ми довели (4) у вказаному випадку.
Припустимо тепер, що iмплiкацiя (4) iстинна для деякого цiлого числа [s] = k \geq 0. До-

ведемо її у випадку, коли [s] = k + 1. Якщо справджується включення A(\cdot ) \in (W s
p )

m\times m \subset 
\subset (W s - 1

p )m\times m, то Y (\cdot ) \in (W s
p )

m\times m за iндуктивним припущенням, бо [s  - 1] = k. Отже,
матриця-функцiя Y \prime (\cdot ) =  - A(\cdot )Y (\cdot ) належить до (W s

p )
m\times m, оскiльки W s

p — алгебра у розгля-
нутому випадку. Звiдси Y (\cdot ) \in (W s+1

p )m\times m, тобто ми довели (4) у випадку, коли [s] = k + 1.

Таким чином, згiдно з принципом математичної iндукцiї iмплiкацiя (4) iстинна для будь-якого
цiлого числа [s] \geq 0.
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Отже, вiдображення \gamma дiє на парi просторiв (W s
p )

m\times m i (\scrY s+1
p ). Воно iн’єктивне, оскiльки

A(\cdot ) =  - Y \prime (\cdot )Y  - 1(\cdot ). Покажемо, що воно i сюр’єктивне. Для довiльно вибраної матрицi-
функцiї Y (\cdot ) \in (\scrY s+1

p ) покладемо A(\cdot ) :=  - Y \prime (\cdot )Y  - 1(\cdot ). Оскiльки Y \prime (\cdot ) \in (W s
p )

m\times m i Y  - 1(\cdot ) \in 
\in (W s+1

p )m\times m, то Y \prime (\cdot )Y  - 1(\cdot ) \in (W s
p )

m\times m. Цей висновок робимо на пiдставi леми 1, якщо
0 < s < 1, або з огляду на те, що простiр (W s

p )
m\times m — банахова алгебра, якщо s > 1/p. Отже,

A(\cdot ) \in (W s
p )

m\times m. Оскiльки Y (\cdot ) — розв’язок задачi Кошi (2), (3), то \gamma (A(\cdot )) = Y (\cdot ). Ми довели
сюр’єктивнiсть вiдображення

\gamma : (W s
p )

m\times m \rightarrow (\scrY s+1
p ). (5)

Таким чином, воно є бiєкцiєю.
Крок 2. Покажемо, що вiдображення (5) неперервне. Розглянемо параметризованi числом

\varepsilon \in [0, \varepsilon 0] матричнi задачi Кошi вигляду

Y \prime (t; \varepsilon ) =  - A(t; \varepsilon )Y (t; \varepsilon ) для м.в. t \in (a, b), (6)

Y (a; \varepsilon ) = Im, (7)

де A(\cdot ; \varepsilon ) \in (W s
p )

m\times m. Усi границi розглядаємо при \varepsilon \rightarrow 0 + . Припустимо, що

\| A(\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0. (8)

Потрiбно довести, що тодi (єдинi) розв’язки задач (6), (7) задовольняють умову

\| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| s+1,p \rightarrow 0. (9)

Розглянемо спочатку випадок, коли [s] = 0. Оскiльки

\| A(\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)\| p \rightarrow 0

згiдно з нашим припущенням, то

\| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| 1,p \rightarrow 0 (10)

на пiдставi теореми 2.1 [18]. Крiм того,

\| Y \prime (\cdot ; \varepsilon ) - Y \prime (\cdot ; 0)\| s,p = \| A(\cdot ; \varepsilon )Y (\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)Y (\cdot ; 0)\| s,p \leq 

\leq \| A(\cdot ; \varepsilon )Y (\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; \varepsilon )Y (\cdot ; 0)\| s,p + \| A(\cdot ; \varepsilon )Y (\cdot ; 0) - A(\cdot ; 0)Y (\cdot ; 0)\| s,p \leq 

\leq c \| A(\cdot ; \varepsilon )\| s,p \| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| 1,p + c \| A(\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)\| s,p \| Y (\cdot ; 0)\| 1,p \rightarrow 0

на пiдставi леми 1, припущення (8) i властивостi (10). Отже,

\| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| s+1,p \leq \| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| p + \| Y \prime (\cdot ; \varepsilon ) - Y \prime (\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0.

Розглянемо тепер випадок, коли [s] \geq 1. У цьому випадку з умови (8) випливає спiввiдно-
шення

\| A(\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)\| [s],p \rightarrow 0, (11)
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а з нього — властивiсть

\| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| s,p \leq \| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| [s+1],p \rightarrow 0

на пiдставi теореми 2.1 [18]. Тому

\| Y \prime (\cdot ; \varepsilon ) - Y \prime (\cdot ; 0)\| s,p = \| A(\cdot ; \varepsilon )Y (\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)Y (\cdot ; 0)\| s,p \leq 

\leq \| A(\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)\| s,p \| Y (\cdot ; \varepsilon )\| s,p + \| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| s,p \| A(\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0,

оскiльки s > 1. Отже,

\| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| s+1,p \leq \| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| p + \| Y \prime (\cdot ; \varepsilon ) - Y \prime (\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0.

Ми довели неперервнiсть вiдображення (5).
Крок 3. Доведемо неперервнiсть оберненого вiдображення. Припустимо, що виконується

спiввiдношення (9). Тодi
\| Y \prime (\cdot ; \varepsilon ) - Y \prime (\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0.

Крiм того,
\| Y  - 1(\cdot ; \varepsilon ) - Y  - 1(\cdot ; 0)\| s+1,p \rightarrow 0,

оскiльки (W s+1
p )m\times m — банахова алгебра. Отже,

\| A(\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)\| s,p = \| Y \prime (\cdot ; \varepsilon )Y  - 1(\cdot ; \varepsilon ) - Y \prime (\cdot ; 0)Y  - 1(\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0.

Ми довели неперервнiсть вiдображення, оберненого до (5).
Теорему 1 доведено.

4. Фредгольмовiсть i розв’язнiсть крайових задач. Розглянемо таку лiнiйну крайову
задачу для системи m диференцiальних рiвнянь першого порядку:

y\prime (t) +A(t)y(t) = f(t), t \in (a, b), (12)

By = c. (13)

Тут довiльно вибрано матрицю-функцiю A(\cdot ) \in (W s
p )

m\times m, вектор-функцiю f(\cdot ) \in (W s
p )

m,

вектор c \in \BbbC m i лiнiйний неперервний оператор

B : (W s+1
p )m \rightarrow \BbbC m.

Розв’язок y(\cdot ) цiєї задачi розглядається у класi (W s+1
p )m. Якщо s > 1/p, то кожна функцiя

з цього класу неперервно диференцiйовна на [a, b], i тому рiвняння (12) задане на всьому
iнтервалi (a, b). Якщо 0 < s \leq 1/p, то вона абсолютно неперервна на [a, b], й тому рiвняння
(12) задане у майже всiх точках цього iнтервалу.

Запишемо крайову задачу (12), (13) у виглядi операторного рiвняння

(L,B)y = (f, c),

де Ly := y\prime +Ay для довiльної вектор-функцiї y \in (W s+1
p )m.
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Теорема 2. Лiнiйне вiдображення y \mapsto \rightarrow (L,B)y є обмеженим оператором на парi банахо-
вих просторiв

(L,B) : (W s+1
p )m \rightarrow (W s

p )
m \times \BbbC m. (14)

Цей оператор фредгольмiв з iндексом нуль.
Доведення. Обмеженiсть диференцiального оператора L на парi просторiв (W s+1

p )m i
(W s

p )
m випливає з їхнього означення, а також з леми 1, якщо 0 < s \leq 1/p, або з того фак-

ту, що W s
p — банахова алгебра, якщо s > 1/p. Крiм того, оператор B обмежений на парi

просторiв (W s+1
p )m i \BbbC m за умовою крайової задачi. Доведемо фредгольмовiсть обмеженого

оператора (14).
Вiдображення C : y \mapsto \rightarrow y(a) є обмеженим оператором на парi просторiв (W s+1

p )m i \BbbC m.

Задача Кошi (L,C)y = (f, c) має єдиний розв’язок y \in (AC[a, b])m для будь-яких f \in (W s
p )

m

i c \in \BbbC m. Як i на першому кроцi доведення теореми 1, обґрунтовується, що y \in (W s+1
p )m.

Отже, лiнiйний обмежений оператор

(L,C) : (W s+1
p )m \rightarrow (W s

p )
m \times \BbbC m (15)

є бiєкцiєю. Тому вiн оборотний за теоремою Банаха про обернений оператор.
Оператор (14) є сумою оборотного оператора (15) i скiнченновимiрного оператора (0, B  - 

 - C). Тому перший оператор фредгольмiв з iндексом нуль на пiдставi теореми Нiкольського
[24] (§ 21.5).

Теорему 2 доведено.
Сформулюємо критерiй оборотностi оператора (14), тобто умови коректної розв’язностi

(за Адамаром) крайової задачi (12), (13) у просторi (W s+1
p )m. Нехай Y (\cdot ) — матрицант ди-

ференцiального рiвняння (12), тобто Y (\cdot ) — єдиний розв’язок матричної задачi Кошi (2), (3).
Покладемо

[BY ] :=

\left(   B

\left(   y1,1(\cdot )
...

ym,1(\cdot )

\right)   . . . B

\left(   y1,m(\cdot )
...

ym,m(\cdot )

\right)   
\right)   ,

де Y (t) = (yij(t))
m
i,j=1. Таким чином, стовпцi числової (m \times m)-матрицi [BY ] є результатом

дiї оператора B на вiдповiднi стовпцi матрицi-функцiї Y (\cdot ). Безпосередньо перевiряється, що

B(Y q) = [BY ]q для довiльного q \in \BbbC m. (16)

Теорема 3. Оператор (14) оборотний тодi i лише тодi, коли матриця [BY ] невироджена.
Доведення. Позначимо через N ядро оператора (14). За теоремою 2 оборотнiсть цього

оператора еквiвалентна рiвностi N = \{ 0\} . Згiдно з (16) включення y(\cdot ) \in N рiвносильне тому,
що y(\cdot ) = Y (\cdot )q i [BY ]q = 0 для деякого q \in \BbbC m. Отже, N = \{ 0\} тодi i лише тодi, коли
матриця [BY ] невироджена.

Теорему 3 доведено.
5. Крайовi задачi з параметром. Розглянемо параметризованi числом \varepsilon \in [0, \varepsilon 0) крайовi

задачi

y\prime (t; \varepsilon ) +A(t; \varepsilon )y(t; \varepsilon ) = f(t; \varepsilon ), t \in (a, b), (17)

B(\varepsilon )y(\cdot ; \varepsilon ) = c(\varepsilon ), (18)
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де задано A(\cdot ; \varepsilon ) \in (W s
p )

m\times m, f(\cdot ; \varepsilon ) \in (W s
p )

m, c(\varepsilon ) \in \BbbC m i лiнiйний неперервний оператор

B(\varepsilon ) : (W s+1
p )m \rightarrow \BbbC m.

Розв’язок y(\cdot ; \varepsilon ) розглядається у класi (W s+1
p )m. Як i ранiше, Y (\cdot ; \varepsilon ) — розв’язок матричної

задачi Кошi (6), (7).
Крайову задачу, яка вiдповiдає значенню \varepsilon = 0, вважаємо граничною для сiм’ї задач (17),

(18). Усi границi розглядаємо при \varepsilon \rightarrow 0+, якщо не вказано iнше.
Зробимо таке припущення.
Припущення (0). Гранична однорiдна крайова задача має лише тривiальний розв’язок.
З цього припущення i теореми 2 випливає, що неоднорiдна гранична крайова задача має

єдиний розв’язок y(\cdot ; 0) \in (W s+1
p )m для будь-яких правих частин f(\cdot ; 0) \in (W s

p )
m i c(0) \in \BbbC m.

Теорема 4. Нехай крайовi задачi (17), (18) задовольняють такi умови:
1) \| A(\cdot ; \varepsilon ) - A(\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0,

2) B(\varepsilon )y \rightarrow B(0)y для довiльного y \in (W s+1
p )m.

Тодi обмежений оператор

(L(\varepsilon ), B(\varepsilon )) : (W s+1
p )m \rightarrow (W s

p )
m \times \BbbC m (19)

є оборотним для достатньо малих \varepsilon > 0.

Якщо, крiм цього,
3) \| f(\cdot ; \varepsilon ) - f(\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0, c(\varepsilon ) \rightarrow c(0),

то розв’язок y(\cdot , \varepsilon ) задовольняє граничне спiввiдношення

\| y(\cdot , \varepsilon ) - y(\cdot , 0)\| s+1,p \rightarrow 0. (20)

Попередньо доведемо кiлька допомiжних тверджень.
Лема 2. Нехай виконуються умови 1, 2 теореми 4. Тодi оператор (19) є оборотним для

достатньо малих \varepsilon > 0.

Доведення. З умови 1 на пiдставi теореми 1 випливає, що

\| Y (\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)\| s+1,p \rightarrow 0. (21)

Тому за умовою 2 виконується така збiжнiсть числових матриць:

[B(\varepsilon )Y (\cdot , \varepsilon )] \rightarrow [B(0)Y (\cdot , 0)] . (22)

Тут гранична матриця невироджена на пiдставi припущення (0) i теореми 3. Отже, i матри-
ця [B(\varepsilon )Y (\cdot , \varepsilon )] невироджена для достатньо малих \varepsilon \geq 0. Звiдси за теоремою 3 випливає
оборотнiсть оператора (19) для цих \varepsilon .

Лему 2 доведено.
Розглянемо поряд iз задачею (17), (18) такi крайовi задачi:

v\prime (t; \varepsilon ) =  - A(t; \varepsilon )v(t; \varepsilon ), B(\varepsilon )v(\cdot ; \varepsilon ) = c(\varepsilon ), (23)

x\prime (t; \varepsilon ) +A(t; \varepsilon )x(t; \varepsilon ) = f(t; \varepsilon ), x(a; \varepsilon ) = 0, (24)

w\prime (t; \varepsilon ) +A(t; \varepsilon )w(t; \varepsilon ) = f(t; \varepsilon ), B(\varepsilon )w(\cdot ; \varepsilon ) = 0. (25)
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Як зазначалося, задача Кошi (24) має єдиний розв’язок x(\cdot ; \varepsilon ) \in (W s+1
p )m.

Згiдно з лемою 2 крайовi задачi (23) i (25) мають для достатньо малих \varepsilon \geq 0 єдинi розв’язки
v(\cdot ; \varepsilon ) i w(\cdot ; \varepsilon ) iз класу (W s+1

p )m. Звiсно,

y(\cdot ; \varepsilon ) = v(\cdot ; \varepsilon ) + w(\cdot ; \varepsilon ) (26)

для цих \varepsilon . Тому для доведення теореми 4 достатньо показати, що за умов 1 – 3 виконуються
граничнi спiввiдношення

\| v(\cdot ; \varepsilon ) - v(\cdot ; 0)\| s+1,p \rightarrow 0, (27)

\| w(\cdot ; \varepsilon ) - w(\cdot ; 0)\| s+1,p \rightarrow 0. (28)

Лема 3. Нехай виконуються умови 1 – 3 теореми 4. Тодi розв’язок крайової задачi (23) має
граничну властивiсть (27).

Доведення. Цей розв’язок має двi властивостi: v(\cdot ; \varepsilon ) = Y (\cdot ; \varepsilon )\widetilde c(\varepsilon ) для деякого вектора\widetilde c(\varepsilon ) \in \BbbC m i [B(\varepsilon )Y (\cdot ; \varepsilon )]\widetilde c(\varepsilon ) = c(\varepsilon ) з огляду на формулу (16). Тому на пiдставi властивостi
(22) i умови 3 маємо збiжнiсть

\widetilde c(\varepsilon ) = [B(\varepsilon )Y (\cdot ; \varepsilon )] - 1c(\varepsilon ) \rightarrow [B(0)Y (\cdot ; 0)] - 1c(0) = \widetilde c(0).
Звiдси та з (21) випливає спiввiдношення (27).

Лему 3 доведено.
Лема 4. Нехай виконуються умови 1 – 3 теореми 4. Тодi розв’язок задачi Кошi (24) має

граничну властивiсть

\| x(\cdot ; \varepsilon ) - x(\cdot ; 0)\| s+1,p \rightarrow 0. (29)

Доведення. Як вiдомо, розв’язок задачi Кошi зображується у виглядi

x(t; \varepsilon ) = Y  - 1(t; \varepsilon )

t\int 
a

Y (s; \varepsilon )f(s; \varepsilon )ds.

З властивостi (21) i умови 3 випливає спiввiдношення

\| Y (\cdot ; \varepsilon )f(\cdot ; \varepsilon ) - Y (\cdot ; 0)f(\cdot ; 0)\| s,p \rightarrow 0. (30)

Тут ми скористалися лемою 1, якщо 0 < s \leq 1/p, або тим фактом, що W s
p — банахова алгебра,

коли s > 1/p. Звiдси випливає формула (29), якщо знову скористатися (21).
Лему 4 доведено.
Лема 5. Нехай виконуються умови 1 – 3 теореми 4. Тодi розв’язок крайової задачi (25) має

граничну властивiсть (28).
Доведення. Вектор-функцiя u(\cdot ; \varepsilon ) = x(\cdot ; \varepsilon )  - w(\cdot ; \varepsilon ) є розв’язком крайової задачi вигляду

(23):

u\prime (t; \varepsilon ) =  - A(t; \varepsilon )u(t; \varepsilon ), B(\varepsilon )u(\cdot ; \varepsilon ) = \widetilde c(\varepsilon ), (31)

де покладаємо \widetilde c(\varepsilon ) := B(\varepsilon )x(\cdot ; \varepsilon ). Зауважимо, що \widetilde c(\varepsilon ) \rightarrow \widetilde c(0) на пiдставi властивостi 2 i леми
4. Тому
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\| u(\cdot ; \varepsilon ) - u(\cdot ; 0)\| s+1,p \rightarrow 0 (32)

згiдно з лемою 3. Властивiсть (28) випливає з рiвностi w(\cdot ; \varepsilon ) = x(\cdot ; \varepsilon ) - u(\cdot ; \varepsilon ) та формул (29)
i (32).

Лему 5 доведено.
Теорема 4 є безпосереднiм наслiдком рiвностi (26) i лем 3, 5.
Зазначимо, що в умовах теореми 4 оператор (L(\varepsilon ), B(\varepsilon )) збiгається до оператора

(L(0), B(0)) у сильнiй операторнiй топологiї, але, взагалi кажучи, не за нормою операторiв.
Отже, теорема 4 не є наслiдком вiдомої теореми про мале збурення оборотного оператора. У
випадку, коли p > 1, цю теорему доведено у роботi Є. Гнип [25].

6. Критерiй неперервностi розв’язкiв за параметром.
Означення 1. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (17), (18) неперервно залежить вiд

параметра \varepsilon при \varepsilon = 0, якщо виконуються такi умови:

1) iснує додатне число \varepsilon 1 < \varepsilon 0 таке, що для кожного \varepsilon \in [0, \varepsilon 1) i будь-яких правих частин
f(\cdot , \varepsilon ) \in (W s

p )
m i c(\varepsilon ) \in \BbbC m ця задача має єдиний розв’язок y(\cdot , \varepsilon ) \in (W s+1

p )m;

2) збiжнiсть правих частин f(\cdot , \varepsilon ) \rightarrow f(\cdot , 0) в (W s
p )

m та c(\varepsilon ) \rightarrow c(0) в \BbbC rm обумовлює
збiжнiсть розв’язкiв

y(\cdot , \varepsilon ) \rightarrow y(\cdot , 0) в (W s+1
p )m. (33)

Теорема 5. Розв’язок крайової задачi (17), (18) неперервно залежить вiд параметра \varepsilon при
\varepsilon = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє припущення (0) та умови 1, 2 теореми 4.

Доведення. Достатнiсть доведено в теоремi 4. Доведемо необхiднiсть. Припустимо, що
задача (17), (18) задовольняє означення 1. Тодi виконується умова (0). Залишилося показати,
що задача задовольняє умови 1, 2. Доведення розiб’ємо на три кроки.

Крок 1. Доведемо, що ця задача задовольняє умову 1. За умовою 1 означення обмежений
оператор

(L(\varepsilon ), B(\varepsilon )) : (W s+1
p )m \rightarrow (W s

p )
m \times \BbbC m (34)

оборотний для будь якого \varepsilon \in [0, \varepsilon 1). Для кожного \varepsilon \in [0, \varepsilon 1) розглянемо матричну крайову
задачу

Y \prime (t, \varepsilon ) +A(t, \varepsilon )Y (t, \varepsilon ) = 0 \cdot Im, t \in [a, b], (35)

[BY (\cdot , \varepsilon )] = Im. (36)

Вона є сукупнiстю m крайових задач (17), (18), у яких правi частини не залежать вiд \varepsilon . Тому, за
припущенням, вона має єдиний розв’язок Y (\cdot , \varepsilon ) \in (W s+1

p )m\times m, i вiн задовольняє умову (21).
Зауважимо, що матриця Y (t, \varepsilon )0 невироджена для довiльного t \in [a, b], бо у протилежному
випадку стовпцi-функцiї матрицi Y (\cdot , \varepsilon ) будуть лiнiйно залежними, що суперечитиме умовi
[BY (\cdot , \varepsilon )] = Im. Тому

A(\cdot , \varepsilon ) =  - Y \prime (\cdot , \varepsilon )(Y (\cdot , \varepsilon )) - 1 \rightarrow  - Y \prime (\cdot , 0)(Y (\cdot , 0)) - 1 = A(\cdot , 0)

у просторi (W s+1
p )m\times m, тобто умова 1 виконується.
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Крок 2. Покажемо, що \| B(\varepsilon )\| = O(1) при \varepsilon \rightarrow 0+, де \| \cdot \| — норма обмеженого оператора
B(\varepsilon ) : (W s+1

p )m \rightarrow \BbbC m. Припустимо супротивне: iснує числова послiдовнiсть (\varepsilon (k))\infty k=1 \subset 
\subset (0, \varepsilon 1) така, що \varepsilon (k) \rightarrow 0 i 0 < \| B(\varepsilon (k))\| \rightarrow \infty . Для кожного номера k виберемо функцiю
xk \in (W s+1

p )m, пiдпорядковану умовам

\| xk\| s+1,p = 1 i \| B(\varepsilon (k))xk\| \BbbC m \geq 1

2
\| B(\varepsilon (k))\| .

Покладемо

y(\cdot , \varepsilon (k)) := \| B(\varepsilon (k))\|  - 1xk, f(\cdot , \varepsilon (k)) := L(\varepsilon (k)) y(\cdot , \varepsilon (k)), c(\varepsilon (k)) := B(\varepsilon (k)) y(\cdot , \varepsilon (k)).

Оскiльки y(\cdot , \varepsilon (k)) \rightarrow 0 у просторi (W s+1
p )m, то f(\cdot , \varepsilon (k)) \rightarrow 0 в (W s

p )
m, бо за доведеним на

першому кроцi матриця-функцiя A(\cdot , \varepsilon ) задовольняє умову 1. Оскiльки 1/2 \leq \| c(\varepsilon (k))\| \BbbC m \leq 1,

то, перейшовши до пiдпослiдовностi чисел \varepsilon (k), можна вважати, що c(\varepsilon (k)) \rightarrow c(0) при k \rightarrow \infty ,

де c(0) — деякий ненульовий вектор у просторi \BbbC m. Таким чином, для кожного номера k

вектор-функцiя y(\cdot , \varepsilon (k)) \in (Wn+1
p )m є єдиним розв’язком крайової задачi

L(\varepsilon (k)) y(t, \varepsilon (k)) = f(t, \varepsilon (k)), t \in [a, b],

B(\varepsilon (k)) y(\cdot , \varepsilon (k)) = c(\varepsilon (k)).

Тут f(\cdot , \varepsilon (k)) \rightarrow 0 в (Wn+1
p )m i c(\varepsilon (k)) \rightarrow c(0) \not = 0 при k \rightarrow \infty . Тому на пiдставi умови 2

означення y(\cdot , \varepsilon (k)) \rightarrow y(\cdot , 0) у просторi (Wn+1
p )m, де y(\cdot , 0) — єдиний розв’язок граничної

крайової задачi

L(0)y(t, 0) = 0, t \in [a, b],

B(0)y(\cdot , 0) = c(0).

Але y(\cdot , \varepsilon (k)) \rightarrow 0 у тому ж просторi. Тому y(\cdot , 0) \equiv 0, що суперечить крайовiй умовi. Отже,
зроблене припущення є хибним, тобто \| B(\varepsilon )\| = O(1) при \varepsilon \rightarrow 0 + .

Крок 3. Покажемо, що задача (17), (18) задовольняє умову 2. За доведеним у кроках 1, 2
iснують числа \gamma \prime > 0 i \varepsilon \prime \in (0, \varepsilon 1) такi, що \| (L(\varepsilon ), B(\varepsilon ))\| \leq \gamma \prime для будь-якого \varepsilon \in [0, \varepsilon \prime ).

Тут \| \cdot \| — норма обмеженого оператора пари просторiв (Wn+1
p )m i (Wn

p )
m \times \BbbC m. Виберемо

довiльно функцiю y \in (Wn+1
p )m i покладемо f(\cdot , \varepsilon ) := L(\varepsilon )y i c(\varepsilon ) := B(\varepsilon )y для кожного

\varepsilon \in [0, \varepsilon 0). Тодi\bigm\| \bigm\| B(\varepsilon )y  - B(0)y
\bigm\| \bigm\| 
\BbbC m \leq 

\bigm\| \bigm\| (f(\cdot , \varepsilon ), c(\varepsilon )) - (f(\cdot , 0), c(0))
\bigm\| \bigm\| 
(W s

p )
m\times \BbbC m \leq 

\leq \gamma \prime 
\bigm\| \bigm\| (L(\varepsilon ), B(\varepsilon )) - 1

\bigl( 
(f(\cdot , \varepsilon ), c(\varepsilon )) - (f(\cdot , 0), c(0))

\bigr) \bigm\| \bigm\| 
s+1,p

=

= \gamma \prime 
\bigm\| \bigm\| (L(0), B(0)) - 1(f(\cdot , 0), c(0)) - (L(\varepsilon ), B(\varepsilon )) - 1(f(\cdot , 0), c(0))

\bigm\| \bigm\| 
s+1,p

\rightarrow 0

за умовою 2 означення. Таким чином, крайова задача (17), (18) задовольняє умову 2.

Теорему 5 доведено.
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