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ПРО АЛГЕБРИ ЛЕЙБНIЦА, ПIДАЛГЕБРИ ЯКИХ АБО Є IДЕАЛАМИ,
АБО САМОIДЕАЛIЗОВНI

A subalgebra S of a Leibniz algebra L is called self-idealizing in L if it coincides with its idealizer \mathrm{I}L(S). In this paper
we study the structure of Leibniz algebras whose subalgebras are either ideals or self-idealizing.

Пiдалгебру S алгебри Лейбнiца L називатимемо самоiдеалiзовною в L, якщо вона збiгається зi своїм iдеалiзатором
\mathrm{I}L(S). У статтi дослiджується будова алгебр Лейбнiца, пiдалгебри яких або є iдеалами, або самоiдеалiзовнi.

1. Вступ. Нехай L — алгебра над полем F iз двома бiнарними операцiями + i [ , ]. Тодi L

називатимемо лiвою алгеброю Лейбнiца, якщо вона задовольняє лiву тотожнiсть Лейбнiца

[[a, b], c] = [a, [b, c]] - [b, [a, c]]

для всiх a, b, c \in L. Будемо використовувати також iншу форму запису цiєї тотожностi:

[a, [b, c]] = [[a, b], c] + [b, [a, c]].

Вперше алгебри Лейбнiца з’явилися в статтi А. Блоха [3], в якiй вiн назвав їх D-алгебрами.
Проте у той час вони не викликали значного iнтересу i не отримали належного розвитку. Ци-
ми алгебрами зацiкавилися лише через два десятилiття. Термiн „алгебра Лейбнiца” з’явився в
монографiї Ж.-Л. Лоде [13] та його статтi [14]. У роботi [15] Ж.-Л. Лоде та Т. Пiрашвiлi почали
вивчати властивостi алгебр Лейбнiца. Теорiя алгебр Лейбнiца розвивається дуже iнтенсивно
в багатьох рiзних напрямках дослiджень. Деякi з результатiв цiєї теорiї наведено у моногра-
фiї [1]. Зазначимо, що алгебри Лi є частинним випадком алгебр Лейбнiца. I навпаки, якщо L

— алгебра Лейбнiца, в якiй [a, a] = 0 для кожного елемента a \in L, то вона є алгеброю Лi. Таким
чином, алгебри Лi можна характеризувати як антикомутативнi алгебри Лейбнiца. У зв’язку з
цим на думку спадає паралель з асоцiативними структурами, такими як, наприклад, групи та
асоцiативнi кiльця. Там ми можемо помiтити суттєву вiдмiннiсть мiж абелевими та неабеле-
вими групами, мiж комутативними та некомутативними кiльцями. Вiдмiннiсть мiж алгебрами
Лi та алгебрами Лейбнiца стає помiтною вже при розглядi перших природних типiв алгебр
Лейбнiца. Наприклад, циклiчнi алгебри Лi мають вимiрнiсть 1, проте структура циклiчних
алгебр Лейбнiца є набагато складнiшою [4]. Iнший приклад такого ж характеру: алгебри Лi,
кожна пiдалгебра яких є iдеалом, абелевi, тодi як у випадку алгебр Лейбнiца маємо iншу знач-
но складнiшу картину [8]. Такi ж ситуацiї спостерiгаються при вивченнi iнших типiв алгебр
Лейбнiца (див., наприклад, [7, 10 – 12]).

У цiй статтi термiн „алгебра Лейбнiца” означає лiву алгебру Лейбнiца, яка не є алгеброю Лi.
Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, A та K — пiдалгебри алгебри L. Лiвий iдеалi-

затор пiдалгебри A в K визначають за правилом

\mathrm{I}leftK (A) = \{ x \in K| [x, a] \in A для всiх елементiв a \in A\} .
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Лiвий iдеалiзатор A в K є пiдалгеброю в K. Справдi, нехай x, y \in \mathrm{I}leftK (A), a \in A, \alpha \in F. Тодi

[x - y, a] = [x, a] - [y, a] \in A, [\alpha x, a] = \alpha [x, a] \in A,

[[x, y], a] = [x, [y, a]] - [y, [x, a]] \in A.

За аналогiчним правилом визначають правий iдеалiзатор пiдалгебри A в K :

\mathrm{I}rightK (A) = \{ x \in K| [a, x] \in A для всiх елементiв a \in A\} .

На вiдмiну вiд лiвого iдеалiзатора правий iдеалiзатор A в K вже не обов’язково є пiдалгеброю.
Це iлюструє приклад 1.7 зi статтi [2].

Iдеалiзатор пiдалгебри A в K визначають за правилом

\mathrm{I}K(A) = \{ x \in K| [x, a], [a, x] \in A для всiх елементiв a \in A\} = \mathrm{I}leftK (A) \cap \mathrm{I}rightK (A).

Iдеалiзатор A в K є пiдалгеброю в K. Справдi, нехай x, y \in \mathrm{I}K(A), a \in A, \alpha \in F. Як i
ранiше, можна довести, що x - y, \alpha x \in \mathrm{I}K(A). Бiльше того,

[[x, y], a] = [x, [y, a]] - [y, [x, a]] \in A,

[a, [x, y]] = [[a, x], y] + [x, [a, y]] \in A.

Для довiльної пiдалгебри A алгебри Лейбнiца L маємо такий зростаючий ряд:

A = A0 \leq A1 \leq . . . A\alpha \leq A\alpha +1 \leq . . . A\gamma ,

де A1 = \mathrm{I}L(A), A\alpha +1 = \mathrm{I}L(A\alpha ) для всiх порядкових чисел \alpha , A\lambda =
\bigcup 

\mu <\lambda A\mu для всiх
граничних порядкових чисел \lambda й A\gamma = \mathrm{I}L(A\gamma ). Цей ряд називають верхнiм iдеалiзаторним
рядом пiдалгебри A в L. Якщо \gamma = 1, то отримуємо два випадки:

A1 = \mathrm{I}L(A) = L або A1 = \mathrm{I}L(A) = A.

Наступнi типи пiдалгебр вiдповiдають цим двом випадкам: A — iдеал алгебри L, A самоiдеалi-
зовна в L (тобто A = \mathrm{I}L(A)). Тому виникає природне питання: що можна сказати про алгебру
Лейбнiца, у якої кожна пiдалгебра або є iдеалом, або самоiдеалiзовна?

Метою цiєї статтi є детальний опис таких алгебр Лейбнiца.
Першим типом таких алгебр є алгебри Лейбнiца, всi пiдалгебри яких є iдеалами. Опис

таких алгебр наведено у статтi [8].
Алгебру Лейбнiца L називатимемо екстраспецiальною, якщо вона задовольняє такi умови:
(i) центр \zeta (L) алгебри L нетривiальний i має вимiрнiсть 1,
(ii) фактор-алгебра L/\zeta (L) є абелевою.
Екстраспецiальну алгебру E називатимемо сильно екстраспецiальною, якщо

[x, x] \not = 0

для кожного елемента x \not \in \zeta (E).

Алгебра Лейбнiца L, усi пiдалгебри якої є iдеалами, має таку будову: L = E \oplus Z, де Z

— пiдалгебра центра алгебри L, а E — сильно екстраспецiальна алгебра.
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Дослiдження алгебр Лейбнiца, пiдалгебри яких або є iдеалами, або самоiдеалiзовнi, скла-
дається з таких етапiв.

Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F. Тодi L мiстить найбiльший локально нiльпотент-
ний iдеал [9] (наслiдок C1). Цей iдеал називають локально нiльпотентним радикалом алгебри
L i позначають \mathrm{L}\mathrm{n}(L).

На першому етапi дослiджуються алгебри Лейбнiца, у яких локально нiльпотентний ради-
кал абелевий i нециклiчний.

Теорема A. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,
або самоiдеалiзовнi. Припустимо, що локально нiльпотентний радикал A алгебри L абелевий
i нециклiчний. Тодi виконуються такi умови:

(i) A = \zeta left(L);

(ii) L = A\oplus W, де W — пiдалгебра вимiрностi 1, W = Fw, W = \mathrm{I}L(W );

(iii) iснує такий ненульовий елемент \sigma \in F, що [w, a] = \sigma a для кожного елемента a \in A.

I навпаки, якщо алгебра Лейбнiца L задовольняє цi умови, то кожна пiдалгебра алгебри L

або є iдеалом в L, або самоiдеалiзовна в L.

На наступному етапi природно дослiдити випадок, коли локально нiльпотентний радикал
неабелевий i нециклiчний. Тут отримано такi результати.

Теорема B1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,
або самоiдеалiзовнi. Припустимо, що L \not = \mathrm{L}\mathrm{n}(L), а локально нiльпотентний радикал \mathrm{L}\mathrm{n}(L)

неабелевий i нециклiчний. Якщо [\mathrm{L}\mathrm{n}(L),\mathrm{L}\mathrm{n}(L)] \leq \zeta (L), то \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2 i виконуються такi
умови:

(i) K = \mathrm{L}\mathrm{n}(L) — сильно екстраспецiальна пiдалгебра; бiльше того, [x, x] \not = 0 для кожного
елемента x \not \in \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L);

(ii) [K,K] = \zeta (L) = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L);

(iii) L = K + \langle v\rangle , де [v, v] = \eta z для деякого ненульового елемента \eta \in F, [v + \zeta (K), x +

+ \zeta (K)] = x+ \zeta (K) для кожного елемента x \in K \setminus \zeta (K).

Теорема B2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами, або
самоiдеалiзовнi. Припустимо, що локально нiльпотентний радикал \mathrm{L}\mathrm{n}(L) = K \not = L неабелевий
i нециклiчний. Якщо \zeta (L) не мiстить [K,K], то виконуються такi умови:

(i) \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) \not = 2;

(ii) кожна пiдалгебра з K є iдеалом алгебри L;

(iii) \mathrm{L}\mathrm{n}(L) — сильно екстраспецiальна пiдалгебра;

(iv) [K,K] = \zeta (K) = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = \langle z\rangle має вимiрнiсть 1;

(v) L = K+ \langle v\rangle , де [v+ \zeta (K), x+ \zeta (K)] = x+ \zeta (K) для кожного елемента x \in K \setminus \zeta (K),

[v, z] = 2z i [v, v] = \nu z для деякого елемента \nu \in F (\nu може бути нульовим).

Останнiм кроком є дослiдження випадку, коли локально нiльпотентний радикал є циклiч-
ним. У цьому випадку його вимiрнiсть дорiвнює 1 або 2. Наступна теорема описує другий
випадок.

Теорема C. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,
або самоiдеалiзовнi. Припустимо, що локально нiльпотентний радикал \mathrm{L}\mathrm{n}(L) циклiчний i має
вимiрнiсть 2. Тодi або L \not = \mathrm{L}\mathrm{n}(L), або \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2 i L має такий базис \{ z, a, v\} , що
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[z, z] = [z, a] = [a, z] = [z, v] = [v, z] = 0, [a, a] = z, [v, v] = \eta z, [v, a] = a+ \lambda z, [a, v] = a+\mu z,

\eta , \lambda , \mu \in F, а полiном X2 + (\mu + \lambda )X + \eta не має розв’язкiв у полi F.

Випадок, коли вимiрнiсть локально нiльпотентного радикала дорiвнює 1, зводиться до вив-
чення алгебр Лi, абелевi пiдалгебри яких мають вимiрнiсть 1. Цей випадок потребує окремого
розгляду. У зв’язку з цим зазначимо, що нескiнченновимiрна алгебра Лi, власнi пiдалгебри якої
мають вимiрнiсть 1, є у певному сенсi аналогом так званого монстра Тарського з теорiї груп.
Проблема iснування таких алгебр Лi є однiєю з найцiкавiших i найскладнiших нерозв’язаних
задач у загальнiй теорiї алгебр Лi.

2. Алгебри Лейбнiца, пiдалгебри яких або є iдеалами, або самоiдеалiзовнi. Випадок,
коли локально нiльпотентний радикал є абелевим. Кожна алгебра Лейбнiца L мiстить
специфiчний iдеал. Позначимо через \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) пiдпростiр, породжений усiма елементами [a, a],

a \in L. Можна показати, що \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) є iдеалом алгебри L. Його називають ядром Лейбнiца
алгебри L.

Зазначимо, що фактор-алгебра L/\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) є алгеброю Лi. I навпаки, якщо H — такий iдеал
алгебри L, що фактор-алгебра L/H лiєвська, то \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq H.

Лема 2.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,
або самоiдеалiзовнi. Припустимо, що A та B є такими пiдалгебрами алгебри L, що B —
iдеал в A. Якщо фактор-алгебра A/B нетривiальна i циклiчна, то або \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A/B) = 1, або
A/B = Fa1 \oplus Fa2 i [a1, a1] = a2, [a2, a1] = [a2, a2] = 0, [a1, a2] = \lambda a2, де \lambda \in \{ 0, 1\} .

Доведення. Оскiльки B — iдеал в A, то A \leq \mathrm{I}L(B), тобто B \not = \mathrm{I}L(B), а тому B є iдеалом
алгебри L. Нехай a — такий елемент з A, що A/B = \langle a + B\rangle . Якщо [a, a] \in B, то циклiчна
пiдалгебра \langle a+B\rangle має вимiрнiсть 1. Припустимо тепер, що d = [a, a] \not \in B. Це означає, що ядро
\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(A/B) нетривiальне. Ця пiдалгебра абелева, зокрема кожен її пiдпростiр є пiдалгеброю.
Якщо припустити, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(A/B)) > 1, то \langle d + B\rangle \not = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(A/B). У цьому випадку
циклiчна пiдалгебра \langle d+ B\rangle не може бути самоiдеалiзовною. Тодi \langle d,B\rangle також не може бути
самоiдеалiзовною. Це означає, що \langle d,B\rangle є iдеалом алгебри L. Тодi \langle d+B\rangle — iдеал у фактор-
алгебрi L/B. У цьому випадку [a + B, d + B], [d + B, a + B] \in \langle d + B\rangle . Це означає, що
\langle a+B\rangle = F (a+B)\oplus F (d+B), зокрема \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\langle a+B\rangle ) = 2. Тепер можемо застосувати опис
алгебр Лейбнiца вимiрностi 2 (див., наприклад, [5]).

Лему 2.1 доведено.

Лема 2.2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами, або
самоiдеалiзовнi. Припустимо, що A та B є такими пiдалгебрами алгебри L, що B — iдеал в A,

а фактор-алгебра A/B локально нiльпотентна. Якщо A/B нециклiчна, то кожна пiдалгебра
з A, яка мiстить B, є iдеалом алгебри L. Зокрема, A та B також є iдеалами алгебри L.

Доведення. Оскiльки фактор-алгебра A/B нетривiальна, то, як i в доведеннi леми 2.1,
можна показати, що B є iдеалом алгебри L. Нехай a — такий довiльний елемент з A, що a \not \in B.

Оскiльки A/B нециклiчна, то \langle a+B\rangle \not = A/B. Таким чином, в A можна вибрати такий елемент
b, що b \not \in \langle a,B\rangle . Оскiльки A/B локально нiльпотентна, то \langle a+B, b+B\rangle /B = (\langle a, b\rangle +B)/B

нiльпотентна. Тодi \mathrm{I}(\langle a,b\rangle +B)/B(\langle a+B\rangle /B) \not = \langle a+B\rangle /B [2]. Це означає, що \mathrm{I}A(\langle a,B\rangle ) \not = \langle a,B\rangle ,
тобто \langle a,B\rangle є iдеалом алгебри L.

Нехай

S = \{ V | V — така пiдалгебра з A, що B \leq V i V/B циклiчна\} .
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Якщо V \in S, то за доведеним вище V є iдеалом алгебри L. Очевидно, пiдалгебри з S

породжують A. Це означає, що A є iдеалом алгебри L.

Лему 2.2 доведено.
Наслiдок 2.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,

або самоiдеалiзовнi. Припустимо, що A та B є такими пiдалгебрами алгебри L, що B — iдеал
в A, а фактор-алгебра A/B абелева. Якщо \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A/B) > 1, то кожна пiдалгебра з A, яка
мiстить B, є iдеалом алгебри L. Зокрема, A та B також є iдеалами алгебри L.

Наслiдок 2.2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,
або самоiдеалiзовнi. Якщо A є такою абелевою пiдалгеброю алгебри L, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A) > 1, то
кожна пiдалгебра з A є iдеалом алгебри L. Зокрема, A також є iдеалом алгебри L.

Наслiдок 2.3. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,
або самоiдеалiзовнi. Припустимо, що A є локально нiльпотентною пiдалгеброю алгебри L.

Якщо A нециклiчна, то кожна пiдалгебра з A є iдеалом алгебри L. Зокрема, A також є
iдеалом алгебри L.

Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, M — непорожня пiдмножина з L, а H

— пiдалгебра алгебри L. Покладемо

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftH (M) = \{ a \in H| [a,M ] = \langle 0\rangle \} ,

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightH (M) = \{ a \in H| [M,a] = \langle 0\rangle \} .

Пiдмножину \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftH (M) називатимемо лiвим анулятором пiдмножини M в H, пiдмножину
\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightH (M) — правим анулятором пiдмножини M в H. Перетин

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}H(M) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftH (M) \cap \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightH (M) = \{ a \in H| [a,M ] = [M,a] = \langle 0\rangle \} 

називатимемо анулятором пiдмножини M в H.

Легко показати, що всi цi пiдмножини є пiдалгебрами алгебри L. Бiльше того, якщо M

— лiвий iдеал алгебри L, то нескладно довести, що \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (M) є iдеалом алгебри L. Також
можна довести, що якщо M — iдеал в L, то \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (M) є лiвим iдеалом алгебри L. Нарештi,
\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(M) є iдеалом алгебри L.

Лiвий (вiдповiдно правий) центр \zeta left(L) (вiдповiдно \zeta right(L)) алгебри Лейбнiца L визна-
чають за правилом

\zeta left(L) = \{ x \in L| [x, y] = 0 для кожного елемента y \in L\} 

(вiдповiдно
\zeta right(L) = \{ x \in L| [y, x] = 0 для кожного елемента y \in L\} ).

Легко довести, що лiвий центр алгебри L є iдеалом в L. Проте цього не можна сказати у
загальному випадку про правий центр. Бiльше того, \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq \zeta left(L), а тому L/\zeta left(L) є
алгеброю Лi. Правий центр є пiдалгеброю алгебри L. У загальному випадку лiвий i правий
центри рiзнi, i вони навiть можуть мати рiзнi вимiрностi (див. [6]).

Центр \zeta (L) алгебри L визначають за правилом

\zeta (L) = \{ x \in L| [x, y] = [y, x] = 0 для кожного елемента y \in L\} .

Центр є iдеалом алгебри L.
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Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F. Лiнiйне перетворення f алгебри L називатимемо
диференцiюванням, якщо

f([a, b]) = [f(a), b] + [a, f(b)]

для всiх a, b \in L. Позначимо через \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}F (L) множину всiх лiнiйних перетворень алгебри L.

Тодi \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}F (L) — асоцiативна алгебра вiдносно операцiй + i \circ . Як завжди, \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}F (L) є алгеброю
Лi вiдносно операцiй + i [ , ], де [f, g] = f \circ g  - g \circ f для всiх f, g \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}F (L). Можна
показати, що пiдмножина \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L) усiх диференцiювань алгебри L є пiдалгеброю лiєвської
алгебри \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}F (L) (див., наприклад, [5]).

Лема 2.3. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, A — абелевий iдеал алгебри L. Якщо
кожна пiдалгебра з A є iдеалом алгебри L, то для кожного елемента x \in L iснують такi
елементи \lambda x, \rho x \in F, що [x, a] = \lambda xa та [a, x] = \rho xa для кожного елемента a \in A.

Доведення. Якщо \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A) = 1, то все очевидно. Припустимо, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A) > 1. Оскiльки
iдеал A абелевий, то пiдпростiр Fa є пiдалгеброю в A для кожного елемента a \in A. Таким
чином, циклiчна пiдалгебра \langle a\rangle = Fa є iдеалом алгебри L. Якщо x \in L, то [x, a] = \alpha a

(вiдповiдно [a, x] = \beta a) для деяких елементiв \alpha , \beta \in F. Оскiльки \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A) > 1, то ми можемо
вибрати такий елемент c \in A, що a та c лiнiйно незалежнi. Аналогiчними мiркуваннями для
елемента c отримуємо, що [x, c] = \gamma c (вiдповiдно [c, x] = \sigma c) для деяких елементiв \gamma , \sigma \in F.

Тодi

[x, a - c] = [x, a] - [x, c] = \alpha a - \gamma c (вiдповiдно [a - c, x] = [a, x] - [c, x] = \beta a - \sigma c).

З iншого боку, a - c \in A, тому F (a - c) є iдеалом алгебри L. Отже,

[x, a - c] = \eta (a - c) = \eta a - \eta c (вiдповiдно [a - c, x] = \mu (a - c) = \mu a - \mu c)

для деяких \eta , \mu \in F. Це означає, що \alpha a - \gamma c = \eta a - \eta c (вiдповiдно \beta a - \sigma c = \mu a - \mu c). Таким
чином, \alpha = \eta = \gamma (вiдповiдно \beta = \mu = \sigma ).

Iнакше кажучи, для кожного елемента x \in L iснують такi елементи \lambda x, \rho x \in F, що [x, a] =

= \lambda xa та [a, x] = \rho xa для кожного a \in A.

Лему 2.3 доведено.
Лема 2.4. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,

або самоiдеалiзовнi, A — максимальний абелевий iдеал алгебри L, який мiстить \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L).

Припустимо, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A) > 1. Тодi виконуються такi умови:

(i) A = \zeta left(L);

(ii) L/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A) має вимiрнiсть 1;

(iii) для кожного x \in L iснує такий елемент \sigma x \in F, що [x, a] = \sigma xa для кожного a \in A;

(iv) кожна пiдалгебра з \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A) є iдеалом алгебри L.

Доведення. Для елемента x \in L розглянемо вiдображення \mathrm{l}x : A \rightarrow A, визначене за таким
правилом: \mathrm{l}x(a) = [x, a] для кожного елемента a \in A. Тодi вiдображення \mathrm{l}x є диференцiюван-
ням iдеалу A, а множина \{ \mathrm{l}x| x \in L\} — пiдалгеброю алгебри \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(A) всiх диференцiювань
iдеалу A (див., наприклад, [5]).

За наслiдком 2.2 кожна пiдалгебра з A є iдеалом алгебри L. Тодi з леми 2.3 випливає, що
для кожного елемента x \in L iснують такi елементи \sigma x, \rho x \in F, що [x, a] = \sigma xa та [a, x] = \rho xa

для кожного елемента a \in A.
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Оскiльки \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq \zeta left(L), то A мiстить такий елемент a0, що [a0, x] = 0 для кожного
елемента x \in L. Це означає, що [a, x] = 0 для кожного елемента a \in A. Оскiльки це викону-
ється для кожного елемента x \in L, то A \leq \zeta left(L). З того, що \zeta left(L) — абелевий iдеал алгебри
L i A — максимальний абелевий iдеал алгебри L, випливає, що A = \zeta left(L).

Розглянемо вiдображення \delta : L \rightarrow F, визначене за таким правилом: \delta (x) = \sigma x для кожного
елемента x \in L. Для елементiв x, y \in L маємо

\sigma x+ya = [x+ y, a] = [x, a] + [y, a] = \sigma xa+ \sigma ya = (\sigma x + \sigma y)a,

\sigma \beta xa = [\beta x, a] = \beta [x, a] = \beta (\sigma xa) = (\beta \sigma x)a,

звiдки випливає, що \sigma x+y = \sigma x + \sigma y i \sigma \beta x = \beta \sigma x для всiх x, y \in L, \beta \in F. Це означає, що
вiдображення \delta лiнiйне. Бiльше того,

\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\delta ) = \{ x \in L| \delta (x) = \sigma x = 0\} .

Тобто [x, a] = 0 для кожного елемента x \in A. Iнакше кажучи, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\delta ) \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (A). Обернене
включення є очевидним, тому \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\delta ) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (A). Як було зазначено, \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (A) є двосто-
роннiм iдеалом алгебри L, тому фактор-алгебра L/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (A) iзоморфна до F. Зокрема, вона
має вимiрнiсть 1.

З рiвностi A = \zeta left(L) випливає, що L = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (A). Таким чином, \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (A) =

= \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A).

Нехай z \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A). Якщо z \in A, то, як зазначено вище, пiдалгебра \langle z\rangle є iдеалом алгебри
L. Припустимо, що z \not \in A. За лемою 2.1 циклiчна пiдалгебра \langle a\rangle має вимiрнiсть, не бiльшу за
2. Якщо \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\langle z\rangle ) = 1, то \langle z\rangle = Fz i \langle z\rangle \cap A = \langle 0\rangle . Тодi для кожного ненульового елемента
a \in A отримуємо [a, z] = [z, a] = 0. Це означає, що a \in \mathrm{I}L(\langle z\rangle ), зокрема \mathrm{I}L(\langle z\rangle ) \not = \langle z\rangle .
У такому випадку \langle z\rangle є iдеалом алгебри L. Припустимо тепер, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\langle z\rangle ) = 2. Якщо
покласти v = [z, z], то v \in A. Оскiльки \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A) > 1, можна вибрати такий елемент d \in A,

що Fv \cap Fd = \langle 0\rangle . Тодi Fd \cap \langle z\rangle = \langle 0\rangle . Отже, знову отримуємо [d, z] = [z, d] = 0. Це означає,
що d \in \mathrm{I}L(\langle z\rangle ), тому \mathrm{I}L(\langle z\rangle ) \not = \langle z\rangle . Iнакше кажучи, \langle z\rangle є iдеалом алгебри L. Таким чином,
кожна циклiчна пiдалгебра з \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A) є iдеалом алгебри L. Це означає, що кожна пiдалгебра
з \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A) — iдеал алгебри L.

Лему 2.4 доведено.
Наслiдок 2.4. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,

або самоiдеалiзовнi. Припустимо, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L)) > 1. Тодi фактор-алгебра L/\mathrm{L}\mathrm{n}(L) має
вимiрнiсть, не бiльшу за 1, а кожна пiдалгебра з \mathrm{L}\mathrm{n}(L) є iдеалом алгебри L.

Доведення. Нехай A — максимальний абелевий iдеал з L, який мiстить \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L). За ле-
мою 2.4 кожна пiдалгебра з \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A) є iдеалом алгебри L. Тодi анулятор \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A) нiльпотент-
ний [8], тому

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(A) \leq \mathrm{L}\mathrm{n}(L).

За лемою 2.4 фактор-алгебра L/\mathrm{L}\mathrm{n}(L) має вимiрнiсть, не бiльшу за 1, а кожна пiдалгебра з
\mathrm{L}\mathrm{n}(L) є iдеалом алгебри L.

Доведення теореми A. З того факту, що ядро \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) абелеве, випливає, що \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq A.

Локально нiльпотентний радикал A нециклiчний, тому \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (A) > 1. Оскiльки A — макси-
мальний локально нiльпотентний iдеал, то A є максимальним абелевим iдеалом алгебри L. За
лемою 2.4 кожна пiдалгебра з A є iдеалом алгебри L, а фактор-алгебра L/A має вимiрнiсть,
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не бiльшу за 1. Припустимо, що L \not = A. Виберемо такий елемент v, що L = A\oplus Fv. Лема 2.4
показує, що A = \zeta left(L). Також з леми 2.4 випливає, що iснує такий елемент \sigma \in F, що
[v, a] = \sigma a для кожного елемента a \in A. Оскiльки A \not = L, то \sigma \not = 0. Нехай b — довiльний
елемент з A. Як зазначено вище, пiдалгебра Fb є iдеалом алгебри L. Якщо d — довiльний
елемент з Fb, то d = \lambda b для деякого \lambda \in F. Тодi

d = \lambda (\sigma  - 1\sigma )b = \lambda \sigma  - 1(\sigma b) = \lambda \sigma  - 1[v, b] = [v, \lambda \sigma  - 1b] \in [v, Fb].

Це означає, що [v, Fb] = Fb. Оскiльки це виконується для кожної одновимiрної пiдалгебри з
A, то A = [v,A].

Нехай x — довiльний елемент алгебри L. З того факту, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/A) = 1, випливає, що
фактор-алгебра L/A абелева. Це означає, що [v, x] = c \in A. За доведеним вище A мiстить
такий елемент u, що c = [v, u]. Тодi [v, x] = [v, u], а тому [v, x  - u] = 0. Це означає, що
x - u \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (v), тобто x \in A+\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (v). Оскiльки x — довiльний елемент з L, то

L = A+\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (v).

Нехай a \in A \cap \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (v) i a \not = 0. Тодi [v, a] = 0. З iншого боку, [v, a] = \sigma a, де \sigma не-

нульове. Отримали суперечнiсть. Це доводить, що A \cap \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (v) = \langle 0\rangle . Якщо покласти

W = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (v), то L = A\oplus W. З iзоморфiзму W \sim = L/A випливає, що пiдалгебра W абелева
i має вимiрнiсть 1, тобто W = Fw. Також w = \lambda v + a1 для деякого елемента \lambda \in F i a1 \in A.

Оскiльки w \not \in A, то \lambda \not = 0. Замiнюючи w на \lambda  - 1w, можемо припустити, що w = v + a2. Тодi
[w, a] = [v, a] = \sigma a для кожного елемента a \in A.

Якщо припустити, що \mathrm{I}L(W ) \not = W, то пiдалгебра W є iдеалом. Але у цьому випадку алгебра
L абелева, що неможливо. Ця суперечнiсть показує, що пiдалгебра W самоiдеалiзовна.

I навпаки, нехай тепер L — алгебра Лейбнiца, яка задовольняє всi перелiченi умови. З умов
(i) та (iii) випливає, що кожна циклiчна пiдалгебра з A є iдеалом алгебри L. Це означає, що
кожна пiдалгебра з A є iдеалом алгебри L.

Нехай S — довiльна пiдалгебра алгебри L. Якщо A мiстить S, то за доведеним вище S є
iдеалом алгебри L. Тому припустимо, що A не мiстить S. Тодi S мiстить елемент \mu w + e, де
0 \not = \mu \in F i e \in A. Маємо L = A + S. Якщо припустити, що \mathrm{I}L(S) \not = S, то можемо вибрати
такий елемент a \in A, що [S, a] \leq S i a \not \in S. Тодi

[\mu w + e, a] = \mu [w, a] = \mu \sigma a \in S.

Оскiльки \mu \sigma \not = 0, то a \in S, що неможливо. Ця суперечнiсть показує, що \mathrm{I}L(S) = S.

Теорему А доведено.
3. Алгебри Лейбнiца, пiдалгебри яких або є iдеалами, або самоiдеалiзовнi. Випадок,

коли локально нiльпотентний радикал є неабелевим.
Лема 3.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, f — диференцiювання алгебри L.

Тодi f(\zeta left(L)) \leq \zeta left(L), f(\zeta right(L)) \leq \zeta right(L) i f(\zeta (L)) \leq \zeta (L).

Доведення. Нехай x — довiльний елемент алгебри L i z \in \zeta left(L). Тодi [z, x] = 0. Оскiльки
диференцiювання є лiнiйним вiдображенням, то f([z, x]) = 0. З iншого боку,

0 = f(0) = f([z, x]) = [f(z), x] + [z, f(x)] = [f(z), x],

тобто f(z) \in \zeta left(L). Нехай z \in \zeta right(L). Тодi [x, z] = 0 та
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0 = f(0) = f([x, z]) = [f(x), z] + [x, f(z)] = [x, f(z)],

тобто f(z) \in \zeta right(L). Поєднуючи два результати, отримуємо, що f(\zeta (L)) \leq \zeta (L).

Лему 3.1 доведено.
Лема 3.2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, де \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) \not = 2, L = Fa1 \oplus Fa2 й

[a1, a1] = a2, [a1, a2] = [a2, a1] = [a2, a2] = 0. Лiнiйне вiдображення f є диференцiюванням
алгебри L тодi й тiльки тодi, коли f(a1) = \alpha a1 + \beta a2 для деяких елементiв \alpha , \beta \in F i
f(a2) = 2\alpha a2.

Доведення. З рiвностi \zeta (L) = Fa2 та леми 3.1 випливає, що f(a2) = \gamma a2 для деякого
елемента \gamma \in F. Тодi

\gamma a2 = f(a2) = f([a1, a1]) = [f(a1), a1] + [a1, f(a1)] =

= [\alpha a1 + \beta a2, a1] + [a1, \alpha a1 + \beta a2] = \alpha [a1, a1] + \alpha [a1, a1] = 2\alpha a2.

Це означає, що f(a2) = 2\alpha a2.

Нехай f(a1) = \alpha a1 + \beta a2, x, y — довiльнi елементи алгебри L. Тодi x = \lambda a1 + \mu a2,

y = \sigma a1 + \rho a2, звiдки випливає, що

[x, y] = [\lambda a1 + \mu a2, \sigma a1 + \rho a2] = \lambda \sigma [a1, a1] + \lambda \rho [a1, a2] + \mu \sigma [a2, a1] + \mu \rho [a2, a2] =

= \lambda \sigma a2,

f(x) = f(\lambda a1 + \mu a2) = \lambda f(a1) + \mu f(a2) = \lambda (\alpha a1 + \beta a)2) + \mu (2\alpha a2) =

= \lambda \alpha a1 + \lambda \beta a2 + 2\mu \alpha a2 = \lambda \alpha a1 + (\lambda \beta + 2\mu \alpha )a2,

f(y) = f(\sigma a1 + \rho a2) = \sigma f(a1) + \rho f(a2) = \sigma (\alpha a1 + \beta a2) + \rho (2\alpha a2) =

= \sigma \alpha a1 + \sigma \beta a2) + 2\rho \alpha a2 = \sigma \alpha a1 + (\sigma \beta + 2\rho \alpha )a2,

2\alpha \lambda \sigma a2 = \lambda \sigma f(a2) = f(\lambda \sigma a2) = f([x, y]) = [f(x), y] + [x, f(y)] =

= [\lambda \alpha a1 + (\lambda \beta + 2\mu \alpha )a2, \sigma a1 + \rho a2] + [\lambda a1 + \mu a2, \sigma \alpha a1 + (\sigma \beta + 2\rho \alpha )a2] =

= \lambda \alpha \sigma [a1, a1] + \lambda \sigma \alpha [a1, a1] = 2\alpha \lambda \sigma a2.

Таким чином, кожне лiнiйне перетворення f алгебри L, яке задовольняє умови f(a1) = \alpha a1 +

+ \beta a2 i f(a2) = 2\alpha a2, є диференцiюванням алгебри L.

Лему 3.2 доведено.
Використовуючи аналогiчнi мiркування, можна довести таке твердження.
Лема 3.3. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, де \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2, L = Fa1 \oplus Fa2 й

[a1, a1] = a2, [a1, a2] = [a2, a1] = [a2, a2] = 0. Лiнiйне вiдображення f є диференцiюванням
алгебри L тодi й тiльки тодi, коли f(a2) = 0.

Наслiдок 3.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, де \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2, L = Fa1 \oplus Fa2
й [a1, a1] = a2, [a1, a2] = [a2, a1] = [a2, a2] = 0. Тодi алгебра диференцiювань алгебри L

iзоморфна пiдалгебрi матриць з M2(F ), якi мають вигляд \alpha E11 + \beta E21, \alpha , \beta \in F. Зокрема,
вона абелева i має вимiрнiсть 2.

Доведення. Якщо f є диференцiюванням алгебри L, то за лемою 3.3 f(a1) = \alpha a1 + \beta a2
i f(a2) = 0 для деяких елементiв \alpha , \beta \in F. Таким чином, матриця вiдображення f у базисi
\{ a1, a2\} є такою: \alpha E11 + \beta E21, \alpha , \beta \in F. I навпаки, якщо лiнiйне вiдображення f має у
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базисi \{ a1, a2\} таку матрицю, то f є диференцiюванням алгебри L. Це означає, що алгебра
диференцiювань алгебри L iзоморфна пiдалгебрi матриць, якi мають вигляд \alpha E11 + \beta E21,

\alpha , \beta \in F.

Лема 3.4. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами, або
самоiдеалiзовнi. Припустимо, що A є iдеалом алгебри L, а фактор-алгебра B/A — нетривi-
альною пiдалгеброю з L/A. Якщо S/A є такою пiдалгеброю з L/A, що S/A \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L/A(B/A)

i S/A не мiстить B/A, то S є iдеалом алгебри L.

Доведення. Виберемо у фактор-алгебрi B/A такий елемент zA, що zA \not \in S/A. Оскiльки
S/A \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L/A(B/A), то [zA, S/A] = [S/A, zA] = \langle 0\rangle . Це означає, що [z, S], [S, z] \leq A \leq S.

Вибiр елемента z вказує на те, що z \not \in S. Iнакше кажучи, \mathrm{I}L(S) \not = S, звiдки випливає, що S є
iдеалом алгебри L.

Лему 3.4 доведено.
Лема 3.5. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами, або

самоiдеалiзовнi. Припустимо, що локально нiльпотентний радикал \mathrm{L}\mathrm{n}(L) = K \not = L неабелевий
i нециклiчний. Тодi кожна пiдалгебра з K є iдеалом алгебри L. Якщо [K,K] \leq \zeta (L), то K є
сильно екстраспецiальною алгеброю, [K,K] = \zeta (K) = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq \zeta (L).

Доведення. За наслiдком 2.3 кожна пiдалгебра з K є iдеалом алгебри L. Оскiльки радикал
K неабелевий, то K = E \oplus Z, де Z — пiдалгебра центра K, а E — сильно екстраспецiальна
алгебра. Оскiльки радикал K неабелевий, то пiдалгебра E нетривiальна. Виберемо в E такий
елемент y, що z = [y, y] \not = 0. Нехай Y — пiдалгебра, породжена елементом y. Тодi Y = Fy\oplus Fz

i [z, y] = [y, z] = 0. З огляду на попереднi зауваження отримуємо, що Y є iдеалом алгебри
L. Оскiльки [K,K] = [E,E] має вимiрнiсть 1, то з того факту, що z \in [E,E], випливає, що
Fz = [K,K], тобто z \in \zeta (L).

Припустимо, що пiдалгебра Z нетривiальна, i розглянемо пiдалгебру \langle z\rangle \oplus Z. Тодi вона
i кожна її пiдалгебра є iдеалами алгебри L. З леми 2.3 випливає, що Z \leq \zeta (L). Розглянемо
фактор-алгебру L/\langle z\rangle . Її iдеал K/\langle z\rangle абелевий, а також очевидно, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (K/\langle z\rangle ) > 1. За
лемою 2.2 кожна пiдалгебра з K/\langle z\rangle є iдеалом в L/\langle z\rangle . Використовуючи той факт, що фактор
(\langle z\rangle \oplus Z)/\langle z\rangle є центральним в L, i лему 2.3, отримуємо, що фактор K/\langle z\rangle є центральним
в L/\langle z\rangle . Оскiльки L \not = K, то можна вибрати такий елемент v, що v \not \in K. За лемою 2.1
пiдалгебра V = \langle v\rangle має вимiрнiсть 1 або 2. Припустимо, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (V ) = 1. Тодi V \cap K = \langle 0\rangle ,
зокрема z \not \in V, але z \in \mathrm{I}L(V ). Це означає, що V – iдеал алгебри L. Оскiльки \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (V ) = 1,

то пiдалгебра V абелева. Але у цьому випадку \mathrm{L}\mathrm{n}(L) = K мiстить V, що неможливо. Нехай
тепер \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (V ) = 2. Якщо [V, V ]\cap K = \langle 0\rangle , то знову отримуємо, що z \not \in [V, V ] i z \in \mathrm{I}L([V, V ]).

Отже, [V, V ] є iдеалом алгебри L. Оскiльки \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F ([V, V ]) = 1, то пiдалгебра [V, V ] абелева.
Але у цьому випадку \mathrm{L}\mathrm{n}(L) = K мiстить [V, V ], що суперечить умовi [V, V ]\cap K = \langle 0\rangle . Отже,
[V, V ] \cap K \not = \langle 0\rangle . Якщо \langle 0\rangle \not = [V, V ] \cap \langle z\rangle , то оскiльки \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F ([V, V ]) = 1, [V, V ] = \langle z\rangle . Отже,
\langle 0\rangle = V/\langle z\rangle \cap K/\langle z\rangle . Оскiльки фактор K/\langle z\rangle є центральним в L/\langle z\rangle , то \mathrm{I}L(V ) \not = V, тобто V

— iдеал алгебри L. З того факту, що [V, V ] = \langle z\rangle \leq \zeta (L), випливає нiльпотентнiсть пiдалгебри
V. Але у цьому випадку знову K повинно мiстити V, що неможливо. Ця суперечнiсть показує,
що \langle 0\rangle = [V, V ] \cap \langle z\rangle . Тодi V \cap \langle z\rangle = \langle 0\rangle . У цьому випадку z \not \in V, але z \in \mathrm{I}L(V ). Це означає,
що V — iдеал алгебри L. З iншого боку,

([V, V ] + \langle z\rangle )/\langle z\rangle \leq K/\langle z\rangle \leq \zeta (L/\langle z\rangle ).

Тобто фактор-алгебра (V + \langle z\rangle )/\langle z\rangle нiльпотентна. Включення \langle z\rangle \leq \zeta (L) показує, що V + \langle z\rangle 
також нiльпотентна. Зокрема, сама пiдалгебра V є нiльпотентною. Але у цьому випадку знову
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отримуємо, що K повинно мiстити V. Ця суперечнiсть доводить рiвнiсть Z = \langle 0\rangle , звiдки
випливає, що K = E — сильно екстраспецiальна алгебра Лейбнiца.

Припустимо тепер, що \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \not = \langle z\rangle . Оскiльки \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) — абелевий iдеал, то K мiстить
\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L). Тодi \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L)) > 1, тобто \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) повинен мiстити елемент u \not \in \langle z\rangle . Оскiльки
ядро \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) абелеве, то [u, u] = 0. З iншого боку, K є сильно екстраспецiальною алгеброю
Лейбнiца, а тому [u, u] \not = 0. Ця суперечнiсть показує, що \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = \langle z\rangle .

Лему 3.5 доведено.
Наслiдок 3.2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами, або

самоiдеалiзовнi. Припустимо, що локально нiльпотентний радикал \mathrm{L}\mathrm{n}(L) = K \not = L неабелевий
i нециклiчний. Якщо [K,K] \leq \zeta (L), то \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2.

Доведення. За лемою 3.5 K є сильно екстраспецiальною алгеброю, [K,K] = \zeta (K) =

= \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L). Оскiльки радикал K неабелевий, то пiдалгебра E нетривiальна. Виберемо в E

такий елемент y, що z = [y, y] \not = 0. Нехай Y — пiдалгебра, породжена елементом y. Тодi
Y = Fy \oplus Fz i [z, y] = [y, z] = 0. За нашими умовами Y є iдеалом алгебри L. Як i в лемi 3.5,
можна показати, що \langle z\rangle = [K,K], тому z \in \zeta (L).

Для елемента x \in L розглянемо вiдображення \mathrm{l}x : Y \rightarrow Y, визначене за таким прави-
лом: \mathrm{l}x(a) = [x, a] для кожного елемента a \in Y. Тодi вiдображення \mathrm{l}x є диференцiюванням
пiдалгебри Y.

Припустимо тепер, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) \not = 2. Згiдно з лемою 3.2 i тим фактом, що \mathrm{l}x(z) = 0,

отримуємо, що \mathrm{l}x(y) = \beta z для деякого елемента \beta \in F. Iнакше кажучи, [x, y] \in \langle z\rangle для всiх
елементiв x \in L. Це означає, що

Y/\langle z\rangle \leq \zeta right(L/\langle z\rangle ).

За лемою 3.5 \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = \langle z\rangle . Це означає, що L/\langle z\rangle — алгебра Лi. Тодi \zeta right(L/\langle z\rangle ) = \zeta (L/\langle z\rangle ),
тобто Y/\langle z\rangle \leq \zeta (L/\langle z\rangle ). З леми 2.2 випливає, що кожна пiдалгебра з K/\langle z\rangle є iдеалом в L/\langle z\rangle .
Застосовуючи лему 2.3, отримуємо, що фактор K/\langle z\rangle є центральним в L/\langle z\rangle . Оскiльки L/\langle z\rangle 
— алгебра Лi, то кожна циклiчна пiдалгебра X/\langle z\rangle з L/\langle z\rangle має вимiрнiсть 1. Це означає, що
або K/\langle z\rangle мiстить X/\langle z\rangle , або K/\langle z\rangle \cap X/\langle z\rangle = \langle 0\rangle . У першому випадку лема 3.5 показує,
що X — iдеал алгебри L. У другому випадку лема 3.4 показує, що X — iдеал алгебри L.

Отже, кожна циклiчна пiдалгебра з L/\langle z\rangle є iдеалом в L/\langle z\rangle . Оскiльки L/\langle z\rangle є алгеброю Лi, то
фактор-алгебра L/\langle z\rangle абелева. Це означає, що L нiльпотентна, що суперечить умовi L \not = K.

Ця суперечнiсть показує, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2.

Доведення теореми B1. За наслiдком 3.2 \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2. Позначимо через K локально
нiльпотентний радикал алгебри L. Згiдно з лемою 3.5 кожна пiдалгебра з K є iдеалом алгебри
L, а K — сильно екстраспецiальною алгеброю. Виберемо в K такий елемент y, що z = [y, y] \not =
\not = 0. Якщо Y — пiдалгебра, породжена елементом y, то Y = Fy \oplus Fz i [z, y] = [y, z] = 0. Як
зазначено ранiше, Y є iдеалом алгебри L. Також з леми 3.5 випливає, що Z = Fz = \langle z\rangle =

= [K,K] = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq \zeta (L). Це означає, що фактор-алгебра L/Z неабелева (в iншому випадку
алгебра L була б нiльпотентною, що суперечило б умовi \mathrm{L}\mathrm{n}(L) \not = L). З рiвностi Z = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L)

випливає, що L/Z — алгебра Лi.
Припустимо, що L мiстить такий елемент w \not \in Z, що [w,w] = 0. Тодi \langle w\rangle = Fw i

\langle w\rangle \cap Z = \langle 0\rangle . Iз включення Z \leq \zeta (L) випливає, що z \in \mathrm{I}L(\langle w\rangle ), зокрема \mathrm{I}L(\langle w\rangle ) \not = \langle w\rangle . Це
означає, що \langle w\rangle — iдеал алгебри L. Оскiльки пiдалгебра \langle w\rangle абелева, то \langle w\rangle \leq \mathrm{L}\mathrm{n}(L). З iншого
боку, як вже зазначалося, L є сильно екстраспецiальною алгеброю. Ми отримали суперечнiсть.
Вона показує, що L задовольняє умову (i).
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Оскiльки радикал K нециклiчний, то K \not = Y. Це означає, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (K/Z) > 1. Нехай
A = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (Y ). Оскiльки Y — iдеал алгебри L, то A також є iдеалом в L. Iз включення
Z \leq \zeta (L) випливає, що Z \leq A. Очевидно, що y \not \in A, тому A\cap Y = Z. Це означає, що перетин
Y/Z \cap A/Z тривiальний. Нехай a — такий довiльний елемент з A, що a \not \in Z. Тодi a \not \in Y i
[a, y] = [y, a] = 0. Це означає, що \mathrm{I}L(\langle a\rangle ) \not = \langle a\rangle , i тому \langle a\rangle є iдеалом алгебри L. Оскiльки
[a, a] \in Z, то пiдалгебра \langle a\rangle нiльпотентна, тому \langle a\rangle \leq \mathrm{L}\mathrm{n}(L). Отже, A \leq \mathrm{L}\mathrm{n}(L). Згiдно з
твердженням 3.2 роботи [6] та наслiдком 3.1 \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/A) \leq 2. Тодi

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/(A+ Y )) \leq 1.

Оскiльки (A+ Y ) \leq \mathrm{L}\mathrm{n}(L) i L \not = \mathrm{L}\mathrm{n}(L), отримуємо, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/\mathrm{L}\mathrm{n}(L)) = 1.

Виберемо такий елемент u, що u \not \in K. Тодi L = K \oplus Fu. З наслiдку 2.1 випливає, що кожна
пiдалгебра з K, яка мiстить Z, є iдеалом алгебри L. За лемою 2.3 iснує такий елемент \alpha \in F,

що [a + Z, u + Z] = \alpha (a + Z) для кожного елемента a \in K. Зазначимо, що \alpha \not = 0. Тодi
[a, u] = \alpha a + za для деякого елемента za \in Z. Нехай a, b — такi елементи з K, що a, b \not \in Z.

Оскiльки [a, b] \in Z, то [[a, b], v] = 0. Тодi

0 = [[a, b], u] = [a, [b, u]] - [b, [a, u]] = [a, \alpha b+ zb] - [b, \alpha a+ za] =

= \alpha [a, b] - \alpha [b, a] = \alpha ([a, b] - [b, a]).

Оскiльки \alpha \not = 0, то [a, b] = [b, a].

За лемою 3.2 [u, y] = \lambda y + \mu z. Використовуючи той факт, що кожна пiдалгебра з K/Z є
iдеалом в L/Z, та лему 2.3, отримуємо, що [u + Z, a + Z] = \lambda a + Z для кожного елемента
a \in K \setminus Z. Оскiльки u \not \in K, то \lambda \not = 0. Тодi покладемо v = \lambda  - 1u, звiдки отримаємо, що
[v + Z, a+ Z] = a+ Z для кожного елемента a \in K \setminus Z.

Розглянемо тепер циклiчну пiдалгебру \langle v\rangle . За лемою 2.1 або \langle v\rangle = Fv, або \langle v\rangle = Fv \oplus 
\oplus F [v, v]. У першому випадку \langle v\rangle \cap \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = \langle 0\rangle . Включення \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq \zeta (L) показує, що
z \in \mathrm{I}L(\langle v\rangle ). Тодi \langle v\rangle повинно бути iдеалом алгебри L. У цьому випадку \langle v\rangle \cap K = \langle 0\rangle . Але тодi
v \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(K), що неможливо. Ця суперечнiсть показує, що [v, v] = \eta z для деякого ненульового
елемента \eta \in F.

Теорему B1 доведено.
Звернемо увагу на деякi деталi будови локально нiльпотентного радикала \mathrm{L}\mathrm{n}(L).

Нехай \{ y + Z,w\lambda + Z| \lambda \in \Lambda \} — базис фактор-алгебри K/Z. Покладемо a1 = y. Оскiльки
K/Z абелева, то [w\lambda , a1] = \xi \lambda z для деякого елемента \xi \lambda \in F, \lambda \in \Lambda . Якщо \xi \lambda = 0, то
покладемо u\lambda = w\lambda , а якщо \xi \lambda \not = 0, то покладемо u\lambda = \xi \lambda a1  - w\lambda . Тодi

[u\lambda , a1] = [\xi \lambda a1  - w\lambda , a1] = \xi \lambda [a1, a1] - [w\lambda , a1] = \xi \lambda z  - \xi \lambda z = 0.

З рiвностi [u\lambda , a1] = [a1, u\lambda ] випливає, що [a1, u\lambda ] = 0. Очевидно, що елементи \{ a1 + Z, u\lambda +

+ Z| \lambda \in \Lambda \} утворюють базис фактор-алгебри K/Z. Нехай U1/Z — пiдпростiр iз K/Z, який
породжений елементами \{ u\lambda + Z| \lambda \in \Lambda \} . З абелевостi K/Z випливає, що U1 є пiдалгеброю
в K i [U1, a1] = [a1, U1] = \langle 0\rangle .

Використовуючи аналогiчнi мiркування та трансфiнiтну iндукцiю, можемо побудувати та-
кий базис \{ a\mu + Z| \mu \in M\} , що [a\mu , a\nu ] = [a\nu , a\mu ] = 0 для всiх \mu , \nu \in M, \mu \not = \nu . Бiльше того,
[v, a\mu ] = a\mu + \gamma \mu z для всiх \mu \in M.
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Доведення теореми B2. За наслiдком 2.3 кожна пiдалгебра з K є iдеалом алгебри L.

Оскiльки локально нiльпотентний радикал K неабелевий, то K = E \oplus Z, Z є пiдалгеброю
центра K, а E — сильно екстраспецiальною алгеброю. Оскiльки радикал K неабелевий, то
пiдалгебра E нетривiальна. Виберемо в E такий елемент y, що z = [y, y] \not = 0. Нехай Y

— пiдалгебра, породжена елементом y. Тодi Y = Fy \oplus Fz та [z, y] = [y, z] = 0. За нашими
умовами пiдалгебра Y є iдеалом алгебри L. Оскiльки [K,K] = [E,E] має вимiрнiсть 1 i
z \in [E,E], то Fz = [K,K]. Це означає, що z \in \zeta (K).

Для елемента x \in L розглянемо вiдображення \mathrm{l}x : Y \rightarrow Y, визначене за таким правилом:
\mathrm{l}x(a) = [x, a] для кожного елемента a \in Y. Тодi вiдображення \mathrm{l}x є диференцiюванням iдеалу
Y. Оскiльки z \not \in \zeta (L), то за лемами 3.2 i 3.3 отримуємо, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) \not = 2. Бiльше того, лема 3.2
показує, що iснує такий елемент u \in A, що [u, y] = \alpha y + \beta z, [u, z] = 2\alpha z i \alpha \not = 0. Покладемо
v = \alpha  - 1u, тодi [v, y] = y + \gamma z, [v, z] = 2z, де \gamma = \alpha  - 1\beta .

Припустимо, що пiдалгебра Z нетривiальна, i розглянемо \langle z\rangle \oplus Z. За доведеним ця пiдал-
гебра i всi її пiдалгебри є iдеалами алгебри L. Тодi з леми 2.3 випливає, що [v, w] = 2w для
кожного елемента w \in Z. Розглянемо тепер фактор-алгебру L/\langle z\rangle . Її iдеал K/\langle z\rangle абелевий i
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (K/\langle z\rangle ) > 1. Оскiльки Z \not = \langle z\rangle , то iснує такий елемент w \in Z, що \langle w\rangle \cap Y = \langle 0\rangle . З
леми 2.2 випливає, що кожна пiдалгебра з K/\langle z\rangle є iдеалом в L/\langle z\rangle . Тодi

[v + \langle z\rangle , y + \langle z\rangle ] = [v, y] + \langle z\rangle = y + \langle z\rangle .

На пiдставi леми 2.3 отримуємо, що [v + \langle z\rangle , w + \langle z\rangle ] = w + \langle z\rangle . З iншого боку,

[v + \langle z\rangle , w + \langle z\rangle ] = [v, w] + \langle z\rangle = 2w + \langle z\rangle .

Ми отримали суперечнiсть, яка доводить рiвнiсть Z = \langle 0\rangle , звiдки випливає, що K = E є
сильно екстраспецiальною алгеброю.

Припустимо тепер, що \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \not = \langle z\rangle . Оскiльки ядро \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) є абелевим iдеалом, то K

мiстить \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L). Тодi \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L)) > 1, тому \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) повинно мiстити елемент u \not \in \langle z\rangle .
Оскiльки ядро \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) абелеве, то [u, u] = 0. З iншого боку, K — сильно екстраспецiальна
алгебра Лейбнiца i тому [u, u] \not = 0. Ця суперечнiсть показує, що \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = \langle z\rangle .

Оскiльки \langle z\rangle — iдеал вимiрностi 1, то L/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (\langle z\rangle ) \sim = F i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}
left
L (\langle z\rangle ) = 1. З

того факту, що v \not \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (\langle z\rangle ), випливає, що L = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (\langle z\rangle ) + \langle v\rangle . Оскiльки лiвий центр
алгебри L мiстить ядро Лейбнiца, то L = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (\langle z\rangle ), тобто

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(\langle z\rangle ) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (\langle z\rangle ) \cap \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}rightL (\langle z\rangle ) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (\langle z\rangle ) \cap L = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (\langle z\rangle ).

Якщо x \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(\langle z\rangle ), то за лемою 3.2 [x, y] \in \langle z\rangle . Тодi з леми 3.4 випливає, що \langle x\rangle 
— iдеал алгебри L. З рiвностi \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = \langle z\rangle випливає, що фактор-алгебра L/\langle z\rangle є алгеброю
Лi. Це означає, що [x + \langle z\rangle , x + \langle z\rangle ] = \langle z\rangle , тобто або \langle x\rangle = Fx, або \langle x\rangle = Fx + Fz. У
другому випадку [x, x] \in \langle z\rangle . З рiвностi [x, z] = 0 випливає, що пiдалгебра \langle x\rangle нiльпотентна.
Оскiльки ця пiдалгебра є iдеалом, то \mathrm{L}\mathrm{n}(L) = K мiстить \langle x\rangle . Отже, \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(\langle z\rangle ) \leq K, а оскiльки
z \in \zeta (K), то K = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(\langle z\rangle ). Це означає, що L = K + \langle v\rangle .

Вище вже доведено, що [v, x] = x+\xi xz для кожного x \in K \setminus \langle z\rangle i деякого \xi x \in F. Оскiльки
L/\langle z\rangle — алгебра Лi, то [v, v] \in \langle z\rangle , тобто [v, v] = \nu z для деякого \nu \in F i [v, z] = 2z.

Теорему B2 доведено.
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Приклад 3.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2 i L породжується
такими елементами a, b, v, що

[a, a] = z, [b, b] = \sigma z, [v, v] = \eta z,

[z, z] = [z, a] = [a, z] = [z, b] = [b, z] = [z, d] = [d, z] = 0,

[a, b] = [b, a] = 0, [a, v] = a, [v, a] = a+ z,

[b, v] = b, [v, b] = b+ z.

Бiльше того, полiноми X2 + \sigma та X2 + \eta не мають коренiв в F. Можна перевiрити, що L

— алгебра Лейбнiца, пiдалгебри якої або є iдеалами, або самоiдеалiзовнi.
Говоритимемо, що поле F є 2-замкненим, якщо полiном X2 + \alpha \in F [X] має корiнь у полi

F для кожного ненульового елемента \alpha \in F. Це означає, що мультиплiкативна група \mathrm{U}(F )

поля F є 2-подiльною. Зокрема, кожне скiнченне поле F характеристики 2 є 2-замкненим.
Справдi, | F | = 2n для деякого натурального n, тому число | \mathrm{U}(F )| = 2n  - 1 є непарним. Це
означає, що мультиплiкативна група \mathrm{U}(F ) є 2-подiльною. Як наслiдок отримуємо, що кожне
локально скiнченне поле F характеристики 2 є 2-замкненим.

Наслiдок 3.3. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеалами,
або самоiдеалiзовнi. Припустимо, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2, локально нiльпотентний радикал \mathrm{L}\mathrm{n}(L)

неабелевий i L \not = \mathrm{L}\mathrm{n}(L). Якщо поле F є 2-замкненим, то радикал \mathrm{L}\mathrm{n}(L) циклiчний.
Доведення. Позначимо через K локально нiльпотентний радикал алгебри L i припустимо,

що K нециклiчний. За лемою 3.5 кожна пiдалгебра з K є iдеалом алгебри L, а K — сильно
екстраспецiальною алгеброю. Виберемо в K такий елемент y, що z = [y, y] \not = 0. Нехай Y

— пiдалгебра, породжена елементом y. Тодi Y = Fy \oplus Fz i [z, y] = [y, z] = 0. За доведеним
вище Y є iдеалом алгебри L. З леми 3.5 також випливає, що Z = Fz = \langle z\rangle = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq 
\leq \zeta (L). Оскiльки радикал K нециклiчний, то K \not = Y. Використовуючи мiркування з доведення
теореми B1, можемо знайти такий елемент a \in K, що a \not \in Z, [a, y] = [y, a] = 0. Тодi [a, a] = \gamma z

для деякого елемента \gamma \in F. Нехай b = \lambda a+ \mu y, \lambda , \mu \in F. Тодi

[b, b] = [\lambda a+ \mu y, \lambda a+ \mu y] = \lambda 2[a, a] + \lambda \mu [a, y] + \mu \lambda [y, a] + \mu 2[y, y] =

= \lambda 2\gamma z + \mu 2z = (\lambda 2\gamma + \mu 2)z.

Оскiльки поле F є 2-замкненим, то iснує такий елемент \sigma \in F, що \sigma 2 = \gamma . Покладемо \lambda = 1,

\mu = \sigma . Тодi a+ \sigma y \not \in Z i [a+ \sigma y, a+ \sigma y] = (\gamma + \sigma 2)z = (\gamma + \gamma )z = 0. Таким чином, отримали
суперечнiсть iз тим фактом, що K є сильно екстраспецiальною алгеброю. Ця суперечнiсть
показує, що радикал K повинен бути циклiчним.

Наступним природним кроком є розгляд випадку, коли локально нiльпотентний радикал є
циклiчним. З леми 2.1 випливає, що у цьому випадку вiн має вимiрнiсть 1 або 2.

Доведення теореми C. Позначимо через K локально нiльпотентний радикал алгебри L. За
лемою 2.1 K має такий базис \{ a, z\} , що [a, a] = z, [z, a] = [a, z] = 0.

Для елемента x \in L розглянемо вiдображення \mathrm{l}x : K \rightarrow K, визначене за таким правилом:
\mathrm{l}x(y) = [x, y] для кожного елемента y \in K. Тодi вiдображення \mathrm{l}x є диференцiюванням радикала
K. За лемами 3.2 i 3.3 \mathrm{l}x(z) = 0. Iнакше кажучи, [x, z] = 0 для всiх елементiв x \in L. Це означає,
що z \in \zeta right(L). З iншого боку, z \in \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L), а оскiльки \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq \zeta left(L), то z \in \zeta left(L).

Отже, z \in \zeta (L). Зазначимо, що ядро \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) абелеве, тому \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq K. Оскiльки Z = \langle z\rangle 
— максимальна абелева пiдалгебра з K, то Z = \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L).
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Нехай A = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (K). Оскiльки K — iдеал алгебри L, то A також є iдеалом в L. З рiвностi
Z = \zeta (K) випливає, що Z \leq A. Очевидно, що a \not \in A, тому A \cap K = Z. Припустимо, що K

не мiстить A. Тодi фактор-алгебра A/Z нетривiальна, а перетин K/Z \cap A/Z є тривiальним.
Нехай d — такий довiльний елемент з A, що d \not \in Z. Тодi d \not \in K й [a, d] = [d, a] = 0. Це означає,
що \mathrm{I}L(\langle d\rangle ) \not = \langle d\rangle , i тому \langle d\rangle повинно бути iдеалом алгебри L. Оскiльки [d, d] \in \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = Z,

то пiдалгебра \langle d\rangle нiльпотентна, тобто \langle d\rangle \leq K. Ми отримали суперечнiсть, яка доводить, що
A \leq K.

Припустимо, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) \not = 2. Лема 3.2 показує, що у цьому випадку алгебра диференцi-
ювань радикала K має вимiрнiсть 1. На пiдставi твердження 3.2 зi статтi [6] отримуємо, що
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/A) \leq 1. З рiвностi A = Z випливає, що L = K.

Припустимо тепер, що \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2. За твердженням 3.2 зi статтi [6] iз наслiдку 3.1 i
рiвностi A = Z випливає, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/Z) \leq 2. Якщо \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/Z) = 1, то L = K, а якщо
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/Z) = 2, то L/Z є алгеброю Лi вимiрностi 2. Оскiльки L \not = K, то можна вибрати
такий елемент v \not \in K, що [a+Z, v+Z] = [v+Z, a+Z] = a+Z. Це означає, що [v, a] = a+\lambda z,

[a, v] = a+ \mu z для деяких елементiв \lambda , \mu \in F.

Нарештi, розглянемо циклiчну пiдалгебру \langle v\rangle . За лемою 2.1 або \langle v\rangle = Fv, або \langle v\rangle =

= Fv \oplus F [v, v]. У першому випадку \langle v\rangle \cap \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = \langle 0\rangle . Рiвнiсть \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = \zeta (L) показує,
що z \in \mathrm{I}L(\langle v\rangle ). Тодi \langle v\rangle повинно бути iдеалом алгебри L. У цьому випадку \langle v\rangle \cap K = \langle 0\rangle .
Але тодi v \in \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(K), i ми отримали суперечнiсть, яка показує, що [v, v] = \eta z для деякого
ненульового елемента \eta \in F.

Нехай b = \sigma a+ \tau v, \sigma , \tau \in F. Тодi

[b, b] = [\sigma a+ \tau v, \sigma a+ \tau v] = \sigma 2[a, a] + \sigma \tau [a, v] + \tau \sigma [v, a] + \tau 2[v, v] =

= \sigma 2z + \sigma \tau (a+ \mu z) + \tau \sigma (a+ \lambda z) + \tau 2\eta z =

= \sigma 2z + \sigma \tau a+ \sigma \tau \mu z + \tau \sigma a+ \tau \sigma \lambda z + \tau 2\eta z =

= (\sigma 2 + \sigma \tau \mu + \tau \sigma \lambda + \tau 2\eta )z = \tau 2(\sigma 2\tau  - 2 + \sigma \tau  - 1(\mu + \lambda ) + \eta )z.

Якщо припустити, що полiном X2 + (\mu + \lambda )X + \eta має корiнь \gamma в F, то, поклавши \tau = 1

i \sigma = \gamma , отримаємо, що [b, b] = 0, i тому \langle b\rangle = Fb. Очевидно, що b \not \in K. Як i ранiше,
z \in \mathrm{I}L(\langle b\rangle ), тому \langle b\rangle повинно бути iдеалом. Оскiльки пiдалгебра \langle b\rangle абелева, вона мiститься
у локально нiльпотентному радикалi алгебри L, що неможливо. Ця суперечнiсть показує, що
полiном X2 + (\mu + \lambda )X + \eta не має коренiв у полi F.

Теорему C доведено.

Наведемо приклад алгебри Лейбнiца, яка задовольняє умови теореми C.

Приклад 3.2. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, де \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(F ) = 2, а поле F не є
2-замкненим. Виберемо в F такий елемент \eta , що полiном X2 + \eta не має коренiв у полi F.

Нехай L — векторний простiр над полем F, а \{ z, a, v\} — базис L. Визначимо операцiю [ , ]

таким чином:

[z, z] = [z, a] = [a, z] = [z, v] = [v, z] = 0, [a, a] = z, [v, v] = \eta z, [v, a] = [a, v] = a.

Можна перевiрити, що L є алгеброю Лейбнiца, всi пiдалгебри якої або є iдеалами, або само-
iдеалiзовнi.
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Твердження 3.1. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, пiдалгебри якої або є iдеала-
ми, або самоiдеалiзовнi. Якщо локально нiльпотентний радикал \mathrm{L}\mathrm{n}(L) має вимiрнiсть 1, то
фактор-алгебра L/\mathrm{L}\mathrm{n}(L) не мiстить абелевих пiдалгебр вимiрностi 2.

Доведення. Позначимо через K локально нiльпотентний радикал алгебри L. Оскiльки ядро
\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) — абелевий iдеал, то \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) \leq K. Це означає, що \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}(L) = K, тому L/K є алгеброю
Лi. Нехай A = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}leftL (K). Оскiльки K — iдеал алгебри L, то A також є iдеалом в L. З того
факту, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (K) = 1, випливає, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/A) = 1.

Припустимо супротивне, нехай U/K — абелева пiдалгебра з L/K i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (U/K) > 1. Тодi з
наслiдку 2.1 випливає, що кожна пiдалгебра з U, яка мiстить K, є iдеалом алгебри L. Рiвнiсть
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/A) = 1 показує, що U \cap A > K. Оскiльки фактор-алгебра (U \cap A)/K абелева, то iдеал
U \cap A є нiльпотентним. Тодi U \cap A \leq K, що неможливо. Ця суперечнiсть показує, що кожна
абелева пiдалгебра з L/K має вимiрнiсть 1.

Твердження 3.1 доведено.
Таким чином, ми бачимо, що вивчення алгебр Лейбнiца, пiдалгебри яких або є iдеалами, або

самоiдеалiзовнi, зводиться до вивчення алгебр Лi, абелевi пiдалгебри яких мають вимiрнiсть 1.
Цей випадок вимагає окремого розгляду.
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