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ЗВАЖЕНЕ ГАСIННЯ ЗОВНIШНIХ I ПОЧАТКОВИХ ЗБУРЕНЬ
У ДЕСКРИПТОРНИХ СИСТЕМАХ КЕРУВАННЯ

We investigate the problem of H\infty -control of a generalized type for a class of linear descriptor systems and suggest a
criterion and sufficient conditions for the existence of control laws ensuring that the closed-loop system is regular, stable
and impulse-free with a desired estimate for the weighted damping level of external and initial disturbances. The main
computational procedures for the synthesis of controllers are reduced to solving linear and quadratic matrix inequalities
that have no rank constraints. An example of robust stabilization of a hydraulic system with three tanks is given.

Дослiджується проблема узагальненого H\infty -керування для класу лiнiйних дескрипторних систем. Запропонова-
но критерiй та достатнi умови iснування законiв керування, при яких замкнена система є регулярною, стiйкою,
неiмпульсною i гарантується бажана оцiнка зваженого рiвня гасiння зовнiшнiх i початкових збурень. Основнi обчи-
слювальнi процедури синтезу регуляторiв зводяться до розв’язання лiнiйних i квадратичних матричних нерiвностей
без рангових обмежень. Наведено приклад робастної стабiлiзацiї гiдравлiчної системи з трьома резервуарами.

1. Вступ. Сучаснi напрямки дослiджень в теорiї керування формують методи робастної стабi-
лiзацiї та H2/H\infty -оптимiзацiї, якi забезпечують робастну стiйкiсть станiв рiвноваги й мiнiмi-
зують негативний вплив зовнiшнiх (екзогенних) збурень на динамiку керованих об’єктiв (див.,
наприклад, [1 – 6]). Оцiнювання i зниження впливу обмежених збурень у системах керування
можна здiйснювати методами мiнiмiзацiї характеристик, що описують розмiри iнварiантних
множин векторiв стану або виходу [6, 7]. Типовим критерiєм якостi у задачах H\infty -оптимiзацiї
неперервних та дискретних систем з нульовим початковим станом є рiвень гасiння зовнiшнiх
збурень, якому вiдповiдає максимальне значення вiдношення L2-норм векторiв керованого ви-
ходу об’єкта i збурень. Так, для класу лiнiйних систем

E \.x = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0, (1.1)

дана характеристика збiгається з H\infty -нормою матричної передавальної функцiї

\| H\| \infty = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\omega \in \BbbR 

\sqrt{} 
\lambda max(H\top ( - i\omega )H(i\omega )), H(\lambda ) = C(\lambda E  - A) - 1B +D,

де x \in \BbbR n, z \in \BbbR k i w \in \BbbR s — вектори вiдповiдно стану, контрольованого виходу i входу
системи, E, A, B, C i D — сталi матрицi вiдповiдних розмiрiв, \lambda max(\cdot ) — максимальне власне
значення матрицi.

На практицi доцiльно застосовувати зваженi критерiї якостi керованих систем вигляду [8]

J = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
(w,x0)\in \scrW 

\| z\| Q\sqrt{} 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

, (1.2)

де

\| z\| 2Q =

\infty \int 
0

z\top Qz dt, \| w\| 2P =

\infty \int 
0

w\top Pw dt,
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\scrW — множина допустимих пар (w, x0) системи, для яких виконується нерiвнiсть 0 < \| w\| 2P +

+ x\top 0 X0x0 < \infty , а P = P\top > 0, Q = Q\top > 0 i X0 = X\top 
0 \geq 0 — заданi ваговi матрицi

(див. також [9, 10]). Значення J характеризує зважений рiвень гасiння зовнiшнiх збурень,
а також початкових збурень, обумовлених ненульовим початковим вектором. За допомогою
вагових коефiцiєнтiв у таких критерiях якостi можна встановити прiоритети мiж компонентами
керованого виходу i невизначених збурень у системi керування. При цьому компонентами
невизначених збурень можуть бути як зовнiшнi збурення, що дiють на систему, так i похибки
вимiрюваного виходу.

Система (1.1) є диференцiально-алгебраїчною (дескрипторною), якщо матриця при похiд-
них E вироджена. Дескрипторнi системи виникають при проєктуваннi та дослiдженнi динамiки
керованих об’єктiв механiки, електротехнiки, економiки тощо (див., наприклад, [11 – 18]). При
побудовi рiвнянь руху таких об’єктiв у змiнних, що описують реальний фiзичний процес, не-
обхiдно враховувати не лише диференцiальнi, а й алгебраїчнi зв’язки та обмеження у фазовому
просторi. Наприклад, механiчнi системи з обмеженнями в широких припущеннях описуються
у виглядi [13, 16]

A2\"q(t) +A1 \.q(t) +A0q(t) = Uu(t) + V \mu (t), G1 \.q(t) +G0q(t) = 0, (1.3)

де q(t) \in \BbbR \nu — вектор положень, u(t) \in \BbbR s — вектор дiючих зовнiшнiх сил, \mu (t) \in \BbbR r — вектор
множникiв Лагранжа, A2 — матриця iнерцiйних характеристик, A1 — матриця демпфування
або гiроскопiчних характеристик, A0 — матриця жорсткостi, V \top — якобiан рiвняння обмежень.
Система рiвнянь (1.3) набирає стандартної форми (1.1), якщо

E =

\left[  I\nu 0 0

0 A2 0

0 0 0

\right]  , A =

\left[  0 I\nu 0

 - A0  - A1 V

G0 G1 0

\right]  ], B =

\left[  0

U

0

\right]  , x =

\left[  q\.q
\mu 

\right]  ,

C =
\bigl[ 
C0 C1 0

\bigr] 
, D = 0, z = C0q + C1 \.q.

Вiдомi методи синтезу H\infty -керування базуються на критерiях виконання верхнiх оцiнок
для вiдповiдних критерiїв якостi, встановлених у термiнах матричних рiвнянь та лiнiйних
матричних нерiвностей (ЛМН) [1, 2, 19]. Для класу лiнiйних дескрипторних систем аналогiчнi
твердження встановлено в [20 – 23]. З вiдомими методами H\infty -оптимiзацiї таких систем можна
ознайомитись, наприклад, у [16, 20, 22, 24, 25].

У данiй статтi продовжено дослiдження [26, 27], присвяченi задачам синтезу узагальненого
H\infty -керування для лiнiйних дескрипторних систем. Запропоновано новi необхiднi та достатнi
умови iснування статичних та динамiчних регуляторiв, якi забезпечують бажану оцiнку зваже-
ного рiвня впливу обмежених збурень на якiсть перехiдних процесiв у дескрипторних системах
з керованими i спостережуваними виходами. Практичне застосування даних умов зводиться до
розв’язання лiнiйних i квадратичних матричних нерiвностей щодо параметризованих матриць
без додаткових рангових обмежень. Вiдмiтна особливiсть отриманих результатiв порiвняно з
вiдомими полягає у застосуваннi зважених критерiїв якостi, якi дають новi можливостi при
досягненнi бажаних характеристик дескрипторних систем керування.
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Будемо використовувати такi позначення: In — одинична матриця порядку n; 0n\times m — нульо-
ва матриця розмiрiв n\times m; X = X\top > 0 (\geq 0) — додатно (невiд’ємно) визначена симетрична
матриця X ; \sigma (A) — спектр матрицi A; A - 1(A+) — обернена (псевдообернена) матриця; \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}A

— ядро матрицi A; WA — матриця, стовпцi якої утворюють базис ядра \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}A; \mathrm{C}\mathrm{o}\{ A1, . . . , A\nu \} —
опуклий багатогранник (полiтоп) з вершинами A1, . . . , A\nu у просторi матриць; \| x\| — евклiдова
норма вектора x; \| w\| P — зважена L2-норма вектор-функцiї w(t).

2. Означення i допомiжнi твердження. Розглянемо дескрипторну систему (1.1), де
\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}E = \rho < n, i критерiй якостi (1.2). Система (1.1) називається допустимою, якщо пара
матриць (A,E ) регулярна, стiйка i неiмпульсна [15], тобто вiдповiдно \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}F (\lambda ) \not \equiv 0, \lambda \in \BbbC ,
\mathrm{R}\mathrm{e}\lambda i < 0, i = 1, \alpha , i \alpha = \rho , де \Sigma = \{ \lambda 1, . . . , \lambda \alpha \} — скiнченний спектр в’язки матриць
F (\lambda ) = A - \lambda E. Пара матриць (E,A) є регулярною тодi i лише тодi, коли iснують невиродженi
матрицi L i R, що перетворюють її до канонiчної форми Веєрштрасса [28]

LAR =

\Biggl[ 
A1 0

0 In - \alpha 

\Biggr] 
, LER =

\Biggl[ 
I\alpha 0

0 N

\Biggr] 
, (2.1)

де N — нiльпотентна матриця iндексу \nu , а спектр матрицi A1 збiгається з \Sigma . Зокрема, рiвнiсть
N = 0 еквiвалентна ранговiй умовi [13]

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}

\Biggl[ 
E 0

A E

\Biggr] 
= n+ \rho 

i означає, що пара матриць (A,E ) неiмпульсна.
Допустиму дескрипторну систему (1.1) на основi перетворення (2.1) можна подати у виглядi

\.x1 = A1x1 +B1w, z = C1x1 +D1w, x1(0) = x01, (2.2)

де x1 \in \BbbR \alpha , A1 — гурвiцева матриця, D1 = D  - C2B2,

x = R

\Biggl[ 
x1

x2

\Biggr] 
, x0 = R

\Biggl[ 
x01

x02

\Biggr] 
, LB =

\Biggl[ 
B1

B2

\Biggr] 
, CR =

\bigl[ 
C1, C2

\bigr] 
.

Лема 2.1 [22]. Система (1.1) є допустимою тодi i лише тодi, коли система спiввiдношень

A\top X +X\top A < 0, E\top X = X\top E \geq 0

сумiсна щодо X.

Нехай J — критерiй якостi (1.2) системи (1.1) з ваговою матрицею X0 = E\top HE, де
H = H\top > 0 — задана матриця. Для допустимої системи x\top 0 X0x0 = x\top 01X01x01, де X01 =

= L\top 
1 HL1 > 0, L1 = L - 1

\bigl[ 
I\alpha 0

\bigr] \top 
, i значення J збiгається з аналогiчним критерiєм якостi

J1 типу (1.2), визначеним для пiдсистеми (2.2).
Лема 2.2 [23]. Нехай система спiввiдношень

\Psi (X) =

\Biggl[ 
A\top X +X\top A+ C\top QC X\top B + C\top QD

B\top X +D\top QC D\top QD  - \gamma 2P

\Biggr] 
< 0, (2.3)

0 \leq E\top X = X\top E \leq \gamma 2X0, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\Bigl( 
E\top X  - \gamma 2X0

\Bigr) 
= \rho , (2.4)

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 10



1380 О. Г. МАЗКО

де \gamma > 0, сумiсна щодо X. Тодi система (1.1) допустима i виконується оцiнка J < \gamma . Зворотне
твердження виконується за умови

\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\Bigl[ 
E\top C\top QD

\Bigr] 
= \rho . (2.5)

За умов леми 2.2 нульовий стан системи (1.1) зi структурованою невизначенiстю вектора

w =
1

\gamma 
\Theta z при \Theta \top P\Theta \leq Q робастно стiйкий зi спiльною функцiєю Ляпунова v(x) = x\top E\top Xx.

Це твердження є наслiдком перетворення (2.1) i теореми про робастну стабiлiзацiю лiнiйної
системи [8] (теорема 3.3.1).

Нехай E = ElE
\top 
r — скелетний розклад матрицi E, де El i Er — матрицi повного рангу \rho за

стовпцями, а WE i WE\top — матрицi, стовпцi яких утворюють базиси ядер вiдповiдних матриць
E i E\top .

Лема 2.3. Для невироджених матриць X i Y, пов’язаних рiвнiстю

XY = \gamma 2In, (2.6)

еквiвалентнi такi твердження:
(i) виконується система спiввiдношень (2.4);
(ii) iснують матрицi S = S\top i G, при яких

X = SE +WE\top G, 0 < E\top 
l SEl < \gamma 2E\top 

l HEl; (2.7)

(iii) iснують матрицi T = T\top i F, при яких

Y = TE\top +WEF, E\top 
r TEr >

\Bigl( 
E\top 

l HEl

\Bigr)  - 1
. (2.8)

Доведення. Очевидно, що кожна матриця X в (2.7) задовольняє спiввiдношення (2.4),
оскiльки

E\top X = E\top SE \geq 0, E\top X  - \gamma 2X0 = Er

\Bigl( 
E\top 

l SEl  - \gamma 2E\top 
l HEl

\Bigr) 
E\top 

r .

Нехай L i R — невиродженi матрицi, при яких

E = L - 1

\biggl[ 
I\rho 0

0 0

\biggr] 
R - 1, El = L - 1

\biggl[ 
I\rho 
0

\biggr] 
, Er = R - 1\top 

\biggl[ 
I\rho 
0

\biggr] 
,

WE = R

\biggl[ 
0

In - \rho 

\biggr] 
, WE\top = L\top 

\biggl[ 
0

In - \rho 

\biggr] 
.

Кожна матриця X в (2.4) має таку структуру:

X = L\top 
\biggl[ 
X1 0

X2 X3

\biggr] 
R - 1, 0 < X1 = X\top 

1 < \gamma 2E\top 
l HEl. (2.9)

Спiввiдношення (2.9) набирають вигляду (2.7), якщо

S = L\top 
\biggl[ 
S1 S\top 

2

S2 S3

\biggr] 
L, G =

\bigl[ 
G1 G2

\bigr] 
R - 1,
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де S1 = X1, S2 = X2 - G1, G2 = X3, а G1 i S3 = S\top 
3 — довiльнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Отже, твердження (i) та (ii) еквiвалентнi.
Встановимо еквiвалентнiсть тверджень (i) та (iii). Запишемо спiввiдношення (2.4) в термiнах

матрицi Y = \gamma 2X - 1, помноживши вирази злiва i справа вiдповiдно на X - 1\top i X - 1 :

0 \leq EY = Y \top E\top \leq Y \top X0Y, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\Bigl( 
EY  - Y \top X0Y

\Bigr) 
= \rho . (2.10)

Кожна матриця Y в (2.8) задовольняє спiввiдношення (2.10), оскiльки

EY = ETE\top \geq 0, EY  - Y \top X0Y = ElT1

\Bigl( 
T - 1
1  - E\top 

l HEl

\Bigr) 
T1E

\top 
l ,

де T1 = E\top 
r TEr, причому T - 1

1 < E\top 
l HEl тодi i лише тодi, коли виконується матрична нерiв-

нiсть у (2.8).
Нехай виконуються спiввiдношення (2.4). Враховуючи (2.9) i вираховуючи обернену матри-

цю X - 1, отримуємо вираз

Y = \gamma 2R

\biggl[ 
X - 1

1 0

 - X - 1
3 X2X

 - 1
1 X - 1

3

\biggr] 
L - 1\top .

Далi, покладаючи

T = R

\biggl[ 
T1 T\top 

2

T2 T3

\biggr] 
R\top , F =

\bigl[ 
F1 F2

\bigr] 
L - 1\top ,

де T1 = E\top 
r TEr = \gamma 2X - 1

1 , T2 =  - F1 - \gamma 2X - 1
3 X2X

 - 1
1 , F2 = \gamma 2X - 1

3 , а F1 i T3 = T\top 
3 — довiль-

нi матрицi вiдповiдних розмiрiв, i враховуючи еквiвалентнiсть нерiвностей X1 < \gamma 2E\top 
l HEl i

\gamma 2X - 1
1 > (E\top 

l HEl)
 - 1, одержуємо спiввiдношення (2.8). Отже, твердження (i) та (iii) еквiва-

лентнi.
Лему 2.3 доведено.
Вектор збурення w(t) i початковий вектор x0 називатимемо найгiршими в системi (1.1)

щодо критерiю якостi J, якщо на їхнiх значеннях в (1.2) досягається супремум, тобто \| z\| 2Q =

= J2
\bigl( 
\| w\| 2P + x\top 0 X0x0

\bigr) 
. Методи знаходження таких векторiв у окремих випадках запропоно-

вано в [9, 29].
Лема 2.4 [26]. Нехай система (1.1) допустима i для деякої матрицi X виконуються спiв-

вiдношення

A\top 
1 X +X\top A1 +X\top R1X +Q1 = 0,

0 \leq E\top X = X\top E \leq \gamma 2X0,

де A1 = A + BR - 1D\top QC, R1 = BR - 1B\top , Q1 = C\top \bigl( 
Q+QDR - 1D\top Q

\bigr) 
C, R = \gamma 2P  - 

 - D\top QD > 0 i \gamma = J. Тодi структурований вектор зовнiшнiх збурень у формi лiнiйного
зворотного зв’язку за станом

w = K0x, K0 = R - 1
\Bigl( 
B\top X +D\top QC

\Bigr) 
,

i довiльний початковий вектор x0 \in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}
\bigl( 
E\top X  - J2X0

\bigr) 
є найгiршими щодо критерiю якостi

J для системи (1.1).
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Переформулюємо критерiй сумiсностi квадратичних матричних нерiвностей вигляду

A+B\top XC + C\top X\top B + C\top X\top RXC < 0, (2.11)

отриманий у [26], де A = A\top \in \BbbR n\times n, B \in \BbbR p\times n, C \in \BbbR q\times n i R = R\top \in \BbbR p\times p.

Лема 2.5. Якщо \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}B < n, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}C < n i R \geq 0, то матрична нерiвнiсть (2.11) має
розв’язок X \in \BbbR p\times q тодi i лише тодi, коли виконуються умови

W\top 
C AWC < 0, \Delta \top 

\Bigl( 
A - B\top R+B

\Bigr) 
\Delta < 0, \Delta =

\left\{     
WB, r = 0,

In, r = p,

WB0 , 1 \leq r < p,

де B0 = W\top 
RB, R+ — псевдообернена матриця i r = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}R.

3. Основнi результати. Розглянемо дескрипторну систему керування

E \.x = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u, (3.1)

y = C2x+D21w +D22u,

де x \in \BbbR n, u \in \BbbR m, w \in \BbbR s, z \in \BbbR k i y \in \BbbR l — вектори вiдповiдно стану, керування,
зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв. Всi матричнi коефiцiєнти в (3.1)
сталi, причому пара (E,A) регулярна i \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}E = \rho \leq n. Нас цiкавлять закони керування, якi
гарантують бажану оцiнку J < \gamma критерiю якостi (1.2) замкненої системи щодо керованого
виходу z. Статичнi й динамiчнi регулятори, якi мiнiмiзують критерiй якостi J, називатимемо
J -оптимальними.

3.1. Статичний регулятор. Застосовуючи статичний регулятор

u = Ky, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Im  - KD22) \not = 0, (3.2)

маємо замкнену систему

E \.x = A\ast x+B\ast w, z = C\ast x+D\ast w, (3.3)

де A\ast = A + B2K\ast C2, B\ast = B1 + B2K\ast D21, C\ast = C1 + D12K\ast C2, D\ast = D11 + D12K\ast D21,

K\ast = (Im  - KD22)
 - 1K. Вiдомо [30], що iснує така матриця регулятора K, при якiй система

(3.3) є допустимою i має критерiй якостi J < \gamma , якщо сумiсною щодо X i Y є система
спiввiдношень (2.4), (2.6) i

W\top 
R

\biggl[ 
A\top X +X\top A+ C\top 

1 QC1 X\top B1 + C\top 
1 QD11

B\top 
1 X +D\top 

11QC1 D\top 
11QD11  - \gamma 2P

\biggr] 
WR < 0, (3.4)

W\top 
L

\biggl[ 
AY + Y \top A\top +B1P

 - 1B\top 
1 Y \top C\top 

1 +B1P
 - 1D\top 

11

C1Y +D11P
 - 1B\top 

1 D11P
 - 1D\top 

11  - \gamma 2Q - 1

\biggr] 
WL < 0, (3.5)

де WR i WL — матрицi, стовпцi яких утворюють базиси ядер вiдповiдних матриць R =

=
\bigl[ 
C2 D21

\bigr] 
i L =

\bigl[ 
B\top 

2 D\top 
12

\bigr] 
. При цьому справедливiсть зворотного твердження забезпе-

чує рангова умова (2.5) для системи (3.3), тобто
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\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\bigl[ 
E\top C\top 

\ast QD\ast 
\bigr] 
= \rho , (3.6)

а шукану матрицю K можна побудувати у виглядi K = K\ast (Il + D22K\ast )
 - 1, розв’язуючи

вiдносно K\ast ЛМН\left[  AT
\ast X +X\top A\ast X\top B\ast C\top 

\ast 
B\top 

\ast X  - \gamma 2P D\top 
\ast 

C\ast D\ast  - Q - 1

\right]  = \widehat L\top K\ast \widehat R+ \widehat R\top K\top 
\ast 
\widehat L+ \widehat \Omega < 0, (3.7)

де

\widehat R =
\bigl[ 
R 0l\times k

\bigr] 
, \widehat L =

\bigl[ 
L 0m\times s

\bigr] \widetilde X,

\widetilde X =

\left[  X 0 0

0 0 Ik
0 Is 0

\right]  , \widehat \Omega =

\left[  A\top X +X\top A X\top B1 C\top 
1

B\top 
1 X  - \gamma 2P D\top 

11

C1 D11  - Q - 1

\right]  .

За лемою Шура матричнi нерiвностi (2.3) i (3.7) для системи (3.3) еквiвалентнi. Умова (3.6) не
залежить вiд K i виконується, наприклад, у таких випадках:

D11 = 0, D21 = 0, (3.8)

D12 = 0, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}
\bigl[ 
E\top C\top 

1 QD11

\bigr] 
= \rho . (3.9)

Складнощi застосування наведеного критерiю можуть виникнути у зв’язку з наявнiстю
матричних рiвностей у системi (2.4), (2.6), (3.4) i (3.5), яку необхiдно розв’язати. Лема 2.3
дозволяє уникнути таких складнощiв при застосуваннi статичного регулятора за станом.

Теорема 3.1. Нехай виконуються умови

C2 = In, D\top 
11QD11 < \gamma 2P, D21 = 0, D22 = 0. (3.10)

Тодi для системи (3.1) iснує статичний регулятор за станом u = Kx, при якому замкнена
система (3.3) допустима i має критерiй якостi J < \gamma , якщо система ЛМН (2.8) i (3.5) з
невиродженою матрицею Y сумiсна щодо T = T\top i F. Зворотне твердження справедливе,
якщо разом з (3.10) виконуються умови (3.8) або (3.9).

Доведення. За умов (3.10) y \equiv x, WR =
\bigl[ 
0s\times n, Is

\bigr] \top 
, а матрична нерiвнiсть (3.4) викону-

ється i не залежить вiд X. У цьому випадку на пiдставi леми 2.2 та еквiвалентностi тверджень
(ii), (iii) в лемi 2.3 достатнiми умовами iснування матрицi регулятора K є сумiснiсть спiввiд-
ношень (2.8) i (3.5) щодо T = T\top i F. При цьому матрицю K = K\ast такого регулятора можна
знайти як розв’язок ЛМН (3.7), де X = \gamma 2Y  - 1.

За умов (3.10) в (3.6) C\ast = C1 +D12K i D\ast = D11. Тому якщо разом з (3.10) виконується
одна з умов (3.8) або (3.9), то виконується також рангова умова (3.6) i на основi леми 2.2 маємо
необхiднi та достатнi умови iснування статичного регулятора за станом виключно в термiнах
ЛМН (2.8) i (3.5).

Теорему 3.1 доведено.
3.2. Динамiчний регулятор. Розглянемо систему керування (3.1) i динамiчний регулятор з

нульовим початковим вектором

\.\xi = Z\xi + V y, u = U\xi +Ky, \xi (0) = 0, (3.11)
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де \xi \in \BbbR p, Z, V, U i K — шуканi матрицi вiдповiдних розмiрiв. Дану систему можна описати
в розширеному фазовому просторi \BbbR n+p як

\widehat E \.\widehat x = \widehat A\widehat x+ \widehat B1w + \widehat B2\widehat u, \widehat x(0) = \widehat x0,
z = \widehat C1\widehat x+ \widehat D11w + \widehat D12\widehat u, (3.12)

\widehat y = \widehat C2\widehat x+ \widehat D21w,

застосовуючи статичний регулятор за спостережуваним виходом

\widehat u = \widehat K\ast \widehat y, \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Im  - KD22) \not = 0, (3.13)

де

\widehat x =

\biggl[ 
x

\xi 

\biggr] 
, \widehat x0 = \biggl[ 

x0
0

\biggr] 
, \widehat y =

\biggl[ 
y  - D22u

\xi 

\biggr] 
, \widehat u =

\biggl[ 
u
\.\xi 

\biggr] 
, \widehat E =

\biggl[ 
E 0n\times p

0p\times n Ip

\biggr] 
,

\widehat A =

\biggl[ 
A 0n\times p

0p\times n 0p\times p

\biggr] 
, \widehat B1 =

\biggl[ 
B1

0p\times s

\biggr] 
, \widehat B2 =

\biggl[ 
B2 0n\times p

0p\times m Ip

\biggr] 
,

\widehat C1 =
\bigl[ 
C1 0k\times p

\bigr] 
, \widehat D11 = D11, \widehat D12 =

\bigl[ 
D12 0k\times p

\bigr] 
, (3.14)

\widehat C2 =

\biggl[ 
C2 0l\times p

0p\times n Ip

\biggr] 
, \widehat D21 =

\biggl[ 
D21

0p\times s

\biggr] 
, \widehat K\ast =

\biggl[ 
K\ast U\ast 
V\ast Z\ast 

\biggr] 
= (Im+p  - \widehat K \widehat D22)

 - 1 \widehat K,

\widehat K =

\biggl[ 
K U

V Z

\biggr] 
= (Im+p + \widehat K\ast \widehat D22)

 - 1 \widehat K\ast , \widehat D22 =

\biggl[ 
D22 0l\times p

0p\times m 0p\times p

\biggr] 
.

Замкнена система має вигляд

\widehat E \.\widehat x = \widehat A\ast \widehat x+ \widehat B\ast w, z = \widehat C\ast \widehat x+ \widehat D\ast w, \widehat x(0) = \widehat x0, (3.15)

де \widehat A\ast = \widehat A+ \widehat B2
\widehat K\ast \widehat C2, \widehat B\ast = \widehat B1 + \widehat B2

\widehat K\ast \widehat D21, \widehat C\ast = \widehat C1 + \widehat D12
\widehat K\ast \widehat C2 i \widehat D\ast = \widehat D11 + \widehat D12

\widehat K\ast \widehat D21.

Нехай \widehat J — критерiй якостi типу (1.2) системи (3.15) з ваговими матрицями

P = P\top > 0, Q = Q\top > 0, \widehat X0 = \widehat E\top \widehat H \widehat E, \widehat H =

\biggl[ 
H H\top 

1

H1 H2

\biggr] 
> 0.

Оскiльки \xi 0 = 0, то \widehat J не залежить вiд H1 i H2, а його значення збiгається з J.

Теорема 3.2. Нехай виконуються умови

R0 = D\top 
12QD12 > 0, R1 = \gamma 2P  - D\top 

11Q1D11 > 0. (3.16)

Тодi якщо сумiсною щодо \Theta = \Theta \top \geq 0, S = S\top та G є система спiввiдношень (3.4) i

E\top 
l \Theta El < E\top 

l SEl < \gamma 2E\top 
l HEl, (3.17)

A\top 
2
\widetilde X + \widetilde X\top A2 + \widetilde X\top R2

\widetilde X +Q2 < 0, (3.18)

де
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X = SE +WE\top G, \widetilde X = (S  - \Theta )E +WE\top G,

A2 = A1 +B11R
 - 1
1 D\top 

11Q1C1, A1 = A - B2R
 - 1
0 D\top 

12QC1,

R2 = B11R
 - 1
1 B\top 

11  - B2R
 - 1
0 B\top 

2 , B11 = B1  - B2R
 - 1
0 D\top 

12QD11,

Q1 = Q - QD12R
 - 1
0 D\top 

12Q, Q2 = C\top 
1

\Bigl( 
Q1 +Q1D11R

 - 1
1 D\top 

11Q1

\Bigr) 
C1,

то для системи (3.1) iснує динамiчний регулятор (3.11) порядку p = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Theta , при якому замкнена
система (3.15) допустима i має критерiй якостi J < \gamma .

Доведення. Враховуючи зображення системи (3.12), на основi лем 2.2, 2.3 наведемо спiввiд-
ношення, якi забезпечують iснування статичного регулятора (3.13), при якому замкнена система
(3.15) допустима й її критерiй якостi \widehat J = J < \gamma . Матричну нерiвнiсть (2.3) для системи (3.15)
запишемо у виглядi квадратичної матричної нерiвностi щодо \widehat K\ast :

\widehat A0 + \widehat B\top 
0
\widehat K\ast \widehat C0 + \widehat C\top 

0
\widehat K\top 
\ast 
\widehat B0 + \widehat C\top 

0
\widehat K\top 
\ast 

\widehat R0
\widehat K\ast \widehat C0 < 0, (3.19)

де

\widehat A0 =

\Biggl[ \widehat A\top \widehat X + \widehat X\top \widehat A+ \widehat C\top 
1 Q \widehat C1

\widehat X\top \widehat B1 + \widehat C\top 
1 QD11\widehat B\top 

1
\widehat X +D\top 

11Q
\widehat C1 D\top 

11QD11  - \gamma 2P

\Biggr] 
, \widehat X =

\biggl[ 
X X3

X1 X2

\biggr] 
,

\widehat B0 =
\Bigl[ \widehat B\top 

2
\widehat X + \widehat D\top 

12Q
\widehat C1

\widehat D\top 
12QD11

\Bigr] 
, \widehat C0 =

\Bigl[ \widehat C2
\widehat D21

\Bigr] 
, \widehat R0 = \widehat D\top 

12Q
\widehat D12,

а замiсть умов (2.4) для блочної матрицi \widehat X розглянемо спiввiдношення

\widehat X = \widehat S \widehat E +W \widehat E\top 
\widehat G, 0 < \widehat E\top 

l
\widehat S \widehat El < \gamma 2 \widehat E\top 

l
\widehat H \widehat El, (3.20)

де \widehat S =

\biggl[ 
S S\top 

1

S1 S2

\biggr] 
, \widehat G =

\bigl[ 
G G1

\bigr] 
, W \widehat E\top =

\biggl[ 
WE\top 

0

\biggr] 
, \widehat El =

\biggl[ 
El 0

0 Ip

\biggr] 
.

Можна показати, що за даних умов матриця \widehat X та її дiагональнi блоки X i X2 = S2 повиннi
бути невиродженими. За лемою 2.5 маємо критерiй сумiсностi квадратичної нерiвностi (3.19):

W\top \widehat C0

\widehat A0W \widehat C0
< 0, W\top \widetilde B0

\Bigl( \widehat A0  - \widehat B\top 
0
\widehat R+
0
\widehat B0

\Bigr) 
W \widetilde B0

< 0, (3.21)

де \widetilde B0 = W\top \widehat R0

\widehat B0. Перша нерiвнiсть в (3.21) зводиться до (3.4), оскiльки

\widehat C0 =

\biggl[ 
C2 0l\times p D21

0p\times n Ip 0p\times s

\biggr] 
, W \widehat C0

=

\left[  In 0n\times s

0p\times n 0p\times s

0s\times n Is

\right]  WR.

Перетворимо другу нерiвнiсть у (3.21), врахувавши вирази

W \widehat R0
=

\biggl[ 
0m\times p

Ip

\biggr] 
, W \widetilde B0

=

\left[  In 0n\times s

 - X - 1
2 X1 0p\times s

0s\times n Is

\right]  , \widetilde B0 =
\bigl[ 
X1 X2 0p\times s

\bigr] 
,
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\widehat R+
0 =

\biggl[ 
R - 1

0 0k\times p

0p\times k 0p\times p

\biggr] 
, \widehat B0W \widetilde B0

=

\biggl[ 
B\top 

2
\widetilde X +D\top 

12QC1 D\top 
12QD11

0p\times n 0p\times s

\biggr] 
,

W\top \widetilde B0

\widehat A0W \widetilde B0
=

\Biggl[ 
A\top \widetilde X + \widetilde X\top A+ C\top 

1 Q1C1
\widetilde X\top B1 + C\top 

1 QD11

B\top 
1
\widetilde X +D\top 

11QC1 D\top 
11QD11  - \gamma 2P

\Biggr] 
,

де \widetilde X = X  - X3X
 - 1
2 X1, X1 = X\top 

3 E = S1E.

Нехай X2 = S2 = Ip, а X3 \in \BbbR n\times p — множник у розкладi невiд’ємно визначеної матрицi
\Theta = X3X

\top 
3 \geq 0. Тодi \widetilde X = X  - \Theta E i з урахуванням (3.16) друга нерiвнiсть в (3.21) набирає

вигляду \Biggl[ 
A\top 

1
\widetilde X + \widetilde X\top A1 + C\top 

1 Q1C1  - \widetilde X\top B2R
 - 1
0 B\top 

2
\widetilde X \widetilde X\top B11 + C\top 

1 Q1D11

B\top 
11

\widetilde X +D\top 
11Q1C1  - R1

\Biggr] 
< 0.

Дана нерiвнiсть за лемою Шура еквiвалентна (3.18).
Для того щоб за умов (3.17) виконувались спiввiдношення (3.20), достатньо покласти S1 =

= X\top 
3  - G\top 

1 W
\top 
E\top , H1 = \gamma  - 2S1 i вибрати довiльнi матрицi G1 i H2 > \gamma  - 2Ip. При цьому

E\top 
l SEl > E\top 

l S
\top 
1 S1El = E\top 

l \Theta El.

Теорему 3.2 доведено.
Зауваження 3.1. Зворотне твердження до теореми 3.2 про умови сумiсностi системи спiв-

вiдношень (3.4), (3.17) i (3.18) можна встановити, застосувавши лему 2.2 до замкненої системи
(3.15) i додаткове припущення (3.6), зокрема умови (3.8) або (3.9).

На основi теореми 3.2 наведемо алгоритм побудови шуканого динамiчного регулятора (3.11):
1) знаходження матриць \Theta = \Theta \top \geq 0, S = S\top i G, що задовольняють систему спiввiдно-

шень (3.4), (3.17) i (3.18);
2) побудова спектрального розкладу невiд’ємно визначеної матрицi \Theta = T\Lambda T\top , де T \in 

\in \BbbR n\times r, \Lambda = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}\{ \theta 1, . . . , \theta r\} > 0, r = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\Theta ;
3) формування доповнювальних блокiв X1 = T\top E, X2 = \Lambda  - 1 i X3 = T матрицi \widehat X при

p = r;
4) розв’язання матричної нерiвностi (3.19) щодо \widehat K\ast ;
5) обчислення матричних коефiцiєнтiв регулятора (3.11) за формулами (3.14).
Зауваження 3.2. Умови теореми 3.2 у випадку \Theta = 0 забезпечують iснування статичного

регулятора (3.2), при якому замкнена система (3.3) є допустимою i виконується оцiнка J < \gamma 

(див. [27], теорема 3.1). Тому якщо вдається розв’язати систему спiввiдношень (3.4), (3.17) i
(3.18) щодо S = S\top i G при \Theta = 0, то матрицю шуканого статичного регулятора можна знайти
у виглядi K = K\ast (Il +D22K\ast )

 - 1, де K\ast — розв’язок ЛМН (3.7) при X = SE +WE\top G.

Зауваження 3.3. Твердження теорем 3.1 i 3.2 можна поширити на клас систем (3.1) за умов
полiедральної невизначеностi матричних коефiцiєнтiв

A \in \mathrm{C}\mathrm{o} \{ A1, . . . , A\nu 1\} , B1 \in \mathrm{C}\mathrm{o}
\bigl\{ 
B1

1 , . . . , B
\nu 2
1

\bigr\} 
,

C1 \in \mathrm{C}\mathrm{o}
\bigl\{ 
C1
1 , . . . , C

\nu 3
1

\bigr\} 
, D11 \in \mathrm{C}\mathrm{o}

\bigl\{ 
D1

11, . . . , D
\nu 4
11

\bigr\} 
.

Для цього замiсть (3.4), (3.5) i (3.18) слiд використати вiдповiднi системи матричних нерiв-
ностей, сформованих для всiх можливих наборiв вершин заданих полiтопiв. Зазначимо, що
матричнi iнтервали й афiннi множини можна описати у виглядi полiтопiв. Наприклад, матрич-
ний iнтервал
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\scrA = \{ A \in \BbbR n\times m : A \leq A \leq A\} ,

де A = \| aij\| 
n,m
i,j=1, A = \| aij\| n,mi,j=1, \leq — знак нерiвностi щодо конуса невiд’ємних матриць,

описує полiтоп з \nu = 2nm вершинами:

\mathrm{C}\mathrm{o} \{ A1, . . . , A\nu \} =

\Biggl\{ 
\nu \sum 

k=1

akAk : ak \geq 0, k = 1, \nu ,
\nu \sum 

k=1

ak = 1

\Biggr\} 
,

Ak =
\bigm\| \bigm\| \bigm\| akij\bigm\| \bigm\| \bigm\| n,m

i,j=1
, akij \in 

\bigl\{ 
aij , aij

\bigr\} 
, i = 1, n, j = 1,m, k = 1, \nu .

4. Приклад. Робастна стабiлiзацiя гiдравлiчної системи. Розглянемо лiнеаризовану мо-
дель гiдравлiчної системи з трьома послiдовно сполученими резервуарами, яка описується у
виглядi дескрипторної системи керування (3.1) з такими матрицями [31]:

E =

\left[  1 0 0

0 1 0

0 0 0

\right]  , A =

\left[   - k1 0 0

k1  - k2 0

1 1 1

\right]  , B1 =

\left[  1 0

0 0

0 0

\right]  , B2 =

\left[  10
0

\right]  ,

C1 =
\bigl[ 
0 0 1

\bigr] 
, D11 = 01\times 2, D12 = 1,

C2 =

\biggl[ 
1 0 0

0 1 0

\biggr] 
, D21 =

\biggl[ 
0 0

0 1

\biggr] 
, D22 = 02\times 1.

Компоненти вектора стану x =
\bigl[ 
x1, x2, x3

\bigr] \top 
визначають рiвнi рiдини у вiдповiдних резер-

вуарах, вектор w =
\bigl[ 
w1, w2

\bigr] \top 
формують неконтрольованi збурення w1 i похибка w2 у вимiрах

y =
\bigl[ 
x1, x2 +w2

\bigr] \top 
, керований вихiд z = x3 + u, а роль керування u, що регулює рiвнi рiдини

у перших двох резервуарах, виконує дебiт (потiк) рiдини в насосi iз третього резервуара в
перший (рис. 1).

Рис. 1. Гiдравлiчна система з трьома резервуарами.

У даному прикладi n = 3, m = 1, k = 1, s = 2, l = 2, пара матриць (E,A) допустима,
а система (3.1) iмпульсно керована та iмпульсно спостережувана. Система без керування має
критерiй якостi J = 7, 66027.

Виберемо ваговi матрицi критерiю якостi (1.2) P = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} \{ 2, 1\} , Q = 1, X0 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} \{ 1, 1, 0\} ,
H = I3 i допустимi значення параметрiв

k1 = 0, 01 \leq k1 \leq 0, 1 = k1, k2 = 0, 1 \leq k2 \leq 1, 2 = k2. (4.1)
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Застосовуючи комп’ютерну систему Mathcad Prime, при \gamma = 2, 2 i \Theta = 0 знаходимо матрицi

S =

\left[    
2, 75851 1, 86824 0, 02321

1, 86824 3, 15258 0, 19783

0, 02321 0, 19783 0, 23992

\right]    , G =
\bigl[ 
0, 80714 0, 64032  - 0, 85066

\bigr] 
,

що задовольняють спiввiдношення (3.17) i систему восьми матричних нерiвностей, сформовану
згiдно з (3.4) i (3.18) при таких значеннях пари (k1, k2): (k1, k2), (k1, k2), (k1, k2), (k1, k2). Далi
знаходимо матрицю статичного регулятора (3.2)

K =
\bigl[ 
 - 1, 12507  - 0, 76271

\bigr] 
як розв’язок системи ЛМН (3.7) при вказаних значеннях пари (k1, k2) i матрицi

X = SE +WE\top G =

\left[    
2, 75851 1, 86824 0

1, 86824 3, 15258 0

0, 83034 0, 83815  - 0, 85066

\right]    .

При цьому замкнена система (3.3) допустима й її критерiй якостi J = 1, 67775 < \gamma при всiх
значеннях параметрiв (4.1) (див. зауваження 3.2 i 3.3).

Рис. 2. Поведiнка замкненої системи.

Далi, для замкненої системи при k1 = 0, 1 i k2 = 1, 2 будуємо найгiрше збурення

w = K0x, K0 =

\Biggl[ 
0, 41169 0, 17803 0

 - 0, 40743  - 0, 08191  - 0, 34139

\Biggr] 
(4.2)

i найгiрший початковий вектор x0 =
\bigl[ 
0, 53574 0, 26573  - 0, 80148

\bigr] \top 
щодо критерiю якостi

J (див. лему 2.4). На рис. 2 зображено поведiнку розв’язку замкненої системи при наявностi
найгiршого збурення
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Рис. 3. Найгiрше збурення щодо критерiю якостi J.

E \.x = A0x, A0 = A+B2KC2 +B1K0, x(0) = x0, (4.3)

а на рис. 3 — функцiю (4.2) даного збурення. Система (4.3) допустима i має скiнченний спектр
\Sigma =

\bigl\{ 
 - 0, 98151\pm 0, 17470 i

\bigr\} 
. Її розв’язок побудовано у виглядi x(t) = T \widetilde x(t), де T — матриця

повного рангу, для якої виконуються спiввiдношення A0T = ET\Lambda i \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}T = \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k} (ET ) =

= \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}E, а \widetilde x(t) — розв’язок звичайної системи \.\widetilde x = \Lambda \widetilde x, причому \sigma (\Lambda ) = \Sigma i x0 = T \widetilde x0.
Аналогiчнi обчислення проводились для даної системи при пошуку динамiчного регулятора

(3.11). За допомогою наведеного алгоритму побудовано динамiчний регулятор першого порядку
з матрицями

K =
\bigl[ 
 - 0, 95250  - 1, 09756

\bigr] 
, U =  - 0, 31040,

V =
\bigl[ 
 - 0, 73469  - 1, 28101

\bigr] 
, Z =  - 0, 72267,

при якому замкнена система (3.15) допустима i виконується оцiнка J < \gamma = 2, 2 для всiх
значень параметрiв (4.1). Зокрема, при k1 = 0, 1 i k2 = 1, 2 система (3.15) має скiнченний
спектр \Sigma =

\bigl\{ 
 - 0, 37981; - 1, 29769\pm 0, 32064 i

\bigr\} 
i J = 1, 75205.
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