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СТРУКТУРА IНТЕГРАЛIВ РIВНЯНЬ КОЛИВАНЬ
ЗАМКНЕНОЇ У ВЕРШИНI КОНIЧНОЇ ОБОЛОНКИ

We consider a system of differential equations, which describes the free oscillations of a thin-walled conical shell of rotation
with a vertex. Based on the analytical theory of systems of differential equations with a small parameter at the highest
derivative and equations with a regular singular point, we establish the formal structure of regular integrals of the original
equations.

Розглядається система диференцiальних рiвнянь, яка описує вiльнi коливання тонкостiнної конiчної оболонки обер-
тання з вершиною. Виходячи з аналiтичної теорiї систем диференцiальних рiвнянь з малим параметром при старшiй
похiднiй i рiвнянь з регулярною особливою точкою встановленo формальну структуру регулярних iнтегралiв вихiд-
них рiвнянь.

Розглянемо тонкостiнну конiчну оболонку обертання з кутом \alpha мiж її вiссю симетрiї Oz i
твiрною. Вважається, що оболонка виготовлена з iзотропного матерiалу зi сталою товщиною h,
обмежена однiєю паралеллю i має вершину. У такої оболонки лiнiями головних кривин будуть
її меридiани та паралелi. У вiдповiдностi з цим в якостi головних криволiнiйних координат
серединної поверхнi виберемо довжину дуги меридiана s, що вiдраховується вiд вершини
оболонки, та кут \varphi , який визначає положення точки на вiдповiднiй паралелi. Позначимо через
R1 i R2 головнi радiуси кривини поверхнi оболонки, а через r = r(s) радiус кола паралелi.
Тодi будемо мати

R1 = \infty , R2 = s \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha , r = s \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha .

Проєкцiї перемiщень точок серединної поверхнi оболонки на напрямок твiрної, паралелi
та зовнiшню нормаль позначимо через u(s, \varphi , t), v(s, \varphi , t) та w(s, \varphi , t) вiдповiдно, де t —
координата за часом.

Вiдокремлення змiнних для усталених коливань з частотою \omega з n хвилями по паралелi
виконуємо за формулами

u(s, \varphi , t) = u(s) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}n\varphi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\omega t, v(s, \varphi , t) = v(s) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n\varphi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\omega t, w(s, \varphi , t) = w(s) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}n\varphi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\omega t.

Пiсля переходу до безрозмiрних величин \=u(s) = u(s)/R0 , \=v(s) = v(s)/R0 , \=w(s) = w(s)/R0

(риску над безрозмiрними величинами в подальшому будемо пропускати) в рамках технiчної те-
орiї оболонок [1] отримаємо наступну однорiдну систему звичайних диференцiальних рiвнянь
вiдносно вектор-функцiї \vec{}u = \{ u, v, w\} та частот коливань \omega i :

\scrA \vec{}u - \lambda 2\vec{}u = 0, (1)

де

\scrA = \mu 4K + L, \mu 4 = c2 =
h2

12R2
0

, \lambda 2 =
(1 - \nu 2)\rho R2

0\omega 
2

E
,
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R0 — радiус граничної паралелi при s = s1 , E , \nu i \rho — модуль Юнга, коефiцiєнт Пуассона та
густина матерiалу оболонки.

Диференцiальнi оператори, що входять в матрицi L i K, мають вигляд

L11 =  - d

ds

1

s

d

ds
s+

(1 - \nu )n2

2s2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha 
, L12 =  - n

2s \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 

\biggl[ 
(1 + \nu )

d

ds
 - 3 - \nu 

s

\biggr] 
,

L13 =  - \nu 

s \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 

d

ds
+

1

s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
, L21 =

n

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 

\biggl[ 
3 - \nu 

s2
+

(1 + \nu )

s

d

ds

\biggr] 
,

L22 =  - (1 - \nu )

2

d

ds

1

s

d

ds
s+

n2

s2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha 
, L23 =

n

s2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
,

L31 =
\nu 

s \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 

d

ds
+

1

s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
; L32 =

n

s2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
, L33 =

1

s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
,

Kij = 0 для i+ j < 6, K33 = \Delta n\Delta n, \Delta n =
1

s

d

ds

\biggl( 
s
d

ds

\biggr) 
 - n2

s2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha 
.

Коефiцiєнти рiвнянь (1) мають сингулярностi при s \rightarrow 0 та малий параметр \mu 4 при стар-
шiй похiднiй. Для встановлення формальної структури iнтегралiв рiвнянь (1) скористаємося
методом асимптотичного iнтегрування рiвнянь в умовах їх сингулярного збурення [2 – 6].

Першi iнтеграли рiвнянь (1) будемо шукати у виглядi прямого розкладу за малим парамет-
ром

u =
\infty \sum 
k=0

\mu 4kuk(s), v =
\infty \sum 
k=0

\mu 4kvk(s), w =
\infty \sum 
k=0

\mu 4kwk(s). (2)

Для визначення функцiй uk(s), vk(s) i wk(s) пiдставимо розклади (2) у вихiдне рiвняння i
прирiвняємо коефiцiєнти при рiзних степенях малого параметра до нуля. При k = 0 отримаємо
систему диференцiальних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами четвертого порядку вiдносно
функцiй u0(s), v0(s) i w0(s). Зведемо цю систему до канонiчного вигляду з аналiтичними
коефiцiєнтами. Для цього введемо до розгляду новi функцiї

y1 = u0, y2 = v0, y3 = w0, y4 = s
dv0
ds

.

Тодi систему рiвнянь вiдносно функцiй yi, i = 1, 4, можна записати у векторно-матричнiй
формi

s
d\vec{}y

ds
= F (s, \lambda 2)\vec{}y, \vec{}y = \{ y1, y2, y3, y4\} T . (3)

Елементи матрицi F визначаються такими виразами:

f11 =  - 1

\nu 
, f12 =  - n

\nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
, f13 =

\lambda 2s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}2 \alpha  - 1

\nu \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
, f14 = 0, g(s) = \nu (1 - \nu 2) - \lambda 2\nu s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}2 \alpha ,

f21 = f22 = f23 = 0, f24 = 1, f31 =
\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 

g(s)

\biggl[ 
1 + \lambda 2\nu 2s2  - \nu 2  - (1 - \nu )\nu 2n2

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha 

\biggr] 
,

f32 =
n[2 - (3 - \nu )\nu 2]

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha g(s)
, f33 =

1 - \nu 2  - \lambda 2(1 - 2\nu )s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}2 \alpha 

g(s)
, f34 =

\nu n(\nu 2 + \nu  - 2)

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha g(s)
,
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f41 =
n(\nu  - 1)

\nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
, f42 =

2

1 - \nu 

\biggl[ 
1 - \nu 

2
 - \lambda 2s2 +

n2(\nu  - 1)

2\nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha 

\biggr] 
,

f43 =
1

\nu (1 - \nu ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
[n(1 + \nu )(\lambda 2s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}2 \alpha  - 1) + 2\nu n], f44 = 0.

У такому зображеннi вихiдної системи диференцiальних рiвнянь всi елементи fpq матрицi
F є аналiтичними функцiями в деякiй областi змiни координати s i водночас всi не дорiвнюють
нулю в точцi s = 0. Звiдси випливає, що точка s = 0 є регулярною особливою точкою для цих
рiвнянь [2]. Для виявлення асимптотичної поведiнки обмежених розв’язкiв в околi точки s = 0

будемо використовувати узагальнений метод степеневих рядiв.
З урахуванням розкладiв у степеневi ряди кожного елемента fpq матрицю-функцiю F (s, \lambda 2)

можна записати у виглядi

F =

\infty \sum 
i=0

F2is
2i. (4)

Тут сталi матрицi Fk з елементами f
(k)
pq мають таку структуру:

F0 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
f
(0)
11 f

(0)
12 f

(0)
13 0

0 0 0 1

f
(0)
31 f

(0)
32 f

(0)
33 f

(0)
34

f
(0)
41 f

(0)
42 f

(0)
43 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| , F2 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
0 0 f

(2)
13 0

0 0 0 0

f
(2)
31 f

(2)
32 f

(2)
33 f

(2)
34

0 f
(2)
42 f

(2)
43 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| ,

F2i =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
0 0 0 0

0 0 0 0

f
(2i)
31 f

(2i)
32 f

(2i)
33 f

(2i)
34

0 0 0 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| , i = 2, 3, . . . .

Явнi вирази для елементiв матрицi F0 мають вигляд

f
(0)
11 =  - 1

\nu 
, f

(0)
12 =  - n

\nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
, f

(0)
13 =  - 1

\nu \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
,

f
(0)
14 = 0, f

(0)
21 = f

(0)
22 = f

(0)
23 = 0, f

(0)
24 = 1,

f
(0)
31 =

\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 

\nu (1 - \nu 2)

\biggl[ 
1 - \nu 2  - (1 - \nu )\nu 2n2

2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha 

\biggr] 
, f

(0)
32 =

n[2 - (3 - \nu )\nu 2]

2\nu (1 - \nu 2) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha 
, f

(0)
33 =

1

\nu 
,

f
(0)
34 =

n(\nu 2 + \nu  - 2)

2(1 - \nu 2) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha 
, f

(0)
41 =

n(\nu  - 1)

\nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
, f

(0)
42 =

\nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha  - n2

\nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha 
,

f
(0)
43 =  - n

\nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
, f

(0)
44 = 0.

(5)

Розв’язки системи (3) будемо шукати у виглядi

yi = s\sigma 
\infty \sum 
k=0

gi,ks
k, i = 1, 4, (6)

де \sigma i gik — невизначенi сталi.
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Пiдстановка рядiв (4), (6) у рiвняння (3) з урахуванням формули Кошi для множення степе-
невих рядiв та прирiвнювання коефiцiєнтiв при s\sigma в обох частинах отриманого спiввiдношення
приводять до однорiдної алгебраїчної системи рiвнянь

(F0  - \sigma E)\vec{}g0 = 0, \vec{}g0 = \{ g1,0, g2,0, g3,0, g4,0\} , (7)

де E — одинична матриця.

Таким чином, \sigma є власним значенням, а вектор \vec{}g0 — власним вектором матрицi F0 . Харак-
теристичне рiвняння вiдносно показника \sigma має вигляд

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(F0  - \sigma E) = 0. (8)

Прирiвнювання коефiцiєнтiв при s\sigma +k , k = 1, 2, . . . , приводить до системи рiвнянь

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(F0  - (\sigma + k)E)\vec{}gk =  - 
k\sum 

j=1

Fj\vec{}gk - j , \vec{}gk = \{ g1,k, g2,k, g3,k, g4,k\} . (9)

Таким чином, визначення параметра \sigma та коефiцiєнтiв розкладiв (6) звелось до розв’я-
зування однорiдної алгебраїчної системи рiвнянь (7) та рекурентної послiдовностi неоднорiд-
них систем (9) вiдносно вектора \vec{}gk , k = 1, 2, . . . , правi частини яких лiнiйно виражаються
через k  - 1 розв’язок попереднiх систем.

Iз умови (8) пiсля пiдстановки в неї елементiв матриць F0 (5) отримаємо характеристичне
рiвняння четвертого порядку вiдносно параметра \sigma :

\sigma 4  - (f
(0)
11 + f

(0)
33 )\sigma 3 + (f

(0)
11 f

(0)
33  - f

(0)
42  - f

(0)
34 f

(0)
43  - f

(0)
13 f

(0)
31 )\sigma 2 +

+ (f
(0)
11 f

(0)
34 f

(0)
43  - f

(0)
13 f

(0)
34 f

(0)
41  - f

(0)
32 f

(0)
43  - f

(0)
12 f

(0)
41 + f

(0)
11 f

(0)
42 + f

(0)
33 f

(0)
42 )\sigma +

+ f
(0)
11 f

(0)
32 f

(0)
43 + f

(0)
13 f

(0)
31 f

(0)
42 + f

(0)
12 f

(0)
33 f

(0)
41  - 

 - f
(0)
13 f

(0)
32 f

(0)
41  - f

(0)
11 f

(0)
33 f

(0)
42  - f

(0)
12 f

(0)
31 f

(0)
43 = 0. (10)

З урахуванням виразiв для коефiцiєнтiв f
(0)
ij (5) пiсля перетворень можна показати, що

коренi рiвняння (10), розмiщенi в порядку їх зменшення, набувають таких значень:

\sigma (1) = 1, \sigma (2) = 0, \sigma (3) = 0, \sigma (4) =  - 1. (11)

Покладемо в рiвняннях (7), (9) \sigma = \sigma (1) i побудуємо формальнi розв’язки послiдовностi
алгебраїчних рiвнянь. При k = 0 маємо однорiдну алгебраїчну систему з нульовим детермi-
нантом. Розв’язок цiєї системи з точнiстю до сталого множника має вигляд

g
(1)
1,0 = 0, g

(1)
2,0 =  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha 

n
, g

(1)
3,0 = 1, g

(1)
4,0 = g

(1)
2,0.

При k = 1, 3, 5, . . . необхiдно розв’язати однорiднi алгебраїчнi системи, визначники яких
не дорiвнюють нулю. Звiдси

g
(1)
1,k = g

(1)
2,k = g

(1)
3,k = g

(1)
4,k = 0.
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Для парних значень показника k маємо неоднорiднi системи з ненульовими детермiнантами.
Тому

g
(1)
1,k \not = 0, g

(1)
2,k \not = 0, g

(1)
3,k \not = 0, g

(1)
4,k \not = 0.

Таким чином, перший регулярний iнтеграл системи рiвнянь (3) буде мати вигляд

y
(1)
1 = s

\infty \sum 
k=0

g
(1)
1,2ks

2k, y
(1)
2 = s

\infty \sum 
k=0

g
(1)
2,2ks

2k, y
(1)
3 = s

\infty \sum 
k=0

g
(1)
3,2ks

2k. (12)

Ряди (12) збiгаються в деякому околi точки s = 0 i визначенi цими рядами функцiї пред-
ставляють в цьому околi частинний розв’язок системи (3).

Коренi (11) характеристичного рiвняння вiдрiзняються вiд найбiльшого кореня \sigma (1) на цiле
число. В загальному випадку за допомогою знайденого розв’язку для найбiльшого кореня мож-
на понизити порядок вихiдної системи i далi до отриманої системи застосовувати описаний
вище пiдхiд. Однак при цьому отримаємо розв’язки, якi мають логарифмiчну сингулярнiсть.

Переконаємося, що в розглядуваному випадку при \sigma = \sigma (2) iснує другий регулярний iнте-
грал системи рiвнянь (3). У цьому випадку розв’язок системи (7) буде мати вигляд

g
(2)
1,0 = 1, g

(2)
2,0 =  - n

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
, g

(2)
3,0 =

n2  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \alpha 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha 
, g

(2)
4,0 = 0.

При k = 1 вiдносно вектора \vec{}g
(2)
1 будемо мати алгебраїчну систему

[F0  - E]\vec{}g
(2)
1 = 0.

Оскiльки це рiвняння збiгається з рiвнянням для \vec{}g
(1)
0 , то

g
(2)
1 = \vec{}g

(1)
0 .

Для k \geq 2 будемо мати послiдовнiсть неоднорiдних алгебраїчних систем з ненульовими детер-
мiнантами. Таким чином,

g
(2)
1,k \not = 0, g

(2)
2,k \not = 0, g

(2)
3,k \not = 0, g

(2)
4,k \not = 0,

a другий регулярний iнтеграл має формальну структуру

u(2) =
\infty \sum 
k=0

g
(2)
1,ks

k, v(2) =
\infty \sum 
k=0

g
(2)
2,ks

k, w(2) =
\infty \sum 
k=0

g
(2)
3,ks

k. (13)

Якщо побудувати лiнiйну комбiнацiю iнтегралiв (12), (13) з довiльними сталими, то отримаємо
зображення регулярної частини загального розв’язку системи (3).

Розв’язки диференцiальних рiвнянь (3), що вiдповiдають кореням характеристичного рiв-
няння \sigma (3), \sigma (4), будуть необмеженими при s \rightarrow 0. Вищi наближення в розкладах (2) не
змiнюють встановлену структуру отриманих лiнiйно незалежних розв’язкiв.

Прямий розклад розв’язкiв за малим параметром не дає можливостi отримати всi iнтеграли
розглядуваних рiвнянь. Тому у вiдповiдностi з теорiєю сингулярно збурених рiвнянь [2, 3]
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наступнi iнтеграли будемо шукати у виглядi розкладiв, що включають в себе експоненцiальний
множник:

u(s) = \mu \gamma (s)

\infty \sum 
k=0

\mu k\widetilde uk(s), v(s) = \mu 2\gamma (s)

\infty \sum 
k=0

\mu k\widetilde vk(s), w(s) = \gamma (s)

\infty \sum 
k=0

\mu k \widetilde wk(s),

\gamma (s) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{   1

\mu 

s\int 
s1

\varphi (x)dx

\right\}   .

(14)

Невiдомi функцiї \varphi (s), \widetilde uk(s), \widetilde vk(s), \widetilde wk(s) знаходяться пiсля пiдставляння розкладiв (14) у
вихiднi рiвняння i прирiвнювання до нуля коефiцiєнтiв при однакових степенях \mu . При цьому
для вiдшукання функцiї \varphi (s) отримаємо рiвняння

[\varphi (s)]4  - b0(s) = 0, b0(s) = \lambda 2  - 1 - \nu 2

R2
2(s)

. (15)

У подальшому будемо вважати, що

b0(s) \not = 0, b0(s) < 0, s \in [0, s1].

Перша умова виключає з розгляду точки повороту, а друга означає, що розглядається лише
нижча частина спектра частот оболонки.

За прийнятих умов рiвняння (15) визначає чотири попарно спряжених розв’язки. Розмiстив-
ши їх у порядку зростання дiйсних частин, будемо мати

\varphi 1(s) =
 - 1 + i\surd 

2
| b0| 1/4, \varphi 2(s) =

 - 1 - i\surd 
2

| b0| 1/4,

\varphi 3(s) =
1 + i\surd 

2
| b0| 1/4, \varphi 4(s) =

1 - i\surd 
2
| b0| 1/4.

Пiсля пiдставляння у розклади (14) значень коренiв iз додатною дiйсною частиною для
експоненцiального множника отримаємо такi вирази:

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\beta (s) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta (s), \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\beta (s) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta (s), \beta (s) =
1

\mu 
\surd 
2

s\int 
s1

| b0(x)| 1/4dx.

Цi функцiї при малих значеннях параметра \mu є сильно осцилюючими та рiзко затухаючими
функцiями при вiддаленнi вiд точки s = s1 .

Для знаходження функцiй \widetilde uk(s), \widetilde vk(s) i \widetilde wk(s) доводиться окрiм алгебраїчних рiвнянь
розв’язувати i лiнiйнi диференцiальнi рiвняння. Неважко переконатися, що цi труднощi можна
подолати шляхом розвинень у ряди Тейлора в околi точки s = s1 . Таким чином, два останнiх
iнтеграли вихiдних рiвнянь, якi локалiзуються в околi краю оболонки, мають такi формальнi
зображення:
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u(j)(s) = \mu \gamma (j)(s)
\infty \sum 
k=0

\mu k

\Biggl\{ \infty \sum 
i=0

u
(j)
k,i(s - s1)

i

\Biggr\} 
,

v(j)(s) = \mu 2\gamma (j)(s)
\infty \sum 
k=0

\mu k

\Biggl\{ \infty \sum 
i=0

v
(j)
k,i (s - s1)

i

\Biggr\} 
,

w(j)(s) = \gamma (j)(s)
\infty \sum 
k=0

\mu k

\Biggl\{ \infty \sum 
i=0

w
(j)
k,i (s - s1)

i

\Biggr\} 
, j = 3, 4.

(16)

Тут u
(j)
k,i , v

(j)
k,i , w

(j)
k,i — невiдомi коефiцiєнти розкладiв; j — iндекс, що вказує на номер частинного

розв’язку:

\gamma (j)(s) =

\Biggl\{ 
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\beta (s) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta (s) при j = 3,

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\beta (s) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta (s) при j = 4.

Для оболонок, де iнтеграл, що входить у вираз для \beta (s), не вираховується в явному виглядi,
розв’язки (16) необхiдно подати у формi Вiшика – Люстерника [3, 6]. Наприклад, функцiю
w(j)(s) можна подати у виглядi асимптотичного розкладу

w(j)(s) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} [\varphi j(s1)\tau ]
\infty \sum 
k=0

\mu kP
(j)
k (\tau ), \tau =

s - s1
\mu 

,

де P
(j)
k (\tau ) — многочлен зi сталими коефiцiєнтами, якi залежать вiд коефiцiєнтiв вихiдних

рiвнянь i їхнiх похiдних у точцi s = s1 .
Наявнiсть множника \gamma (j)(s) в iнтегралах (16) свiдчить про те, що класичнi методи для

розв’язування задач iз примежовим шаром не можуть однаково добре працювати в усiй областi
змiни параметра \mu . При малих показниках експонента обчислюється за допомогою ряду Тейло-
ра, тодi як при великих показниках необхiдно використовувати iншу апроксимацiю (наприклад,
Паде). При побудовi iнтегралiв (16) вважалося, що оболонка має такi геометричнi параметри,
при яких можна знехтувати впливом функцiй примежового шару на поведiнку розв’язкiв в
околi її полюса. При цьому маємо малу похибку порядку

\varepsilon = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\left\{    - 1

\mu 
\surd 
2

s1\int 
0

| b0(x)| 1/4dx

\right\}   .

При осесиметричних коливаннях оболонки (n = 0) рiвняння (1) набирають вигляду

 - d

ds

\biggl[ 
1

s

d

ds
(su)

\biggr] 
 - \nu 

s \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 

dw

ds
+

1

s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
w  - \lambda 2u = 0,

\nu 

s \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 

du

ds
+

1

s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
u+

1

s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}2 \alpha 
w + \mu 4\Delta \Delta w  - \lambda 2w = 0, \Delta =

1

s

d

ds

\biggl( 
s
d

ds

\biggr) 
.

(17)

Функцiї u(s) i w(s) запишемо у виглядi прямого розкладу [4] за параметром \mu . Для визна-
чення функцiй uk(s), wk(s) пiдставимо цi розклади в рiвняння (17) i прирiвняємо коефiцiєнти
при рiзних степенях \mu до нуля. При \mu = 0 отримаємо систему рiвнянь вiдносно функцiй u0(s),
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w0(s). Пiсля деяких перетворень її можна записати у виглядi

s
d\vec{}y

ds
= F (s, \lambda 2)\vec{}y, \vec{}y = \{ y1, y2\} T , y1 = u0(s), y2 = w0(s), (18)

де елементи матрицi F визначаються за формулами

f11 =  - 1

\nu 
, f12 =

\lambda 2s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}2 \alpha  - 1

\nu \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
, f21 =

(1 - \nu 2 + \lambda 2\nu 2s2) \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 

g(s)
,

f22 =
1 - \nu 2  - \lambda 2(1 - 2\nu )s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 

g(s)
, g(s) = \nu (1 - \nu 2  - \lambda 2s2 \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}2 \alpha ).

У такому зображеннi системи рiвнянь вiдносно функцiй u0(s), w0(s) всi функцiї fpq(s)

є аналiтичними функцiями при s \in [0, s1] i водночас не дорiвнюють нулю у точцi s = 0. З
вигляду цiєї системи рiвнянь випливає, що точка s = 0 є регулярною особливою точкою. Для
побудови iнтегралiв цих рiвнянь скористаємось узагальненим методом степеневих рядiв.

Матрицю F (s, \lambda 2) можна подати у виглядi розкладу за парними степенями незалежної
змiнної s:

F (s, \lambda 2) =

\infty \sum 
i=0

F2is
2i, (19)

де матрицi F2i , i = 0, 1, . . . , мають таку структуру:

F0 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f
(0)
11 f

(0)
12

f
(0)
21 f

(0)
22

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| , F2 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 0 f
(2)
12

f
(2)
21 f

(2)
22

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| , F2i =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 0 0

f
(2i)
21 f

(2i)
22

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| , i = 2, 4, . . . .

Розв’язки системи (18) шукаємо у виглядi

yi = s\sigma 
\infty \sum 
k=0

gi,ks
k, i = 1, 2, (20)

де \sigma i gik — невизначенi сталi.

Пiдставляючи ряди (19), (20) у рiвняння (18) (з використанням формули Кошi для множення
степеневих рядiв) i прирiвнюючи коефiцiєнти при s\sigma в обох частинах отриманої рiвностi,
приходимо до однорiдної алгебраїчної системи вiдносно перших коефiцiєнтiв розкладiв (20):

(F0  - \sigma E)\vec{}g0 = 0, (21)

де E — одинична матриця, \vec{}g0 — вектор з елементами gi0 , i = 1, 2.

Прирiвнювання коефiцiєнтiв при s\sigma +k , k = 1, 2, . . . , приводить до розв’язування послiдов-
ностi неоднорiдних систем вигляду (9) вiдносно вектора \vec{}gk = \{ g1k, g2k\} , k = 1, 2, . . . .

З умови iснування ненульового розв’язку системи (21) отримаємо характеристичне рiвняння
другого порядку вiдносно показника \sigma . Пiсля перетворень можна показати, що коренi цього
рiвняння набувають таких значень:

\sigma 
(1)
1 = 0, \sigma 

(2)
2 = 0.
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Покладаючи в рiвняннях (21) \sigma = \sigma 
(1)
1 = 0 i розв’язуючи послiдовностi неоднорiдних

алгебраїчних систем (9), можна переконатися, що перший розв’язок системи (18) набирає
вигляду

y
(1)
1 =

\infty \sum 
k=0

g
(1)
1,2ks

2k, y
(1)
2 =

\infty \sum 
k=0

g
(1)
2,2ks

2k.

При цьому першi коефiцiєнти цих розкладiв задовольняють спiввiдношення

g
(1)
1,0 =  - 1

\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\alpha 
g
(1)
2,0. (22)

Тут верхнiй iндекс означає номер частинного розв’язку.
Розв’язок системи (18), що вiдповiдає кореню характеристичного рiвняння \sigma 

(2)
2 , мiстить ло-

гарифмiчний множник i, таким чином, є необмеженим розв’язком при s = 0. Вищi наближення
у прямих розкладах (2) для функцiй u(s), w(s) не впливають на структуру розв’язку нульового
наближення.

Слiд зауважити, що спiввiдношення (22) вiдiграє важливу роль у забезпеченнi обмеженостi
деформацiй оболонки при s \rightarrow 0 i свiдчить, що розв’язки для u(s), w(s) не є незалежними.

Для осесиметричних коливань структура iнтегралiв вихiдних рiвнянь, якi локалiзованi в
околi границi оболонки, збiгається зi структурою iнтегралiв для неосесиметричних коливань.

Отриманi вище результати якiсного характеру про поведiнку обмежених iнтегралiв рiвнянь
коливань тонкої конiчної оболонки обертання, яка замкнена у вершинi, можна використовувати
при побудовi систем координатних функцiй для розв’язування методом Релея – Рiтца спектраль-
ної задачi про вiльнi коливання розглядуваної оболонки.
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