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ПРО ДЕЯКI ВЗАЄМОЗВ’ЯЗКИ МIЖ УЗАГАЛЬНЕНО ЦЕНТРАЛЬНИМИ
РЯДАМИ АЛГЕБР ЛЕЙБНIЦА

The purpose of this article is to show a close relationship between the generalized central series of Leibniz algebras. Some
analogues of the classical group-theoretical theorems by Schur and Baer for Leibniz algebras are proved.

Показано тiсний зв’язок мiж узагальнено центральними рядами алгебр Лейбнiца. Доведено деякi аналоги класичних
теоретико-групових теорем Шура та Бера для алгебр Лейбнiца.

1. Вступ. Для вiдтворення повної картини дослiджуваних питань наведемо спочатку деякi
класичнi теоретико-груповi результати. У 1951 р. Б. Нейман [12] довiв так звану теорему
Шура [10]: якщо фактор-група G/\zeta (G) скiнченна, то комутант [G,G] також є скiнченним i\bigm| \bigm| [G,G]

\bigm| \bigm| \leq tt
2+1, де t = | G/\zeta (G)| . Пiзнiше Дж. Вiголд [17] та Б. Верфрiц [16] значно покращили

цю оцiнку. Iснує велика кiлькiсть аналогiв теореми Шура для груп (див., наприклад, оглядову
статтю [5]). Серед них є результати, якi пов’язанi з групами автоморфiзмiв. Нехай G — група,
A — пiдгрупа групи автоморфiзмiв \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G). Покладемо

CG(A) =
\bigl\{ 
g \in G| \alpha (g) = g для кожного \alpha \in A

\bigr\} 
,

[G,A] = \langle [g, \alpha ] = g - 1\alpha (g)| g \in G,\alpha \in A\rangle .

Пiдгрупи CG(A) та [G,A] називають A-центром та A-комутаторною пiдгрупою групи G.

П. Хегартi [6] довiв, що якщо A = \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G), а фактор-група G/CG(A) скiнченна, то пiдгрупа
[G,A] також є скiнченною. В роботi [4] було розглянуто бiльш загальний випадок: \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{n}(G) \leq A,

фактор-група A/\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{n}(G) скiнченна, де \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{n}(G) — група внутрiшнiх автоморфiзмiв групи G. Для
цього випадку було доведено аналог теореми Шура: якщо фактор-група G/CG(A) скiнченна,
то пiдгрупа [G,A] також є скiнченною. I навiть бiльше, було знайдено оцiнку для порядку
пiдгрупи [G,A] у термiнах порядкiв | G/CG(A)| та | A/\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{n}(G)| . Зокрема, якщо A = \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{n}(G) або
A = \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G), то отримуємо звичайнi теореми Шура та Хегартi.

Вiдомо, що iснує тiсний зв’язок мiж групами та алгебрами Лi. Для алгебр Лi доведено
багато теоретико-групових результатiв i навпаки. Ця тематика не стала винятком. Зокрема,
аналог теореми Шура для алгебр Лi добре вiдомий (див., наприклад, [15]). Е. Л. Стiтцiнгер та
Р. М. Тьорнер довели [14] лiївський аналог теореми Хегартi. Нехай L — алгебра Лi над полем
F, \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L) — алгебра диференцiювань алгебри L. Вiдповiдно до [14] покладемо

H =
\bigcap 

\alpha \in Der(L)

\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\alpha ), L\ast =
\sum 

\alpha \in Der(L)

\mathrm{I}\mathrm{m}(\alpha ).

Таким чином, пiдалгебри H i L\ast є лiївськими аналогами пiдгруп CG

\bigl( 
\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G)

\bigr) 
i
\bigl[ 
G,\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(G)

\bigr] 
.

З основного результату статтi [14] випливає, що якщо фактор-алгебра L/H має скiнченну
вимiрнiсть, то пiдалгебра L\ast також є скiнченновимiрною.
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Розглянемо тепер (лiвi) алгебри Лейбнiца. Нехай L — алгебра над полем F iз бiнарни-
ми операцiями + i [ , ]. Тодi L називатимемо лiвою алгеброю Лейбнiца, якщо

\bigl[ 
[x, y], z

\bigr] 
=

=
\bigl[ 
x, [y, z]

\bigr] 
 - 

\bigl[ 
y, [x, z]

\bigr] 
для всiх x, y, z \in L [2, 11]. Зазначимо, що кожна алгебра Лi L є

алгеброю Лейбнiца. I навiть бiльше, алгебри Лi можна охарактеризувати, як алгебри Лейбнiца,
в яких [x, x] = 0 для кожного x \in L.

Одним iз напрямкiв розвитку теорiї алгебр Лейбнiца є пошук аналогiчних результатiв з
теорiї алгебр Лi. Водночас мiж цими типами алгебр iснує суттєва вiдмiннiсть (див., наприклад,
оглядовi статтi [3, 7, 9]). Наведемо деякi необхiднi означення. Лiвий (вiдповiдно, правий) центр
\zeta l(L) (вiдповiдно, \zeta r(L)) алгебри Лейбнiца L визначають за правилом \zeta l(L) = \{ x \in L| [x, y] =
= 0 для кожного y \in L\} 

\bigl( 
вiдповiдно, \zeta r(L) =

\bigl\{ 
x \in L| [y, x] = 0для кожного y \in L

\bigr\} \bigr) 
. Лiвий

центр є iдеалом алгебри L, але це не так для правого центра. Вiн є лише пiдалгеброю алгебри
L, i в загальному випадку лiвий i правий центри рiзнi. I навiть бiльше, вони можуть мати рiзнi
вимiрностi (див. приклад 2.1 у [8]). Центр \zeta (L) алгебри L — перетин лiвого i правого центрiв,
тобто

\zeta (L) =
\bigl\{ 
x \in L| [x, y] = 0 = [y, x] для кожного y \in L

\bigr\} 
.

Очевидно, що \zeta (L) є iдеалом алгебри L. Отже, можна розглядати фактор-алгебру L/\zeta (L).

У роботi [8] доведено таку модифiкацiю аналога теореми Шура: якщо L є алгеброю Лей-
бнiца над полем F, а ковимiрностi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
\zeta l(L)

\bigr) 
= l та \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\zeta 

r(L)) = r скiнченнi, то
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F ([L,L]) \leq l(l + r). У зв’язку з цим виникає природне питання. Припустимо, що ли-
ше ковимiрнiсть \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\zeta 

l(L)) скiнченна. Чи буде тодi вимiрнiсть \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F ([L,L]) скiнченною?
Приклад 3.1 з [8] дає негативну вiдповiдь на це питання. Проте маємо прямий аналог тео-
реми Шура для алгебр Лейбнiца: якщо L є алгеброю Лейбнiца над полем F, а ковимiрнiсть
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
\zeta (L)

\bigr) 
= d скiнченна, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
[L,L]

\bigr) 
\leq d2 [8].

З огляду на всi попереднi аргументи природно розглянути аналоги результатiв статтi [4]
для алгебр Лейбнiца. Спочатку визначимо аналоги A-центра та A-комутаторної пiдгрупи для
алгебр Лейбнiца. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, D — пiдалгебра алгебри \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L).

Покладемо

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(D) =
\bigcap 
\alpha \in D

\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\alpha ), [L,D] =
\sum 
\alpha \in D

\mathrm{I}\mathrm{m}(\alpha ).

Нехай a \in L. Розглянемо вiдображення \mathrm{l}a : L \rightarrow L, визначене за правилом \mathrm{l}a(x) = [a, x].

Вiдомо, що \mathrm{l}a є диференцiюванням алгебри L, а множина \mathrm{A}\mathrm{d}l(L) = \{ \mathrm{l}a| a \in L\} — iдеалом
алгебри \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L) (див., наприклад, [7]).

Припустимо, що \mathrm{A}\mathrm{d}l(L) \leq D. Тодi \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(D) \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(\mathrm{A}\mathrm{d}
l(L)) = \zeta r(L). Отже,

\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(D) \cap \zeta l(L) \leq \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(\mathrm{A}\mathrm{d}
l(L)) \cap \zeta l(L) = \zeta r(L) \cap \zeta l(L) = \zeta (L).

Зокрема, \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(D) \cap \zeta l(L) є iдеалом в L.

Говоритимемо, що \mathrm{A}L(D) = \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}L(D)\cap \zeta l(L) є D-центром алгебри L. Зазначимо, що якщо
\mathrm{A}L(D) \leq \zeta (L) i D = \mathrm{A}\mathrm{d}l(L), то D-центр є звичайним центром алгебри L. Говоритимемо,
що [L,D] є D-похiдною пiдалгеброю алгебри L. Якщо D = \mathrm{A}\mathrm{d}l(L), то [L,D] =

\bigl[ 
L,\mathrm{A}\mathrm{d}l(L)

\bigr] 
.
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Нехай x \in [L,\mathrm{A}\mathrm{d}l(L)], тодi x = [y, \mathrm{l}a] = \mathrm{l}a(y) = [a, y] для всiх a, y \in L. Це означає, що у цьому
випадку D-похiдна пiдалгебра [L,D] є звичайною похiдною пiдалгеброю [L,L] алгебри L.

Першим основним результатом цiєї статтi є така теорема.
Теорема А. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, D — така пiдалгебра алгебри

\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L), що \mathrm{A}\mathrm{d}l(L) \leq D, а вимiрнiсть \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (D/\mathrm{A}\mathrm{d}l(L)) = k скiнченна. Якщо вимiрнiсть
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
L/\mathrm{A}L(D)

\bigr) 
= t скiнченна, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
[L,D]

\bigr) 
\leq t(k + t).

У статтi [1] Р. Бер узагальнив теорему Шура таким чином. Вiн довiв, що якщо фактор-
група G/\zeta k(G) скiнченна, тодi скiнченною є й пiдгрупа \gamma k+1(G). Тут через \zeta k(G) позначено
k-й член верхнього центрального ряду групи G, а через \gamma k+1(G) — (k + 1)-й член нижнього
центрального ряду групи G. Автоморфний аналог цього результату було доведено в роботi [4].
Я. Н. Стюарт [13] довiв, що якщо L — така алгебра Лi, що фактор-алгебра L/\zeta k(L) скiнченно-
вимiрна, то \gamma k+1(L) також є скiнченновимiрною пiдалгеброю. I навiть бiльше, знайдено верхню
оцiнку для вимiрностi \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\gamma k+1(L)) [8]. У цiй же статтi було доведено аналог теореми Бера
для алгебр Лейбнiца.

Починаючи з \mathrm{A}L(D) та [L,D], де \mathrm{A}\mathrm{d}l(L) \leq D, можна побудувати верхнiй i нижнiй D-
центральнi ряди алгебри Лейбнiца L. Нехай \zeta 1(L,D) = \mathrm{A}L(D). Це дає можливiсть визначити
зростаючий ряд iдеалiв \zeta \nu (L,D) алгебри L, де \zeta \nu +1(L,D)/\zeta \nu (L,D) = \zeta 1(L/\zeta \nu (L,D), D). Як
завжди, якщо \lambda є граничним порядковим числом, то \zeta \lambda (L,D) =

\bigcup 
\mu <\lambda \zeta \mu (L,D). Останнiй член

\zeta \infty (L,D) = \zeta \delta (L,D) цього ряду називатимемо верхнiм D-гiперцентром алгебри L, а число
\delta — верхньою D-центральною довжиною алгебри L, яку позначатимемо \mathrm{z}\mathrm{l}(L,D).

Нижнiй D-центральний ряд алгебри L — це спадний ряд

L = \gamma 1(L,D) \geq \gamma 2(L,D) \geq . . . \geq \gamma \nu (L,D) \geq \gamma \nu +1(L,D) \geq . . . ,

де \gamma 2(L,D) = [L,D], а для кожного порядкового числа \nu покладемо \gamma \nu +1(L,D) = [\gamma \nu (L,D), D].

Нехай для граничного порядкового числа \lambda \gamma \lambda (L,D) =
\bigcap 

\mu <\lambda \gamma \mu (L,D).

Другим основним результатом статтi є така теорема.
Теорема Б. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F, D — така пiдалгебра алгебри

\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L), що \mathrm{A}\mathrm{d}l(L) \leq D, а вимiрнiсть \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (D/\mathrm{A}\mathrm{d}l(L)) = k скiнченна. Нехай Z — верхнiй
D-гiперцентр алгебри L. Припустимо, що верхня D-центральна довжина \mathrm{z}\mathrm{l}(L,D) = m i
вимiрнiсть \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/Z) = t скiнченна. Тодi пiдалгебра \gamma m+1(L,D) скiнченновимiрна й iснує
така функцiя f, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\gamma m+1(L,D)) \leq f(k,m, t).

2. Доведення теореми A. Оскiльки \mathrm{A}\mathrm{d}l(L) \leq D, то \mathrm{A}L(D) \leq \zeta (L), звiдки випливає, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/\zeta (L)) \leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
L/\mathrm{A}L(D)

\bigr) 
= t.

Тодi похiдна пiдалгебра K = [L,L] скiнченновимiрна й \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F ([L,L]) \leq t2 [8].
Покладемо Lab = L/K. Для кожного \alpha \in D визначимо вiдображення \alpha ab : Lab \rightarrow Lab за

таким правилом: \alpha ab(x+K) = \alpha (x) +K для кожного x \in L. Нехай x, y \in L, \lambda \in F. Оскiльки

\alpha ab

\bigl( 
(x+K) + (y +K)

\bigr) 
= \alpha ab

\bigl( 
(x+ y) +K

\bigr) 
= \alpha (x+ y) +K =

= \alpha (x) + \alpha (y) +K = (\alpha (x) +K) + (\alpha (y) +K) = \alpha ab(x+K) + \alpha ab(y +K)

i

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 12



1694 О. О. ПИПКА

\alpha ab(\lambda (x+K)) = \alpha ab(\lambda x+K) = \alpha (\lambda x) +K = \lambda \alpha (x) +K =

= \lambda (\alpha (x) +K) = \lambda \alpha ab(x+K),

то \alpha ab є ендоморфiзмом алгебри Lab.

Нехай знову x, y \in L. Тодi

\alpha ab

\bigl( 
[x+K, y +K]

\bigr) 
= \alpha ab

\bigl( 
[x, y] +K

\bigr) 
=

= \alpha 
\bigl( 
[x, y]

\bigr) 
+K = [\alpha (x), y] + [x, \alpha (y)] +K =

=
\bigl( 
[\alpha (x), y] +K

\bigr) 
+
\bigl( 
[x, \alpha (y)] +K

\bigr) 
=

= [\alpha (x) +K, y +K] + [x+K,\alpha (y) +K] =

=
\bigl[ 
\alpha ab(x+K), y +K

\bigr] 
+
\bigl[ 
x+K,\alpha ab(y +K)

\bigr] 
,

тобто \alpha ab \in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(Lab).

Нехай \alpha \in D. Розглянемо вiдображення d(\alpha ) : Lab \rightarrow Lab, визначене за правилом d(\alpha )(x) =

= [x, \alpha ab] = \alpha ab(x), x \in Lab. Тодi

d(\alpha )(x+ y) = [x+ y, \alpha ab] = \alpha ab(x+ y) =

= \alpha ab(x) + \alpha ab(y) = [x, \alpha ab] + [y, \alpha ab] = d(\alpha )(x) + d(\alpha )(y),

d(\alpha )(\lambda x) = [\lambda x, \alpha ab] = \alpha ab(\lambda x) = \lambda \alpha ab(x) = \lambda [x, \alpha ab] = \lambda d(\alpha )(x).

Iнакше кажучи, d(\alpha ) є ендоморфiзмом алгебри Lab.

I навiть бiльше, \mathrm{I}\mathrm{m}
\bigl( 
d(\alpha )

\bigr) 
= [Lab, \alpha ab], \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(d(\alpha )) \geq \mathrm{A}Lab

(\alpha ab), звiдки випливає, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\Bigl( 
Lab/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}

\bigl( 
d(\alpha )

\bigr) \bigr) 
\leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (Lab/\mathrm{A}Lab

(\alpha ab)). Отже,

[Lab, \alpha ab] = \mathrm{I}\mathrm{m}
\bigl( 
d(\alpha )

\bigr) \sim = Lab/\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}
\bigl( 
d(\alpha )

\bigr) 
.

Якщо x \in \mathrm{A}L(\alpha ), то \alpha ab(x+K) = \alpha (x)+K = K, тобто x+K \in \mathrm{A}Lab
(\alpha ab). Таким чином,\bigl( 

\mathrm{A}L(\alpha ) +K
\bigr) 
/K \leq \mathrm{A}Lab

(\alpha ab). Iз включення \mathrm{A}L(D) \leq \mathrm{A}L(\alpha ) випливає, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
L/\mathrm{A}L(\alpha )

\bigr) 
\leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
L/\mathrm{A}L(D)

\bigr) 
= t.

Отже, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
Lab/\mathrm{A}Lab

(\alpha ab)
\bigr) 
\leq t, а тому \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
[Lab, \alpha ab]

\bigr) 
\leq t для кожного \alpha \in D.

Нехай B = \{ \alpha 1, . . . , \alpha k\} — базис фактор-алгебри D/\mathrm{A}\mathrm{d}l(L), \beta \in \mathrm{A}\mathrm{d}l(L)+\alpha . Тодi \beta = \mathrm{l}z+\alpha 

для деякого z \in L. Для довiльного елемента y \in L маємо

[y, \beta ] = \beta (y) = (\mathrm{l}z + \alpha )(y) = \mathrm{l}z(y) + \alpha (y) = [z, y] + [y, \alpha ].

Це означає, що

[y, \beta ] +K = [z, y] + [y, \alpha ] +K = ([z, y] +K) +
\bigl( 
[y, \alpha ] +K

\bigr) 
= [z +K, y +K] +

\bigl( 
[y, \alpha ] +K

\bigr) 
.

Оскiльки фактор-алгебра L/K абелева, то [z +K, y +K] = 0, тобто [y, \beta ] +K = [y, \alpha ] +K. З
iншого боку,

[x+K,\alpha ab] = \alpha ab(x+K) = \alpha (x) +K = [x, \alpha ] +K,
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звiдки випливає, що [Lab, \alpha ab] =
\bigl( 
[L,\alpha ] +K

\bigr) 
/K.

Очевидно, що [L,D] = \langle [L, \beta ]| \beta \in D\rangle = \langle [L, \beta ]| \beta \in \mathrm{A}\mathrm{d}l(L) + \alpha j , 1 \leq j \leq k\rangle , а тому\bigl( 
[L,D] +K

\bigr) 
/K =

\sum 
\beta \in Adl(L)+\alpha j

1\leq j\leq k

([L, \beta ] +K)/K =

=
\sum 

1\leq j\leq k

\bigl( 
[L,\alpha j ] +K

\bigr) 
/K =

\sum 
1\leq j\leq k

[Lab, (\alpha j)ab].

Це означає, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
([L,D] +K)/K

\bigr) 
\leq tk, звiдки випливає, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
[L,D]

\bigr) 
\leq tk + t2 = t(k + t).

Теорему А доведено.
Якщо D = \mathrm{A}\mathrm{d}l(L), то \mathrm{A}L(D) = \zeta (L), [L,D] = [L,L], i як наслiдок отримуємо прямий

аналог теореми Шура для алгебр Лейбнiца.
Наслiдок 2.1 [8]. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F. Якщо фактор-алгебра L/\zeta (L)

має скiнченну вимiрнiсть t, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F ([L,L]) \leq t2.

Зокрема, якщо L є алгеброю Лi, то отримуємо прямий аналог теореми Шура для алгебр Лi.
Наслiдок 2.2 [15]. Нехай L — алгебра Лi над полем F. Якщо фактор-алгебра L/\zeta (L) має

скiнченну вимiрнiсть t, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F ([L,L]) \leq t(t+ 1)/2.

Повторюючи майже дослiвно доведення теореми 1 з роботи [14], можна переконатися, що
якщо вимiрнiсть \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/\mathrm{A}L(\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L))) скiнченна, то алгебра \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L) також скiнченновимiрна.
Таким чином, якщо D = \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L), то отримуємо такий прямий аналог теореми Хегартi для
алгебр Лейбнiца.

Наслiдок 2.3. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F. Якщо фактор-алгебра
L/\mathrm{A}L

\bigl( 
\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L)

\bigr) 
має скiнченну вимiрнiсть t, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
[L,\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L)]

\bigr) 
\leq t(t+ 1).

Зокрема, якщо L є алгеброю Лi, то отримуємо такий прямий аналог теореми Хегартi для
алгебр Лi.

Наслiдок 2.4 [14]. Нехай L — алгебра Лi над полем F. Якщо фактор-алгебра L/\mathrm{A}L

\bigl( 
\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L)

\bigr) 
має скiнченну вимiрнiсть t, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
[L,\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(L)]

\bigr) 
\leq t(t+ 1)/2.

3. Доведення теореми Б. Розглянемо верхнiй D-центральний ряд алгебри L:

\langle 0\rangle = Z0 \leq Z1 \leq . . . \leq Zm - 1 \leq Zm = Z.

Скористаємося iндукцiєю по m. Якщо m = 1, то Z1 = \mathrm{A}L(D), \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (L/Z1) = t, i з теореми A
випливає, що пiдалгебра [L,D] = \gamma 2(L,D) скiнченновимiрна, а її вимiрнiсть не перевищує
t(k + t).

Припустимо, що результат правильний для деякого m  - 1, i нехай L — алгебра Лейбнiца,
яка задовольняє умови теореми при \mathrm{z}\mathrm{l}(L,D) = m. Покладемо U = L/Z1. Для кожного \alpha \in D

визначимо вiдображення \alpha U : U \rightarrow U за правилом

\alpha U (x+ Z1) = \alpha (x) + Z1

для кожного x \in L. Оскiльки

\alpha U

\bigl( 
(x+ Z1) + (y + Z1)

\bigr) 
= \alpha U (x+ Z1) + \alpha U (y + Z1)
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i
\alpha U (\lambda (x+ Z1)) = \lambda \alpha U (x+ Z1),

то \alpha U є ендоморфiзмом алгебри U. I навiть бiльше,

\alpha U

\bigl( 
[x+ Z1, y + Z1]

\bigr) 
=

\bigl[ 
\alpha U (x+ Z1), y + Z1

\bigr] 
+
\bigl[ 
x+ Z1, \alpha U (y + Z1)

\bigr] 
.

Отже, \alpha U \in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(U).

Розглянемо вiдображення \eta : D \rightarrow \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(U), визначене за правилом \eta (\alpha ) = \alpha U . Очевидно,
що \eta є гомоморфiзмом. Нехай \alpha \in \mathrm{A}\mathrm{d}l(L), тобто \alpha = \mathrm{l}a для деякого a \in L. Тодi \eta (\alpha ) = \alpha U =

= (\mathrm{l}a)U i

(\mathrm{l}a)U (x+ Z1) = \mathrm{l}a(x) + Z1 = [a, x] + Z1 = [a+ Z1, x+ Z1] = \mathrm{l}a+Z1(x+ Z1),

звiдки випливає, що \eta 
\bigl( 
\mathrm{A}\mathrm{d}l(L)

\bigr) 
= \mathrm{A}\mathrm{d}l(U). Це означає, що \mathrm{A}\mathrm{d}l(U) = \eta 

\bigl( 
\mathrm{A}\mathrm{d}l(L)

\bigr) 
\leq \eta (D), а

вимiрнiсть \eta (D)/\mathrm{A}\mathrm{d}l(U) скiнченна i не перевищує k. I навiть бiльше, ряд

\langle 0\rangle = Z1/Z1 \leq Z2/Z1 \leq . . . \leq Zm - 1/Z1 \leq Zm/Z1

є верхнiм D-центральним рядом L/Z1. Оскiльки \mathrm{z}\mathrm{l}
\bigl( 
L/Z1, \eta (D)

\bigr) 
= m  - 1, то за iндуктивним

припущенням пiдалгебра \gamma m
\bigl( 
L/Z1, \eta (D)

\bigr) 
скiнченновимiрна й iснує така функцiя \beta (k,m - 1, t),

що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\Bigl( 
\gamma m

\bigl( 
L/Z1, \eta (D)

\bigr) \Bigr) 
\leq \beta (k,m - 1, t).

Маємо \gamma m(L/Z1, D) =
\bigl( 
\gamma m(L,D) + Z1

\bigr) 
/Z1. Нехай

K/Z1 = \gamma m
\bigl( 
L/Z1, \eta (D)

\bigr) 
= \gamma m(L/Z1, D).

Зауважимо, що фактор-алгебра K/Z1 скiнченновимiрна i

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (K/Z1) \leq \beta (k,m - 1, t) = r.

Отже, можемо застосувати теорему A до K. Отримуємо, що пiдалгебра [K,D] скiнченнови-
мiрна i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
[K,D]

\bigr) 
\leq r(k + r). Нарештi, оскiльки

\gamma m+1(L,D) =
\bigl[ 
\gamma m(L,D), D

\bigr] 
\leq [K,D],

то пiдалгебра \gamma m+1(L,D) скiнченновимiрна, а її вимiрнiсть не перевищує

r(k + r) = \beta (k,m, t).

Теорему Б доведено.
Функцiя \beta (k,m, t) визначена за правилом \beta (k, 1, t) = t(k + t), а в загальному випадку

\beta (k,m+ 1, t) = \beta (k,m, t)
\bigl( 
k + \beta (k,m, t)

\bigr) 
.

Якщо D = \mathrm{A}\mathrm{d}l(L), то \zeta k(L,D) = \zeta k(L), \gamma k(L,D) = \gamma k(L), i як наслiдок отримуємо такий
прямий аналог теореми Бера для алгебр Лейбнiца.

Наслiдок 3.1 [8]. Нехай L — алгебра Лейбнiца над полем F. Якщо фактор-алгебра L/\zeta k(L)

має скiнченну вимiрнiсть t, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F (\gamma k+1(L)) \leq 2k - 1tk+1.

Насамкiнець, якщо L є алгеброю Лi, то отримуємо такий прямий аналог теореми Бера для
алгебр Лi.

Наслiдок 3.2 [8, 13]. Нехай L — алгебра Лi над полем F. Якщо L/\zeta k(L) має скiнченну
вимiрнiсть t, то \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}F

\bigl( 
\gamma k+1(L)

\bigr) 
\leq tk(t+ 1)/2.
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