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ПРО ОДИН ОКРЕМИЙ ВИПАДОК РУХУ В ЗАДАЧI ТРЬОХ ТIЛ

We study the three-body problem in a particular case where two bodies have equal masses, which implies the existence of a
manifold of symmetric motions. We are looking for the conditions of existence of bounded (unbounded) symmetric motions.
Our analysis of boundedness (unboundedness) of motions shows that both the structure of the manifold of symmetrical
motions and the integrals of energy and angular momentum are essential.

Дослiджується окремий випадок задачi трьох тiл, коли два з них мають однаковi маси, що обумовлює iснування
многовиду симетричних рухiв. Розглянуто умови iснування обмежених (необмежених) симетричних рухiв. Для
аналiзу обмеженостi (необмеженостi) руху як структура многовиду симетричних рухiв, так i iнтеграли енергiї та
моменту кiлькостей руху є iстотними.

1. Вступ. Нинi, в еру освоєння космiчного простору, коли запуск штучних космiчних об’єктiв
iз рiзним цiльовим призначенням став буденним явищем, практичного значення набуває задача
трьох тiл, яка з чисто академiчної перетворилась в прикладну. I хоча в практичних дослiдженнях
дуже часто використовують комп’ютерне моделювання i числовi методи, проте, коли йдеться
про необмеженi iнтервали часу, аналiтичнi методи, зокрема якiсне дослiдження руху, вiдiграють
ключову роль. Якраз у цьому сенсi нижче буде розглянуто один iз досить вiдомих окремих
випадкiв задачi трьох тiл, пов’язаний iз симетричними рухами тiл [1 – 5].

При дослiдженнi стiйкостi руху за Лагранжем у задачi трьох тiл як у випадку обмеженої
задачi трьох тiл, так i у загальному її випадку, вдалося запропонувати пiдхiд [6], який дозволив
елiптичну обмежену i загальну задачi трьох тiл розглянути з єдиної точки зору i виокремити
спiльнi для них ключовi умови, що забезпечують стiйкiсть за Лагранжем. Цими умовами є
наявнiсть стiйкої за Хiллом пари матерiальних точок i дистальнiсть (обмеженiсть знизу взаєм-
них вiдстаней матерiальних точок) руху. Однак у рамках запропонованого пiдходу залишився
поза розглядом випадок, коли маси, що утворюють стiйку за Хiллом пару, рiвнi й у процесi руху
вiдстанi третього тiла до кожного з тiл пари також рiвнi. Хоча в цьому випадку вищезгаданi
ключовi умови виконуються, проте довести стiйкiсть за Лагранжем не вдалось. Як переконає-
мося нижче, цей факт не є випадковим i пов’язаний саме з особливостями симетричних рухiв,
до аналiзу яких переходимо.

Почнемо з розгляду базових рiвнянь задачi трьох тiл, якi запишемо у вигдядi [7]

\bfitrho \prime \prime 
1 = \mu 2

\bfitrho 2  - \bfitrho 1

| \bfitrho 12| 3
+ \mu 3

\bfitrho 3  - \bfitrho 1

| \bfitrho 13| 3
,

\bfitrho \prime \prime 
2 =  - \mu 1

\bfitrho 2  - \bfitrho 1

| \bfitrho 12| 3
+ \mu 3

\bfitrho 3  - \bfitrho 2

| \bfitrho 23| 3
, (1.1)

\bfitrho \prime \prime 
3 =  - \mu 1

\bfitrho 3  - \bfitrho 1

| \bfitrho 13| 3
 - \mu 2

\bfitrho 3  - \bfitrho 2

| \bfitrho 23| 3
,

де штрих означає диференцiювання по \tau (\tau = t
\surd 
GM/r

3/2
0 ), \mu i = mi/M, M = m1 +m2 +m3,

r0 — параметр, що має розмiрнiсть одиницi довжини. В рiвняннях (1.1) \bfitrho i = \bfr i/r0, i = 1, 2, 3, де
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\bfr i — радiуси-вектори точок в iнерцiйнiй системi вiдлiку з початком у центрi мас mi. Параметр
r0 введено для того, щоб у подальшому оперувати безрозмiрними величинами, що дуже зручно
для викладу матерiалу.

Далi iстотно використовуватимемо властивiсть консервативностi системи (1.1) [8, 9], тобто
наявнiсть iнтеграла енергiї

1

2

3\sum 
i

\mu i\bfitrho 
\prime 2
i  - 

\sum 
i<j

\mu i\mu j

| \bfitrho ij | 
= h = const,

а також векторного iнтеграла моменту кiлькостей руху

3\sum 
i

\mu i

\bigl( 
\bfitrho i \times \bfitrho \prime 

i

\bigr) 
= \bfC .

Припускатимемо, що \bfC \not = \bfzero .

Далi без обмеження загальностi мiркувань вважатимемо справедливою рiвнiсть

3\sum 
i

\mu i\bfitrho i = \bfzero , (1.2)

що вiдповiдає вибору початку системи вiдлiку у центрi мас матерiальних точок (тiл), що роз-
глядаються.

За умови, що двi маси рiвнi, а також | \bfitrho 13| = | \bfitrho 23| , на пiдставi (1.1) з урахуванням рiвностi
(1.2) приходимо до многовиду симетричних рухiв у виглядi [10]

\bfitrho \prime \prime 
12 =  - 2\mu 

\bfitrho 12

| \bfitrho 12| 3
 - \mu 3

\bfitrho 12

| \bfitrho 13| 3
,

\bfitrho \prime \prime 
3 =  - \bfitrho 3

| \bfitrho 13| 3
,

(1.3)

де вiдстанi | \bfitrho 12| , | \bfitrho 13| i | \bfitrho 3| зв’язанi рiвнiстю

\bfitrho 2
3 = \mu 2

\bigl( 
 - \bfitrho 2

12 + 4\bfitrho 2
13

\bigr) 
. (1.4)

Аналогiчна рiвнiсть має мiсце i для узагальнених швидкостей:

v23 = \mu 2
\bigl( 
 - v212 + 4v213

\bigr) 
, (1.5)

де v212 = \bfitrho \prime 2
12, v

2
13 = \bfitrho \prime 2

13, v
2
3 = \bfitrho \prime 2

3 .

Симетричнiсть рухiв, якi дослiджуються в рамках системи (1.3), проявляється в тому, що
геометрiя руху однiєї з матерiальних точок пари (\mu , \mu ) збiгається з геометрiєю руху iншої
матерiальної точки, що в свою чергу зумовлює можливiсть звести якiсне дослiдження системи
(1.3) до системи з меншою кiлькiстю ступенiв вiльностi. Саме система (1.3) виявилася поза
межами можливостей запропонованого в [6] пiдходу.
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2. Про характернi властивостi симетричних рухiв. Наведемо основнi означення, якими
будемо користуватися нижче.

Означення 1. Рух \bfitrho (\tau ) = (\bfitrho 1,\bfitrho 2,\bfitrho 3)
T системи (1.1) назвемо стiйким за Лагранжем,

якщо виконується умова

c1 \leq | \bfitrho ij(\tau )| \leq c2 \forall \tau \in R =] - \infty ,\infty [ \forall i < j,

де c1, c2 — додатнi сталi.
Означення 2. Рух \bfitrho (\tau ) = (\bfitrho 1,\bfitrho 2,\bfitrho 3)

T системи (1.1) назвемо дистальним, якщо викону-
ється нерiвнiсть

| \bfitrho ij(\tau )| \geq c3 \forall \tau \in R \forall i < j, 0 < c3 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}. (2.1)

Означення 3. Фiксовану пару точок (\mu i, \mu j), i < j, системи (1.1) згiдно з [11] назвемо
стiйкою за Хiллом, якщо виконується нерiвнiсть

| \bfitrho ij(\tau )| < c4 \forall \tau \in R, 0 < c4 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.

Характерними ознаками многовиду симетричних рухiв (1.3) є стiйкiсть за Хiллом пари
матерiальних точок (\mu , \mu ) за умови, що h < 0, а також дистальнiсть руху за умови, що модуль
моменту кiлькостей руху пари (\mu , \mu ) вiдмiнний вiд нуля. Крiм того, якщо рух на многовидi
(1.3) є обмеженим, то ця обмеженiсть стосується як координат \rho 12, \rho 3, так i швидкостей v12,

v3, тобто має мiсце стiйкiсть за Лагранжем.
Оскiльки для многовиду симетричних рухiв (1.3) справедливi рiвностi

\bfitrho 12 \times \bfitrho \prime 
12 = \bfC 1, \bfitrho 3 \times \bfitrho \prime 

3 = \bfC 2, (2.2)

де \bfC 1, \bfC 2 — сталi вектори, то враховуючи, що

v212 = \bfitrho \prime 2
12 = \rho \prime 212 +

| \bfitrho 12 \times \bfitrho \prime 
12| 

2

\rho 212
, (2.3)

v23 = \bfitrho \prime 2
3 = \rho \prime 23 +

| \bfitrho 3 \times \bfitrho \prime 
3| 
2

\rho 23
, (2.4)

якiсне дослiдження системи (1.3) можна звести до системи з двома ступенями вiльностi:

\rho 212
\prime \prime 
= 2v212  - 

4\mu 

\rho 12
 - 2\mu 3

\rho 212
\rho 313

,

\rho 23
\prime \prime 
= 2v23  - 2

\rho 23
\rho 313

,

(2.5)

де \rho 12 = | \bfitrho 12| , \rho 13 = | \bfitrho 13| , v212 = \bfitrho \prime 2
12, v

2
3 = \bfitrho \prime 2

3 .

Далi, беручи до уваги структуру многовиду симетричних рухiв, а також рiвнiсть (1.5),
iнтеграл енергiї використовуватимемо в однiй iз форм

\bigl( 
\mu 2v212 + 2\mu \mu 3v

2
13

\bigr) 
 - 2\mu 2

\rho 12
 - 4\mu \mu 3

\rho 13
= 2h, (2.6)
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1

2\mu 

\bigl( 
\mu 2v212 + \mu 3v

2
3

\bigr) 
 - 2\mu 2

\rho 12
 - 4\mu \mu 3

\rho 13
= 2h, (2.7)

\bigl( 
 - v23 + 2\mu v213

\bigr) 
 - 2\mu 2

\rho 12
 - 4\mu \mu 3

\rho 13
= 2h. (2.8)

Якщо \bfC 2 = \bfzero , то система (2.7) допускає рух, при якому тiло з масою \mu 3 здiйснює коливання
вздовж осi, що проходить через центр мас системи i є перпендикулярною до площини, в якiй
рухаються iншi два тiла з рiвними масами. Саме цей випадок розглядав К. А. Ситнiков [1], з
яким пов’язують доведення iснування осцилюючих фiнальних еволюцiй у випадку обмеженої
задачi трьох тiл (\mu 3 = 0). Згодом твердження Ситнiкова, враховуючи, що саму можливiсть
iснування таких рухiв допускав Шазi [2], послужило поштовхом для подальших дослiджень
в цьому напрямку у загальному випадку задачi трьох тiл [3 – 5]. Зазначимо, що сам Шазi в
поняття „осцилюючi фiнальнi еволюцiї” вкладав дещо ширший змiст, зокрема брав до уваги i
той теоретично можливий випадок, коли не можна виокремити стiйку за Хiллом пару, тобто
коли при необмеженому русi системи найменшими почергово можуть ставати рiзнi взаємнi
вiдстанi. Рухи, розглянутi Ситнiковим i його послiдовниками, є звичайними коливними рухами
(з необмеженою амплiтудою) тiла з масою \mu 3 вздовж прямої. При цьому залишається вiдкритим
практичне питання про те, як вибрати початковi умови в явному виглядi, щоб отримати цей
коливний рух, оскiльки в iснуючих дослiдженнях йдеться лише про його iснування.

Як випливає з роботи [6], якщо необмежений дистальний рух у задачi трьох тiл iснує, то вiн
пов’язаний з вiддаленням третього тiла у нескiнченнiсть по прямолiнiйнiй параболi чи гiпер-
болi, що належать системi (1.3). Як показують дослiдження [3 – 5], необмежений рух третього
тiла може бути ще й коливним. Саме внаслiдок iснування необмежених рухiв на многовидi
симетричних рухiв (1.3) останнiй i залишився поза дослiдженням [6]. Однак iснування необме-
жених рухiв на многовидi (1.3) — ще не привiд залишити поза увагою питання про отримання
в явному виглядi умов обмеженостi (необмеженостi) руху на ньому. До цього i переходимо.

Перш нiж розпочати наш аналiз, зазначимо, що далi поряд з (2.5) використовуватимемо
многовид симетричних рухiв ще й у такiй формi [12]:

\rho 212
\prime \prime 
= 2E12 + (1 + \mu 3)

2

\rho 12
 - 2\mu 3

\rho 212
\rho 313

,

\rho 213
\prime \prime 
= 2E13 +

2

\rho 13
+ \mu 

\biggl( 
 - 1

\rho 12
+

\rho 212
\rho 313

\biggr) 
,

E\prime 
12 = \mu 3\rho 

2
12

\prime 
\biggl( 

1

\rho 312
 - 1

\rho 313

\biggr) 
,

E\prime 
13 =  - \mu 

2
\rho 212

\prime 
\biggl( 

1

\rho 312
 - 1

\rho 313

\biggr) 
,

(2.9)

де

E12 = v212  - 
2

\rho 12
, E13 = v213  - 

2

\rho 13
.

Враховуючи рiвностi (1.4), (1.5), а також рiвностi (2.2) – (2.4), бачимо, що це також система
з двома ступенями вiльностi. Зокрема, першi два її рiвняння утворюють замкнену систему,
наслiдком якої є останнi два рiвняння.

Iнтеграл енергiї для системи (2.9) можна записати в однiй iз форм
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\mu 2E12 + 2\mu \mu 3E13 = 2h,

\mu 

2
E12 +

\mu 3

2\mu 
E3 +

\mu \mu 3

\rho 12
= 2h,

2\mu E13  - E3  - 2
\mu 2

\rho 12
= 2h,

де

E3 = v23  - 8
\mu 2

\rho 13
.

Далi обмежимося такими симетричними рухами системи (2.9) (або (2.5)), якi належать
множинi

\Omega =
\bigl\{ 
(\bfitrho ,\bfitrho \prime ) : T  - U = h < 0

\bigr\} 
.

У цьому випадку, як показано у роботi [10], за умови | \bfC 1| \not = 0, виконанню якої будемо далi
слiдувати, рухи, що розглядаються, є дистальними, а пара матерiальних точок (\mu , \mu ) стiйка за
Хiллом.

3. Про обмеженi й необмеженi симетричнi рухи. Для подальшого викладу знадобляться
деякi вiдомостi щодо задачi двох тiл [13], яку будемо розглядати, коли маси тiл рiвнi. В її рамках
замiсть позначення \rho 12 використовуватимемо r, замiсть \bfitrho 12 — \bfr . Рiвняння для r запишемо у
виглядi

r2
\prime \prime 
= 2v2  - 2

r
,

де

v2 = \bfr \prime 2 = r\prime 2 +
| \bfr \times \bfr \prime | 2

r2
= r\prime 2 +

c\ast 2

r2
, c\ast = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.

Iнтеграл енергiї представимо у формi

1

4

\biggl( 
\bfr \prime 2  - 2

r

\biggr) 
= 2\widetilde h = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.

Крiм того, зауважимо, що справджуються рiвностi

1

r
=

1

c\ast 2
(1 + e \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} f), (3.1)

r\prime 2 =
e2

c\ast 2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 f, (3.2)

v2 =
1

c\ast 2
\bigl[ 
1 + e2 + 2e \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} f

\bigr] 
, (3.3)

де стала

e =

\sqrt{} 
\mu 2 + 2c\ast 2\widetilde h

\mu 2

є ексцентриситетом елiптичної орбiти, f — iстинна аномалiя.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 10



ПРО ОДИН ОКРЕМИЙ ВИПАДОК РУХУ В ЗАДАЧI ТРЬОХ ТIЛ 1409

Теорема 1. Нехай \bfitrho (\tau ) = (\bfitrho 1,\bfitrho 2,\bfitrho 3)
T — симетричний рух системи (2.5), який належить

множинi \Omega . Тодi якщо

\mu 3 + c2h \leq 0, (3.4)

де
c2 =

\bigm| \bigm| \bfitrho 12 \times \bfitrho \prime 
12

\bigm| \bigm| 2 , 0 < c = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t},

то симетричний рух, що розглядається, є обмеженим.
Доведення. Записуючи iнтеграл енергiї (2.7) у виглядi

\mu 2

\Biggl[ 
1

2\mu 

\Biggl( 
\rho \prime 212 +

| \bfitrho 12 \times \bfitrho \prime 
12| 

2

\rho 212

\Biggr) 
 - 2

\rho 12

\Biggr] 
+

\mu 3

2\mu 
v23  - 4

\mu \mu 3

\rho 13
= 2h,

розглядатимемо його далi як квадратне рiвняння вiдносно величини 1/\rho 12. В результатi отри-
муємо

c2\mu 

2

\biggl( 
1

\rho 12

\biggr) 2

 - 2\mu 2 1

\rho 12
+

\biggl( 
\mu \rho \prime 212
2

+
\mu 3

2\mu 
v23  - 4

\mu \mu 3

\rho 13
 - 2h

\biggr) 
= 0. (3.5)

На пiдставi (3.5) маємо

1

\rho 12
=

2\mu 

c2
\pm 2

c2
\surd 
\mu 

\sqrt{} 
\mu 3 + c2h - c2

2

\biggl( 
\mu \rho \prime 212
2

+
\mu 3

2\mu 
v23  - 4

\mu \mu 3

\rho 13

\biggr) 
.

Далi отриману рiвнiсть запишемо у виглядi

1

\rho 12
 - 2\mu 

c2
= \pm 2

c2
\surd 
\mu 

\sqrt{} 
\mu 3 + c2h - c2

2

\biggl( 
\mu \rho \prime 212
2

+
\mu 3

2\mu 
v23  - 4

\mu \mu 3

\rho 13

\biggr) 
. (3.6)

За умов теореми 1 лiва частина рiвностi (3.6) завжди є дiйсним числом.
Припустимо тепер, що при виконаннi умов теореми 1 симетричний рух \bfitrho (\tau ) = (\bfitrho 1,\bfitrho 2,\bfitrho 3)

T ,

що дослiджується, не є обмеженим. Тодi iснує така послiдовнiсть \{ \tau k\} , k = 1, 2, 3, . . . , що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

\tau k = \infty , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

\rho 13(\tau k) = \infty , \rho 13(\tau k) = | \bfitrho 13(\tau k)| . (3.7)

Розглянемо спочатку випадок умови (3.4), коли виконується строга нерiвнiсть

\mu 3 + c2h < 0. (3.8)

Тодi вiдповiдно до (3.7) iснує таке достатньо велике число k, що величина 1/\rho 13(\tau k) стає як
завгодно малим числом, i, як наслiдок, права частина рiвностi (3.6) стає уявною. Отримали
суперечнiсть.

Нехай тепер
\mu 3 + c2h = 0.

Якщо припустити тепер необмеженiсть руху в умовах цiєї рiвностi, то виконується (3.7) i,
як наслiдок, \rho 12(\tau k), згiдно з рiвняннями (2.5), при k \rightarrow \infty наближається до елiптичного
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кеплерiвського руху. Тепер, беручи до уваги (3.2), бачимо, що член \rho \prime 212 пiд знаком радикала в
(3.6), який пов’язаний iз парою (\mu , \mu ), можна записати у формi

\rho \prime 212 =
\widetilde e2
c2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \widetilde f,
де \widetilde e, c i \widetilde f = \widetilde f(\tau ) за своїм змiстом означають те ж саме, що i величини e, c\ast i f у рiвностi (3.2).

Оскiльки на елементах послiдовностi \{ \tau k\} 

1

\rho 13(\tau k)
\rightarrow 0, (3.9)

якщо k \rightarrow \infty , то граничний вираз для суми членiв пiд знаком радикала в (3.6) є таким:\biggl\{ 
 - c2

2

\biggl( 
\mu \rho \prime 212
2

+
\mu 3

2\mu 
v23  - 4

\mu \mu 3

\rho 13

\biggr) \biggr\} 
\infty 

=  - c2
\mu 

4

\biggl\{ \widetilde e2
c2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \widetilde f +
\mu 3

\mu 2
v23

\biggr\} 
. (3.10)

Розглянемо бiльш докладно рiвнiсть (3.10). Функцiя \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \widetilde f, яка входить в її праву частину,
дорiвнює одиницi при \widetilde f = (2i+1)\pi /2, i = 0, 1, 2, . . . . Отже, права частина рiвностi (3.10) стає
вiд’ємною, якщо \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \widetilde f = 1.

Згiдно з умовами теореми 1, пара матерiальних точок (\mu , \mu ) є стiйкою за Хiллом, а розгляду-
ваний рух — дистальним, що обумовлює обмеженiсть швидкостей матерiальних точок системи
(2.5). Перiод елiптичного кеплерiвського руху, до якого наближається \rho 12(\tau k) при k \rightarrow \infty ,

також є обмеженим. В його межах \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 \widetilde f, як неперервна функцiя, набуває всiх своїх значень.
Таким чином, беручи до уваги (3.9) i (3.10), можемо стверджувати, що iснує таке значення
\tau \ast (k), при якому вираз \biggl[ 

 - c2

2

\biggl( 
\mu \rho \prime 212
2

+
\mu 3

2\mu 
v23  - 4

\mu \mu 3

\rho 13

\biggr) \biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\tau =\tau \ast (k)

стає вiд’ємним i, як наслiдок, права частина рiвностi (3.6) стає уявним числом. З iншого боку,
як зазначено вище, в умовах теореми 1 лiва частина рiвностi (3.6) завжди є дiйсною. Приходимо
до суперечностi, отже, справджується теорема 1.

Прикладом рухiв, що задовольняють теорему 1, є стацiонарнi рухи, розглянутi в роботi
[12]. Цiкавим є те, що якщо нерiвнiсть (3.4) є достатньою умовою обмеженостi симетричних
рухiв, то строга нерiвнiсть (3.8) є необхiдною i достатньою умовою iснування стацiонарних
симетричних рухiв. Таким чином, на многовидi симетричних рухiв крiм коливного руху тiла з
масою \mu 3 iснує його обертальний рух, який вiдповiдає круговiй задачi двох тiл. Зрозумiло, що
при цьому \bfC 2 \not = \bfzero .

Теорема 2. Нехай \bfitrho (\tau ) = (\bfitrho 1,\bfitrho 2,\bfitrho 3)
T — симетричний рух системи (2.5), який належить

множинi \Omega . Тодi якщо \mu 3 \ll \mu i виконуються умови:
1) E0

12 < 0,

2) E0
12 + E0

13  - E0
3/2\mu = O(\mu 3),

3) \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
1

\rho 12
 - 1

\rho 012
= O(\mu 3),

де
E0

12 = E12 | \tau =0, E0
13 = E13 | \tau =0, E0

3 = E3 | \tau =0, \rho 012 = \rho 12 | \tau =0,

то симетричний рух, що розглядається, є необмеженим i неколивним.
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Доведення. Запишемо рiвностi (2.7), (2.8) вiдповiдно у виглядi

E12

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \tau 
0

=  - 2\mu 3

\rho 12

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \tau 
0

 - \mu 3

\mu 2
E3

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \tau 
0

, E13

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \tau 
0

=
\mu 

\rho 12

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \tau 
0

+
1

2\mu 
E3

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \tau 
0

.

Тодi з їх урахуванням першi два рiвняння системи (2.9) наберуть вигляду

\rho 212
\prime \prime 
= 2E0

12  - 2
\mu 3

\mu 2
E3 + 2\mu 3

\biggl( 
2

\rho 12
+

1

\mu 2
E3

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
0

+
4\mu 

\rho 12
 - 2\mu 3

\rho 212
\rho 313

,

\rho 213
\prime \prime 
= 2E0

13  - 
1

\mu 
E0

3 +
1

\mu 
E3  - 2

\mu 

\rho 12

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
0

+
2

\rho 13
+ \mu 

\biggl( 
1

\rho 12
+

\rho 212
\rho 313

\biggr) 
.

(3.11)

Вiднiмемо тепер вiд другого рiвняння системи (3.11) помножене на 1/2\mu друге рiвняння сис-
теми (2.5). В результатi отримаємо

\rho 213
\prime \prime  - 1

2\mu 
\rho 23

\prime \prime 
=

\mu 3

4\mu 2
\rho 23

\prime \prime 
+

1

4
\rho 212

\prime \prime 
= 2E0

13  - 
1

\mu 
E0

3  - 2
\mu 

\rho 12

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
0

+
2\mu 3

\rho 13
+ \mu 

\biggl( 
1

\rho 12

\biggr) 
. (3.12)

Додаючи до (3.12) перше рiвняння системи (3.11), приходимо до рiвняння

\mu 3

4\mu 2
\rho 23

\prime \prime 
+

5

4
\rho 212

\prime \prime 
= 2E0

12 + 2E0
13  - 

1

\mu 
E0

3  - 2
\mu 

\rho 12

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
0

+
5\mu 

\rho 12
+

+
2\mu 3

\rho 13
 - 2

\mu 3

\mu 2
E3  - 2\mu 3

\rho 212
\rho 313

+ 2\mu 3

\biggl( 
2

\rho 12
+

1

\mu 2
E3

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
0

,

яке, беручи до уваги умови теореми 2, записуємо у виглядi

\mu 3

4\mu 2
\rho 23

\prime \prime 
+

5

4
\rho 212

\prime \prime 
= 2

\biggl( 
\mu 

\rho 12
 - \mu 

\rho 12

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
0

\biggr) 
+

3\mu 

\rho 12
+O(\mu 3). (3.13)

Оскiльки пара (\mu , \mu ) стiйка за Хiллом i \mu 3 \ll \mu , що робить її рух близьким до задачi двох тiл,
то вiдповiдно до (3.13) отримуємо оцiнку

\mu 3

4\mu 2
\rho 23

\prime \prime 
+

5

4
\rho 212

\prime \prime 
> \delta , 0 < \delta = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.

Звiдси робимо висновок про справедливiсть теореми 2.

4. Про фiнальнi еволюцiї дистальних рухiв. Як випливає з дослiдження [6], якщо не-
обмеженi дистальнi рухи в задачi трьох тiл, для яких стала iнтеграла енергiї h є вiд’ємною,
iснують, то вони належать многовиду симетричних рухiв (1.3). Згiдно з класифiкацiєю Ша-
зi [2], фiнальним еволюцiям дистальних рухiв у задачi трьох тiл, якi належать множинi \Omega ,

вiдповiдають такi рухи:

1) обмежений,
2) гiперболо-елiптичний,
3) параболо-елiптичний,
4) осцилюючий,
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i, таким чином, все розмаїття необмежених дистальних рухiв, кожному з яких вiдповiдає фiксо-
вана стiйка за Хiллом пара, припадає саме на многовид симетричних рухiв, розмiрнiсть якого
мала в порiвняннi з розмiрнiстю початкової системи. Справдi, розмiрнiсть системи (2.5), якiй
можуть належати необмеженi рухи, дорiвнює 4, а розмiрнiсть початкової системи у бароцент-
ричних координатах — 12. Отже, обмежених дистальних рухiв у порiвняннi з необмеженими є
значно бiльше. Цей факт, звичайно, є позитивним з практичної точки зору.

У зв’язку з важливiстю дистальностi руху, як фактора його обмеженостi за умови, що тiла,
якi утворюють стiйку за Хiллом пару, мають рiзнi маси, постає питання вибору початкових
умов i параметрiв системи, якi б забезпечували цю властивiсть руху, наслiдком якої є вiдсут-
нiсть парних зiткнень. На жаль, це питання залишається вiдкритим. У цьому випадку, згiдно
з Веєрштрассом [14], можемо лише стверджувати, що типовiй ситуацiї вiдповiдають рухи без
зiткнень. Однак умова дистальностi руху бiльш жорстка, нiж умова вiдсутностi парних зiткнень,
i в цьому сенсi питання лебегової мiри дистальних рухiв у 12-вимiрному просторi початкової
системи потребує додаткових дослiджень. Крiм того, варто зауважити, що реальнi небеснi тiла
не є матерiальними точками i вимога дистальностi може набувати не менш жорсткого прак-
тичного змiсту. Наприклад, якщо ми розглядаємо систему Земля-Мiсяць-космiчний апарат, то
вибiр сталої c3 у правiй частинi нерiвностi (2.1) повинен бути узгодженим iз радiусами Землi
i/або Мiсяця.

5. Висновки. Ми вказали достатнi умови обмеженостi (необмеженостi) симетричних рухiв,
якi є конструктивними. Отриманi теореми охоплюють як тi симетричнi рухи, для яких момент
кiлькостей руху тiла з масою \mu 3 є нуль-вектором, тобто тiло рухається вздовж осi, що прохо-
дить через центр мас системи i є перпендикулярною до площини, в якiй рухаються iншi два
тiла з рiвними масами, так i тi, якi включають обертальний рух третього тiла. При цьому, якщо
взяти до уваги, що необмеженi симетричнi рухи пов’язанi з рухом третього тiла вздовж фiксо-
ваної прямої, то умовою \bfC 2 \not = \bfzero ми „знiмаємо” третє тiло з фiксованої прямої i автоматично
забезпечуємо обмеженiсть симетричних рухiв. Таким чином, якщо йдеться про обмеженiсть
симетричних рухiв, то поряд з моментом кiлькостей руху пари (\mu , \mu ) також безсумнiвною є
вагома роль моменту кiлькостей руху третього тiла.

Якщо в iснуючих дослiдженнях, присвячених осцилюючим рухам, швидше мова йде про
можливiсть їхнього iснування, то для рухiв, що розглядаються у данiй роботi, ми вказуємо в
явному виглядi умови для їхньої реалiзацiї. На жаль, вибiр початкових умов у явному виглядi,
якi б забезпечували iснування осцилюючого руху, залишається поза межами запропонованого
пiдходу. Разом з тим доведенi теореми можуть становити певний iнтерес для з’ясування тих
ключових моментiв, якi якраз i обумовлюють реалiзацiю осцилюючих фiнальних еволюцiй.
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