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ОДНОСТАЙНА НЕПЕРЕРВНIСТЬ СIМЕЙ ВIДОБРАЖЕНЬ
З УМОВОЮ НОРМУВАННЯ В ТЕРМIНАХ ПРОСТИХ КIНЦIВ

We study mappings with branching that satisfy certain conditions of distortion for the modulus of paths families. Under
the conditions that the domain of definition of mappings has a weakly flat boundary, the mapped domain is regular, and the
majorant responsible for the distortion of modulus of the families of paths is integrable; it is proved that the families of all
specified mappings with one normalization condition are equicontinuous in the closure of the given domain.

Вивчаються вiдображення з розгалуженням, якi задовольняють деяку умову спотворення модуля сiмей кривих.
У випадку, коли область визначення вiдображень має слабко плоску межу, вiдображена область є регулярною,
а мажоранта, яка вiдповiдає за спотворення модуля сiмей кривих, — iнтегровною, доведено, що сiм’ї вказаних
вiдображень з однiєю умовою нормування є одностайно неперервними в замиканнi вихiдної областi.

1. Вступ. Дану роботу присвячено вiдображенням з обмеженим i скiнченним спотворенням, якi
активно вивчаються останнiм часом (див., наприклад, [9 – 23]). Зокрема, дослiдження пов’язанi
з проблематикою неперервного продовження вiдображень по простих кiнцях. Активне вивчен-
ня цього питання вiдображено у класичних роботах [1 – 7]. Також зауважимо, що сучасний
стан цих дослiджень, якi стосуються вiдображень з обмеженим i скiнченним спотворенням,
вiдображено, наприклад, у [8 – 15].

Нещодавно в наших спiльних роботах ми дослiдили випадки, в яких вiдображення з так
званою оберненою нерiвнiстю Полецького мають неперервне межове продовження, а їх сiм’ї є
одностайно неперервними як у внутрiшнiх, так i межових точках областi (див., наприклад, [24 –
27]). У цiй статтi ми розглянемо ще один важливий випадок, коли вiдображення можуть мати
розгалуження, а областi мають складну структуру, при цьому вiдображення фiксують принайм-
нi одну точку областi. Зауважимо, що клас вiдображень з оберненою нерiвнiстю Полецького
включає в себе вiдображення з обмеженим спотворенням i вiдображення зi скiнченним спотво-
ренням довжини (див., наприклад, [16], теорема 3.2, [21], теорема 6.7.II, i [18], теорема 8.5).

Нехай y0 \in \BbbR n, 0 < r1 < r2 < \infty i

A(y0, r1, r2) = \{ y \in \BbbR n : r1 < | y  - y0| < r2\} . (1)

Для заданих множин E, F \subset \BbbR n i областi D \subset \BbbR n позначимо через \Gamma (E,F,D) сiм’ю
всiх кривих \gamma : [a, b] \rightarrow \BbbR n таких, що \gamma (a) \in E, \gamma (b) \in F i \gamma (t) \in D при t \in [a, b].

Якщо f : D \rightarrow \BbbR n — задане вiдображення, y0 \in f(D) i 0 < r1 < r2 < d0 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}y\in f(D) | y  - 
 - y0| , то через \Gamma f (y0, r1, r2) позначимо сiм’ю всiх кривих \gamma в областi D таких, що f(\gamma ) \in 
\in \Gamma (S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)). Нехай Q : \BbbR n \rightarrow [0,\infty ] — вимiрна за Лебегом функцiя,
а M(\Gamma ) — модуль сiмей кривих \Gamma (див., наприклад, [22], розд. 6). Будемо говорити, що f

задовольняє обернену нерiвнiсть Полецького в точцi y0 \in f(D), якщо спiввiдношення

M(\Gamma f (y0, r1, r2)) \leq 
\int 

f(D)\cap A(y0,r1,r2)

Q(y) \eta n(| y  - y0| ) dm(y) (2)
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виконується для довiльної вимiрної за Лебегом функцiї \eta : (r1, r2) \rightarrow [0,\infty ] такої, що

r2\int 
r1

\eta (r) dr \geq 1. (3)

Зауважимо, що нерiвностi (2) є вiдомими в теорiї квазiрегулярних вiдображень i виконуються
для них при Q = N(f,D)K, де

N(y, f,D) = \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d} \{ x \in D : f(x) = y\} ,

N(f,D) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
y\in \BbbR n

N(y, f,D),

а K \geq 1 — деяка стала, яку можна обчислити як

K = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}KO(x, f), KO(x, f) =
\bigm\| \bigm\| f \prime (x)

\bigm\| \bigm\| n /| J(x, f)| 
при J(x, f) \not = 0, KO(x, f) = 1 при f \prime (x) = 0 i KO(x, f) = \infty при f \prime (x) \not = 0, але
J(x, f) = 0 (див., наприклад, [16], теорема 3.2, або [21], теорема 6.7.II). Вiдображення f :
D \rightarrow \BbbR n називається дискретним, якщо прообраз

\bigl\{ 
f - 1(y)

\bigr\} 
кожної точки y \in \BbbR n складається

з iзольованих точок, i вiдкритим, якщо образ будь-якої вiдкритої множини U \subset D є вiдкри-
тою множиною в \BbbR n. Вiдображення f областi D на D \prime називається замкненим, якщо f(E)

є замкненим в D \prime для будь-якої замкненої множини E \subset D (див., наприклад, [23], розд. 3).
Означення простого кiнця, яке використовується нижче, наведено в роботi [28] (див. також [11 –
12]). Тут i далi DP позначає поповнення областi D її простими кiнцями, а ED = DP \setminus D —
множина всiх простих кiнцiв у D. Говоримо, що обмежена область D в \BbbR n регулярна, якщо
D може бути квазiконформно вiдображена на область з локально квазiконформною межею,
замикання якої є компактом в \BbbR n, крiм того, кожен простий кiнець P \subset ED є регулярним.
Зауважимо, що замикання DP регулярної областi D є метризовним. При цьому, якщо g :
D0 \rightarrow D — квазiконформне вiдображення областi D0 з локально квазiконформною межею на
область D, для x, y \in DP покладемо

\rho (x, y) :=
\bigm| \bigm| g - 1(x) - g - 1(y)

\bigm| \bigm| , (4)

де для x \in ED елемент g - 1(x) розумiється як деяка (єдина) точка межi D0, коректно визначена
з огляду на теорему 4.1 [19].

Межа областi D називається слабко плоскою в точцi x0 \in \partial D, якщо для кожного P > 0 i для
будь-якого околу U точки x0 знайдеться окiл V \subset U цiєї ж точки такий, що M(\Gamma (E,F,D)) > P

для будь-яких континуумiв E,F \subset D, якi перетинають \partial U i \partial V. Межа областi D називається
слабко плоскою, якщо вiдповiдна властивiсть виконується в будь-якiй точцi межi D.

Сформулюємо тепер основний результат даної статтi. Для цього для областей D,D \prime \subset \BbbR n,

n \geq 2, точок a \in D, b \in D \prime i вимiрної за Лебегом функцiї Q : D \prime \rightarrow [0,\infty ] позначимо через
Sa,b,Q (D,D \prime ) сiм’ю всiх вiдкритих дискретних i замкнених вiдображень f областi D на D \prime ,

що задовольняють умову (2) для кожного y0 \in D \prime , до того ж f(a) = b.

Справджується таке твердження.
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Теорема 1. Припустимо, що область D має слабко плоску межу, жодна iз зв’язних ком-
понент якої не вироджена. Якщо Q \in L1 (D \prime ) i область D \prime є регулярною, то будь-яке
f \in Sa,b,Q (D,D \prime ) неперервно продовжується до вiдображення f : D \rightarrow D \prime 

P , до того ж
f(D) = D \prime 

P i сiм’я Sa,b,Q

\bigl( 
D,D \prime 

\bigr) 
, яка складається з усiх продовжених вiдображень f :

D \rightarrow D \prime 
P , одностайно неперервна в D.

Зауваження 1. Теорему 1 можна застосувати для достатньо широкого спектра областей D \prime .

Зокрема, за теоремою Рiмана регулярною областю в \BbbR 2 є будь-яка однозв’язна область, межа
якої мiстить бiльше нiж одну точку. I навiть бiльше, кожна обмежена скiнченно зв’язна плоска
область є конформним образом областi, межа якої складається зi скiнченної кiлькостi кiл i
iзольованих точок (див., наприклад, [29], теорема V.6.2). Оскiльки для конформних вiдображень
iзольованi точки є усувними, то вихiдна область може вважатися регулярною i без вироджених
межових компонент.

2. Лема про континуум. Доведення основного результату ґрунтується на певних власти-
востях вiдображень зi збереженням дiаметра прообразу деякого континуума. Наступну лему за
деяких iнших припущень на вiдображення i областi, що розглядаються, було доведено в [24]
(лема 2, пункт 5), [25] (лема 4.1) i [26] (лема 4.1). Нехай h — хордальна вiдстань в \BbbR n (див.,
наприклад, означення 12.1 в [22]).

Лема 1. Нехай n \geq 2, D i D \prime — областi в \BbbR n, до того ж D має слабко плоску межу,
жодна компонента зв’язностi якої не вироджується в точку, а область D \prime є регулярною.
Нехай також A — невироджений континуум в D \prime i \delta > 0. Припустимо, що fm — послiдовнiсть
вiдкритих дискретних i замкнених вiдображень областi D на D \prime з такою властивiстю: для
кожного m = 1, 2, . . . знайдеться континуум Am \subset D, m = 1, 2, . . . , такий, що fm(Am) = A

i h(Am) \geq \delta > 0. Якщо кожне fm задовольняє спiввiдношення (2) для кожного y0 \in D \prime , до
того ж Q \in L1 (D \prime ) , то знайдеться таке \delta 1 > 0 , що

h(Am, \partial D) > \delta 1 > 0 \forall m \in \BbbN .

Доведення. Через компактнiсть простору \BbbR n межа областi D не порожня i є компактом,
так що вiдстань h(Am, \partial D) коректно визначено.

Доведення проведемо вiд супротивного. Припустимо, що висновок леми не є правильним.
Тодi для кожного k \in \BbbN знайдеться такий номер m = mk, що h(Amk

, \partial D) < 1/k. Можна
вважати, що послiдовнiсть mk зростає по k. Оскiльки Amk

— компакт, то знайдуться такi
xk \in Amk

i yk \in \partial D, що h(Amk
, \partial D) = h(xk, yk) < 1/k (див. рисунок).

Оскiльки \partial D — компактна множина, можемо вважати, що yk \rightarrow y0 \in \partial D при k \rightarrow \infty . Тодi
також xk \rightarrow y0 \in \partial D при k \rightarrow \infty .

Нехай K0 — компонента зв’язностi \partial D, яка мiстить точку y0. Очевидно, K0 — континуум
в \BbbR n. Оскiльки \partial D слабко плоска, за теоремою 1 в [31] вiдображення fmk

має неперервне
продовження fmk

: D \rightarrow D \prime 
P . Нехай \rho — одна з метрик у (4) i g : D0 \rightarrow D \prime — квазiконформне

вiдображення деякої областi D0 з локально квазiконформною межею на D \prime , яке вiдповiдає
метрицi \rho у (4). Оскiльки fmk

неперервне на компактi D, вiдображення fmk
є рiвномiрно

неперервним у D щодо метрики \rho при кожному фiксованому k. Iншими словами, для кожного
\varepsilon > 0 знайдеться таке \delta k = \delta k(\varepsilon ) < 1/k, що

\rho 
\bigl( 
fmk

(x), fmk
(x0)

\bigr) 
< \varepsilon \forall x, x0 \in D, h(x, x0) < \delta k, \delta k < 1/k, (5)
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де h — хордальна метрика в \BbbR n.

Виберемо \varepsilon > 0 так, щоб

\varepsilon <
1

2
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}

\bigl( 
\partial D0, g

 - 1(A)
\bigr) 
, (6)

де \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(A,B) позначає евклiдову вiдстань мiж множинами A i B в \BbbR n. Позначимо Bh(x0, r) =

=
\bigl\{ 
x \in \BbbR n : h(x, x0) < r

\bigr\} 
. Для фiксованого k \in \BbbN покладемо

Bk :=
\bigcup 

x0\in K0

Bh(x0, \delta k), k \in \BbbN .

Оскiльки Bk — окiл континуума K0, за лемою 2.2 [32] знайдеться такий окiл Uk множини
K0, що Uk \subset Bk i Uk \cap D зв’язна. Можна вважати, що Uk вiдкрита, так що Uk \cap D є лiнiйно
зв’язною (див. [18], пропозицiя 13.1). Нехай h(K0) = m0. Тодi знайдуться такi z0, w0 \in K0,

що h(K0) = h(z0, w0) = m0. Отже, знайдуться послiдовностi yk \in Uk \cap D, zk \in Uk \cap D i
wk \in Uk \cap D такi, що zk \rightarrow z0, yk \rightarrow y0 i wk \rightarrow w0 при k \rightarrow \infty . Можна вважати, що

h(zk, wk) > m0/2 \forall k \in \BbbN . (7)

Оскiльки множина Uk \cap D лiнiйно зв’язна, можемо з’єднати точки zk, yk i wk, використавши
деяку криву \gamma k \in Uk \cap D. Як завжди, позначаємо через | \gamma k| носiй (образ) кривої \gamma k в областi
D. Тодi fmk

(| \gamma k| ) — компактна множина в D \prime . Якщо x \in | \gamma k| , то знайдеться таке x0 \in K0,

що x \in B(x0, \delta k). Зафiксуємо довiльне \omega \in A \subset D. Оскiльки x \in | \gamma k| , i навiть бiльше, x —
внутрiшня точка D, можемо використовувати запис fmk

(x) замiсть fmk
(x). Зi спiввiдношень

(5) i (6), а також за нерiвнiстю трикутника отримуємо
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\rho (fmk
(x), \omega ) \geq \rho 

\bigl( 
\omega , fmk

(x0)
\bigr) 
 - \rho 

\bigl( 
fmk

(x0), fmk
(x)

\bigr) 
\geq 

\geq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}
\bigl( 
\partial D0, g

 - 1(A)
\bigr) 
 - 1

2
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}

\bigl( 
\partial D0, g

 - 1(A)
\bigr) 
=

=
1

2
\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}

\bigl( 
\partial D0, g

 - 1(A)
\bigr) 
> \varepsilon (8)

для достатньо великих k \in \BbbN , де

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}
\bigl( 
\partial D0, g

 - 1(A)
\bigr) 
:= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

x\in \partial D0,y\in g - 1(A)
| x - y| .

Переходячи до iнфiмуму у (8) по всiх x \in | \gamma k| i \omega \in A, одержуємо

\rho (fmk
(| \gamma k| ), A) > \varepsilon , k = 1, 2, . . . . (9)

Тепер покажемо, що знайдеться таке \varepsilon 1 > 0, що

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t} (fmk
(| \gamma k| ), A) > \varepsilon 1 \forall k = 1, 2, . . . , (10)

де \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(A,B), як завжди, позначає евклiдову вiдстань мiж множинами A,B \subset \BbbR n. Справдi,
нехай нерiвнiсть (10) не виконується. Тодi для чисел \varepsilon l = 1/l, l = 1, 2, . . . , знайдуться такi
елементи \xi l \in | \gamma kl | i \zeta l \in A, що

| fmkl
(\xi l) - \zeta l| < 1/l, l = 1, 2, . . . . (11)

Можна вважати, що послiдовнiсть kl, l = 1, 2, . . . , є зростаючою. Оскiльки A — компакт,
можемо також вважати, що послiдовнiсть \zeta l збiгається до \zeta 0 \in A при l \rightarrow \infty . За нерiвнiстю
трикутника на пiдставi (11) будемо мати

| fmkl
(\xi l) - \zeta 0| \rightarrow 0, l \rightarrow \infty . (12)

З iншого боку, нагадаємо, що \rho (fmk
(x), \omega ) =

\bigm| \bigm| g - 1(fmk
(x)) - g - 1(\omega )

\bigm| \bigm| , де g : D0 \rightarrow D \prime —
деяке квазiконформне вiдображення областi D0 на D \prime (див. (4)). Зокрема, вiдображення g - 1 є
неперервним у D \prime , отже, з огляду на нерiвнiсть трикутника i (12) отримаємо\bigm| \bigm| \bigm| g - 1(fmkl

(\xi l)) - g - 1(\zeta l)
\bigm| \bigm| \bigm| \leq 

\leq 
\bigm| \bigm| \bigm| g - 1(fmkl

(\xi l)) - g - 1(\zeta 0)
\bigm| \bigm| \bigm| + \bigm| \bigm| g - 1(\zeta 0) - g - 1(\zeta l)

\bigm| \bigm| \rightarrow 0, l \rightarrow \infty . (13)

Проте за означенням метрики \rho iз (13) випливає, що

\rho (fmkl
(| \gamma kl | ), A) \leq 

\leq \rho (fmkl
(\xi l), \zeta l) =

\bigm| \bigm| \bigm| g - 1(fmkl
(\xi l)) - g - 1(\zeta l)

\bigm| \bigm| \bigm| \rightarrow 0, l \rightarrow \infty ,

а це суперечить (9). Отримана суперечнiсть свiдчить про справедливiсть спiввiдношення (10).
Покриємо множину A кулями B(x, \varepsilon 1/4), x \in A. Оскiльки A — компакт, можемо вважати,

що A \subset 
\bigcup M0

i=1
B(xi, \varepsilon 1/4), xi \in A, i = 1, 2, . . . ,M0, 1 \leq M0 < \infty . За означенням, M0 залежить

лише вiд A, зокрема M0 не залежить вiд k. Покладемо
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\Gamma k := \Gamma (Amk
, | \gamma k| , D). (14)

Нехай \Gamma ki := \Gamma fmk
(xi, \varepsilon 1/4, \varepsilon 1/2), тобто \Gamma ki складається з усiх кривих \gamma : [0, 1] \rightarrow D таких,

що fmk
(\gamma (0)) \in S(xi, \varepsilon 1/4), fmk

(\gamma (1)) \in S(xi, \varepsilon 1/2) i \gamma (t) \in A(xi, \varepsilon 1/4, \varepsilon 1/2) при 0 < t < 1.

Покажемо, що

\Gamma k >

M0\bigcup 
i=1

\Gamma ki. (15)

Справдi, нехай \widetilde \gamma \in \Gamma k, тобто \widetilde \gamma : [0, 1] \rightarrow D, \widetilde \gamma (0) \in Amk
, \widetilde \gamma (1) \in | \gamma k| i \widetilde \gamma (t) \in D при

0 \leq t \leq 1. Тодi \gamma \ast := fmk
(\widetilde \gamma ) \in \Gamma (A, fmk

(| \gamma k| ), D \prime ) . Оскiльки кулi B(xi, \varepsilon 1/4), 1 \leq i \leq M0,

утворюють покриття компакта A, знайдеться таке i \in \BbbN , що \gamma \ast (0) \in B(xi, \varepsilon 1/4) i \gamma \ast (1) \in 
\in fmk

(| \gamma k| ). За спiввiдношенням (10) | \gamma \ast | \cap B(xi, \varepsilon 1/4) \not = \varnothing \not = | \gamma \ast | \cap (D \prime \setminus B(xi, \varepsilon 1/4)) .

Отже, за теоремою 1.I.5.46 [33] знайдеться таке 0 < t1 < 1, що \gamma \ast (t1) \in S(xi, \varepsilon 1/4). Можна
вважати, що \gamma \ast (t) \not \in B(xi, \varepsilon 1/4) при t > t1. Покладемо \gamma 1 := \gamma \ast | [t1,1]. З (10) випливає, що
| \gamma 1| \cap B(xi, \varepsilon 1/2) \not = \varnothing \not = | \gamma 1| \cap (D \prime \setminus B(xi, \varepsilon 1/2)) . Отже, за теоремою 1.I.5.46 [33] знайдеться
таке t1 < t2 < 1, що \gamma \ast (t2) \in S(xi, \varepsilon 1/2). Можна вважати, що \gamma \ast (t) \in B(xi, \varepsilon 1/2) при всiх
t < t2. Вважаючи \gamma 2 := \gamma \ast | [t1,t2], зауважимо, що крива \gamma 2 є пiдкривою \gamma \ast , яка належить
\Gamma (S(xi, \varepsilon 1/4), S(xi, \varepsilon 1/2), A(xi, \varepsilon 1/4, \varepsilon 1/2)) .

Остаточно, \widetilde \gamma має таку пiдкриву \widetilde \gamma 2 := \widetilde \gamma | [t1,t2], що fmk
\circ \widetilde \gamma 2 = \gamma 2, до того ж

\gamma 2 \in \Gamma (S(xi, \varepsilon 1/4), S(xi, \varepsilon 1/2), A(xi, \varepsilon 1/4, \varepsilon 1/2)) .

Отже, спiввiдношення (15) встановлено.
Покладемо

\eta (t) =

\left\{   4/\varepsilon 1, t \in [\varepsilon 1/4, \varepsilon 1/2],

0, t \not \in [\varepsilon 1/4, \varepsilon 1/2].

Зауважимо, що \eta задовольняє спiввiдношення (3) при r1 = \varepsilon 1/4 i r2 = \varepsilon 1/2. Оскiльки вiдобра-
ження fmk

задовольняє спiввiдношення (2), то, припускаючи тут y0 = xi, отримуємо

M(\Gamma fmk
(xi, \varepsilon 1/4, \varepsilon 1/2)) \leq 

\biggl( 
4

\varepsilon 1

\biggr) n

\| Q\| 1 < c < \infty , (16)

де c — деяка додатна стала i \| Q\| 1 — L1-норма функцiї Q в D \prime . З (15) i (16), враховуючи
напiвадитивнiсть модуля сiмей кривих, одержуємо

M(\Gamma k) \leq 
4nM0

\varepsilon n1

\int 
D \prime 

Q(y) dm(y) \leq cM0 < \infty . (17)

З iншого боку, оскiльки за умовою область D має слабко плоску межу, з огляду на умову
(7) отримуємо, що M(\Gamma k) \rightarrow \infty при k \rightarrow \infty , а це суперечить (17). Отримана суперечнiсть
доводить лему.

3. Доведення теореми 1. Проведемо доведення вiд супротивного. Припустимо, що
Sa,b,Q

\bigl( 
D,D \prime 

\bigr) 
не є одностайно неперервною в деякiй точцi x0 \in \partial D. Тодi знайдуться точ-

ки xm \in D i вiдображення fm \in Sa,b,Q

\bigl( 
D,D \prime 

\bigr) 
, m = 1, 2, . . . , такi, що xm \rightarrow x0 при m \rightarrow \infty 

i до того ж при деякому \varepsilon 0 > 0
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h(fm(xm), fm(x0)) \geq \varepsilon 0, m = 1, 2, . . . . (18)

Виберемо довiльним чином точку y0 \in D \prime , y0 \not = b, i з’єднаємо її з точкою b деякою кривою
в D \prime , яку ми позначимо \alpha . Покладемо A := | \alpha | . Нехай Am — повне пiдняття кривої \alpha 

при вiдображеннi fm з початком у точцi a (воно iснує за лемою 3.7 [23]). Зауважимо, що
h(Am, \partial D) > 0 за замкненiстю вiдображення fm (бо, зокрема, вiдкритi дискретнi i замкненi
вiдображення є такими, прообраз компакта при яких є компактом (див. [23], теорема 3.3(4)).
Тепер можливi такi випадки: або h(Am) \rightarrow 0 при m \rightarrow \infty , або h(Amk

) \geq \delta 0 > 0 при k \rightarrow \infty 
для деякої зростаючої послiдовностi номерiв mk i деякого \delta 0 > 0.

У першому з цих випадкiв, очевидно, h(Am, \partial D) \geq \delta > 0 при деякому \delta > 0. Тодi сiм’я
вiдображень \{ fm\} \infty m=1 одностайно неперервна в точцi x0 за теоремою 2 [31], що суперечить
умовi (18).

У другому випадку, якщо h(Amk
) \geq \delta 0 > 0 при k \rightarrow \infty , також h (Amk

, \partial D) \geq \delta 1 > 0 при
деякому \delta 1 > 0 за лемою 1. Знову ж таки, за теоремою 2 [31] сiм’я \{ fmk

\} \infty k=1 є одностайно
неперервною в точцi x0, а це суперечить умовi (18).

Отже, в обох з двох можливих випадкiв ми прийшли до суперечностi з (18), i це вказує на
хибнiсть припущення про вiдсутнiсть одностайної неперервностi сiм’ї Sa,b,Q (D,D \prime ) в D.

Теорему доведено.
Приклад 1. Розглянемо сiм’ю вiдображень fn(z) = zn, n = 1, 2, . . . , z \in \BbbB 2 = \{ z \in \BbbC :

| z| < 1\} . Зауважимо, що fn є вiдображеннями з обмеженим спотворенням як гладкi вiдображен-
ня, дилатацiя KO(x, f) яких дорiвнює одиницi (див. коментарi пiсля спiввiдношень (2), (3)).
Отже, fn задовольняє нерiвнiсть (2) при Q(z) = N

\bigl( 
fn,\BbbB 2

\bigr) 
= n, де, як завжди, N — функцiя

кратностi, визначена спiввiдношеннями

N
\bigl( 
y, f,\BbbB 2

\bigr) 
= \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}

\bigl\{ 
z \in \BbbB 2 : f(z) = y

\bigr\} 
, N

\bigl( 
f,\BbbB 2

\bigr) 
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

y\in \BbbC 
N

\bigl( 
y, f,\BbbB 2

\bigr) 
(див., наприклад, [16], теорема 3.2, або [21], теорема 6.7.II). Всi вiдображення fn є дискрет-
ними, що перевiряється безпосередньо, крiм того, зберiгають межу одиничного круга i тому
є замкненими (див., наприклад, [23], теорема 3.3). Вiдображення fn також фiксують точку 0,

тому вони задовольняють всi умови теореми 1, але водночас у нерiвностi (2) немає спiльної
iнтегровної функцiї Q, яка б забезпечувала всю сiм’ю вiдображень fn, n = 1, 2, . . . . Внаслiдок
цього сiм’я вiдображень fn не є одностайно неперервною на межi одиничного круга, що
перевiряється шляхом безпосереднiх обчислень.

Приклад 2. Аналогiчний приклад можна побудувати у просторi. Нехай x \in \BbbB n, x =

= (r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi , r \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi , x3, x4, . . . , xn), де, як завжди, x1 = r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi , x2 = r \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi , 0 \leq \varphi < 2\pi ,

0 \leq r < \infty . Для натурального m \in \BbbN покладемо fm(x) = (r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}m\varphi , r \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}m\varphi , x3, x4, . . . , xn).

Шляхом безпосереднiх обчислень можна переконатися, що KO(x, fm) = mn - 1 (див., наприк-
лад, [20], приклад 3, п. 4.3.I). Зауважимо, що fm є вiдображеннями з обмеженим спотворенням
як гладкi вiдображення в \BbbR n \setminus \BbbR n - 2, де \BbbR n - 2 = \{ x \in \BbbR n : xn - 1 = xn = 0\} , дилатацiя яких до-
рiвнює mn - 1. Отже, fm задовольняє нерiвнiсть (2) при Q = N (fm,\BbbB n) mn - 1 = mn в областi
\BbbB n (див., наприклад, [16], теорема 3.2, або [21], теорема 6.7.II). Всi вiдображення fm є дис-
кретними, що перевiряється безпосередньо, крiм того, зберiгають межу одиничної кулi i тому
замкненi (див., наприклад, [23], теорема 3.3). Вiдображення fm також фiксують точку 0, але
не мають спiльної мажоранти Q в (2). Неважко переконатися, що сiм’я вiдображень \{ fm\} \infty m=1

не є одностайно неперервною на одиничнiй сферi.
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