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КОЛМОГОРОВСЬКI ПОПЕРЕЧНИКИ КЛАСIВ НIКОЛЬСЬКОГО – БЄСОВА
ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ
У ПРОСТОРI КВАЗIНЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ

We obtain the order estimates of M -dimensional Kolmogorov width for the Nikol’skii – Besov classes of periodic functions
of many variables with dominating mixed derivative in the metric of the space of quasicontinuous functions (QC -space).

Отримано порядковi оцiнки M -вимiрних колмогоровських поперечникiв класiв Нiкольського – Бєсова перiодичних
функцiй багатьох змiнних з домiнуючою мiшаною похiдною у метрицi простору квазiнеперервних функцiй (QC -
простору).

1. Вступ. У роботi продовжено вивчення асимптотичних характеристик класiв Нiкольського –
Бєсова B\bfitr 

p,\theta перiодичних функцiй багатьох змiнних з домiнуючою мiшаною похiдною [1 – 3].
Основну увагу зосереджено на знаходженнi оцiнок для M -вимiрних колмогоровських попереч-
никiв даних класiв у метрицi простору квазiнеперервних функцiй (QC -простору). Iнтерес до
вiдшукання порядкових оцiнок апроксимативних характеристик у метрицi QC -простору, який
за своїми властивостями близький до L\infty , зумовлений тим, що у деяких випадках вдається
одержати новi результати, якi досi не встановленi у рiвномiрнiй метрицi. Зокрема, для класiв
B\bfitr 

p,\theta знайдено точну за порядком оцiнку для M -вимiрного колмогоровського поперечника у

випадку d \geq 2, 2 \leq p \leq \infty , 2 \leq \theta < \infty , r1 >
1

2
. У зв’язку з цим зауважимо, що поря-

док M -вимiрного колмогоровського поперечника класiв B\bfitr 
p,\theta у просторi L\infty вiдомий лише у

двовимiрному випадку (d = 2) [1].
2. Означення класiв функцiй та апроксимативних характеристик. Нехай \BbbR d, d \geq 1, —

евклiдiв простiр з елементами \bfitx = (x1, . . . , xd) i (\bfitx ,\bfity ) = x1y1 + . . . + xdyd. Через Lp(\BbbT d),

\BbbT d =
\prod d

j=1
[0, 2\pi ), 1 \leq p \leq \infty , позначимо простiр функцiй f, якi є 2\pi -перiодичними за

кожною змiнною зi скiнченною нормою

\| f\| p := \| f\| Lp(\BbbT d) =

\left(  (2\pi ) - d

\int 
\BbbT d

| f(\bfitx )| p d\bfitx 

\right)  1/p

< \infty , 1 \leq p < \infty ,

\| f\| \infty := \| f\| L\infty (\BbbT d) = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bfitx \in \BbbT d

| f(\bfitx )| .

У подальших мiркуваннях будемо розглядати лише тi функцiї f \in Lp(\BbbT d), для яких вико-
нано умову

2\pi \int 
0

f(\bfitx )dxj = 0, j = 1, d, майже скрiзь.

Множину таких функцiй будемо позначати L0
p(\BbbT d).

Для функцiї f \in L0
p(\BbbT d), 1 \leq p \leq \infty , розглянемо рiзницю першого порядку по j -й змiннiй

iз кроком h \in \BbbR :
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\Delta h,jf(\bfitx ) = f(x1, . . . , xj - 1, xj + h, xj+1, . . . , xd) - f(\bfitx )

i, вiдповiдно, l-го порядку, l \in \BbbN ,

\Delta l
h,jf(\bfitx ) =

l\underbrace{}  \underbrace{}  
\Delta h,j . . .\Delta h,j f(\bfitx ).

Далi, якщо \bfitk = (k1, . . . , kd), kj \in \BbbN , j = 1, d, то мiшана рiзниця порядку \bfitk з векторним
кроком \bfith = (h1, . . . , hd), hj \in \BbbR , j = 1, d, визначається рiвнiстю

\Delta \bfitk 
\bfith f(\bfitx ) = \Delta k1

h1,1
\Delta k2

h2,2
. . .\Delta kd

hd,d
f(\bfitx ).

Нехай задано вектор \bfitr = (r1, . . . , rd), rj > 0 j = 1, d, i параметри 1 \leq p, \theta \leq \infty . Тодi
простори B\bfitr 

p,\theta (\BbbT d) можна означити таким чином:

B\bfitr 
p,\theta := B\bfitr 

p,\theta (\BbbT d) =
\Bigl\{ 
f \in L0

p(\BbbT d) : \| f\| B\bfitr 
p,\theta 

< \infty 
\Bigr\} 
,

де норма задається рiвностями

\| f\| B\bfitr 
p,\theta 

=

\left(  \int 
\BbbT d

\| \Delta \bfitk 
\bfith f\| \theta p

d\prod 
j=1

dhj

h
1+rj\theta 
j

\right)  1/\theta 

,

якщо 1 \leq \theta < \infty , й

\| f\| H\bfitr 
p
\equiv \| f\| B\bfitr 

p,\infty = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bfith 

\| \Delta \bfitk 
\bfith f\| p

d\prod 
j=1

h
 - rj
j .

Також вважаємо, що для векторiв \bfitk = (k1, . . . , kd) i \bfitr = (r1, . . . , rd) виконано умову kj > rj ,

j = 1, d.

У такiй формi простори B\bfitr 
p,\theta було означено в роботах В. М. Темлякова [4] i С. М. Нiколь-

ського та П. I. Лiзоркiна [5] вiдповiдно для H\bfitr 
p i B\bfitr 

p,\theta . Вони належать шкалi просторiв мiшаної
гладкостi, що введенi С. М. Нiкольським [6] i Т. I. Амановим [7]. Окрiм того, вони у певно-
му сенсi є аналогами вiдомих функцiональних просторiв Бєсова [8], а для випадку \theta = \infty —
Нiкольського [9].

Пiд класом B\bfitr 
p,\theta будемо розумiти множину функцiй f \in L0

p(\BbbT d), для яких \| f\| B\bfitr 
p,\theta 

\leq 1, i
при цьому збережемо для класiв B\bfitr 

p,\theta тi ж позначення, що i для просторiв B\bfitr 
p,\theta .

При проведеннi подальших мiркувань нам буде зручно користуватися означенням норми
функцiй iз класiв B\bfitr 

p,\theta в дещо iншiй формi, а саме, опосередковано через так зване декомпо-
зицiйне зображення елементiв цих просторiв. Уперше декомпозицiйне зображення функцiй iз
класiв Нiкольського – Бєсова та вiдповiдне йому нормування з’явилися у роботах В. М. Темля-
кова (див., наприклад, [4], гл. 2, п. 1) i С. М. Нiкольського та П. I. Лiзоркiна [5] i, як з’ясувалося
пiзнiше, вiдiграло ключову роль у дослiдженнях, пов’язаних iз апроксимацiєю класiв функцiй.

Для векторiв \bfits = (s1, . . . , sd), sj \in \BbbN , \bfitk = (k1, . . . , kd), kj \in \BbbZ , j = 1, d, покладемо

\rho (\bfits ) =
\bigl\{ 
\bfitk = (k1, . . . , kd) : 2sj - 1 \leq | kj | < 2sj , j = 1, d

\bigr\} 
i для f \in L0

p(\BbbT d) позначимо

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 2



222 А. С. РОМАНЮК, С. Я. ЯНЧЕНКО

\delta \bfits (f) := \delta \bfits (f,\bfitx ) =
\sum 

\bfitk \in \rho (\bfits )

\widehat f(\bfitk )ei(\bfitk ,\bfitx ),
де \widehat f(\bfitk ) = \int 

\BbbT d

f(\bfitt )e - i(\bfitk ,\bfitt )d\bfitt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Тодi класи B\bfitr 
p,\theta , 1 < p < \infty , 1 \leq \theta \leq \infty , \bfitr = (r1, . . . , rd) rj > 0, j = 1, d, можна означити

таким чином [5]:

B\bfitr 
p,\theta :=

\Bigl\{ 
f \in L0

p(\BbbT d) : \| f\| B\bfitr 
p,\theta 

\leq 1
\Bigr\} 
,

де

\| f\| B\bfitr 
p,\theta 

\asymp 

\left(  \sum 
\bfits \in \BbbN d

2(\bfits ,\bfitr )\theta \| \delta \bfits (f)\| \theta p

\right)  1
\theta 

при 1 \leq \theta < \infty i
\| f\| B\bfitr 

p,\infty \equiv \| f\| H\bfitr 
p
\asymp \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bfits \in \BbbN d

2(\bfits ,\bfitr )\| \delta \bfits (f)\| p.

Тут i далi для додатних величин a i b будемо використовувати запис a \asymp b. Вiн означає, що
iснують додатнi сталi C1 i C2, якi не залежать вiд одного iстотного параметра у величинах a

i b таких, що C1a \leq b (пишемо a \ll b) i C2a \geq b (пишемо a \gg b). Всi сталi Ci, i = 1, 2, . . . ,

якi зустрiчаються у роботi, можуть залежати лише вiд тих параметрiв, що входять в означення
класу, метрики, в якiй оцiнюється похибка наближення, та розмiрностi простору \BbbR d. У деяких
випадках цю залежнiсть будемо вказувати в явному виглядi.

Зазначимо, що видозмiнивши „блоки” \delta \bfits (f), наведене означення класiв B\bfitr 
p,\theta можна поши-

рити i на крайнi значення p = 1 i p = \infty (див., наприклад, [5], зауваження 2.1).
Нехай Vl(t), t \in \BbbR , l \in \BbbN , позначає ядро Валле Пуссена вигляду

Vl(t) = 1 + 2
l\sum 

k=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt+ 2
2l - 1\sum 
k=l+1

\biggl( 
1 - k  - l

l

\biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt,

де при l = 1 третiй доданок вважаємо рiвним нулевi. Поставимо у вiдповiднiсть кожному
вектору \bfits = (s1, . . . , sd), sj \in \BbbN , j = 1, d, полiном

A\bfits (\bfitx ) =

d\prod 
j=1

\bigl( 
V2sj (xj) - V

2sj - 1(xj)
\bigr) 

i для f \in L0
p(\BbbT d), 1 \leq p \leq \infty , покладемо

A\bfits (f) := A\bfits (f,\bfitx ) = (f \ast A\bfits )(\bfitx ),

де \ast означає операцiю згортки. Тодi при 1 \leq p \leq \infty , \bfitr = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, d, класи
B\bfitr 

p,\theta можна означити таким чином:

B\bfitr 
p,\theta :=

\Bigl\{ 
f : \| f\| B\bfitr 

p,\theta 
\asymp 

\left(  \sum 
\bfits \in \BbbN d

2(\bfits ,\bfitr )\theta \| A\bfits (f)\| \theta p

\right)  1
\theta 

\leq 1, 1 \leq \theta < \infty 
\Bigr\} 
,
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B\bfitr 
p,\infty :=

\Bigl\{ 
f : \| f\| B\bfitr 

p,\infty \asymp \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s\in \BbbN d

2(\bfits ,\bfitr )\| A\bfits (f)\| p \leq 1
\Bigr\} 
.

Тепер означимо асимптотичну характеристику, яку будемо дослiджувати.
Нехай X — нормований простiр i \Phi — центрально-симетрична множина в X , LM —

пiдпростiр розмiрностi M простору X . Тодi величина

dM
\bigl( 
\Phi ,X

\bigr) 
= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

LM

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in \Phi 

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
u\in LM

\| f  - u\| X

називається M -вимiрним колмогоровським поперечником множини \Phi у просторi X . Попе-
речник dM

\bigl( 
\Phi ,X

\bigr) 
увiв у 1936 р. А. М. Колмогоров [10], i вiн характеризує апроксимативнi

властивостi M -вимiрних пiдпросторiв. Задачi, якi пов’язанi з оцiнками колмогоровських попе-
речникiв рiзного роду функцiональних класiв, знаходяться в полi зору багатьох математикiв.
Дослiдженню M -вимiрних колмогоровських поперечникiв класiв Нiкольського – Бєсова у про-
сторах X присвячено, зокрема, роботи [1 – 3, 11 – 19]. Iз дослiдженням рiзних апроксимативних
характеристик, серед яких i колмогоровськi поперечники, класiв Нiкольського, Нiкольського –
Бєсова та Соболєва перiодичних функцiй можна ознайомитися у монографiях [4, 20 – 22], де
наведено детальну бiблiографiю.

Означимо простiр, у метрицi якого будемо знаходити оцiнки для M -вимiрних колмогоров-
ських поперечникiв.

Для функцiї f \in L1(\BbbT ) з рядом Фур’є

f \sim 
\infty \sum 
s=0

\delta s(f, x),

\delta 0(f, x) =
1

2\pi 

2\pi \int 
0

f(x)dx, \delta s(f, x) =
\sum 

2s - 1\leq | k| <2s

\widehat f(k)eikx, s = 1, 2, . . . ,

покладемо

\| f\| QC \equiv 
1\int 

0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty \sum 
s=0

rs(t)\delta s(f, x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

dt, (1)

де
\bigl\{ 
rs(t)

\bigr\} \infty 
s=0

— система Радемахера (див. [23], гл. 2, § 1). Тодi простором квазiнеперервних
функцiй (позначення QC ) будемо називати замикання множини тригонометричних полiномiв
за нормою (1).

Зазначимо, що простiр квазiнеперервних функцiй QC введено у роботi [24] (див. також
[25]). Для зручностi нагадаємо деякi його властивостi.

Якщо f \in L1(\BbbT ) i

F (x, t) =
\infty \sum 
s=0

rs(t)\delta s(f, x),

то

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
t
\| F (\cdot , t)\| \infty \leq \| f\| QC \leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t
\| F (\cdot , t)\| \infty ,
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\| f\| QC \geq 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
1\int 

0

| F (x, t)dt| 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

\gg 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\Biggl( \infty \sum 

s=0

| \delta s(f, x)| 2
\Biggr) 1

2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

,

\| f\| QC \leq 
\infty \sum 
s=0

\| \delta s(f)\| \infty .

Простiр квазiнеперервних функцiй у багатовимiрному випадку (d \geq 2) означимо таким
чином:

\| f\| QC \equiv 
\bigm\| \bigm\| \| f(\cdot ,\bfitx 1)\| QC

\bigm\| \bigm\| 
\infty , (2)

де для \bfitx = (x1, . . . , xd) \in \BbbT d покладаємо \bfitx 1 = (x2, . . . , xd) \in \BbbT d - 1, тобто в (2) беремо
QC -норму за змiнною x1 i \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}-норму за рештою змiнних.

З дослiдженнями питань, пов’язаних iз використанням QC -норми, можна ознайомитися у
роботах [26, 27]. Зазначимо, що у даних роботах доведено, що C - та QC -норми є нееквiвалент-
ними у просторi тригонометричних полiномiв.

Якщо \frakM — деяка скiнченна множина, то через | \frakM | будемо позначати кiлькiсть її елементiв.
3. Основнi результати. У подальших мiркуваннях будемо вважати, що вектор \bfitr , який

входить в означення класiв B\bfitr 
p,\theta , має вигляд \bfitr = (r1, . . . , r1) \in \BbbR d

+.

Теорема 1. Нехай d \geq 2, 2 \leq p \leq \infty , r1 >
1

2
. Тодi при 2 \leq \theta < \infty справджується оцiнка

dM
\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 
\asymp M - r1

\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M

\bigr) r1+ 1
2
 - 1

\theta 
\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M, (3)

де a+ = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ a, 0\} .
Зауважимо, що тут i далi пiд записом \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} a, a > 0, будемо розумiти \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}2 a.

Доведення. Для встановлення оцiнки (3) розглянемо спочатку випадок p = 2.

Для n \in \BbbN , n \geq d, \bfits = (s1, . . . , sd), si \in \BbbN , i = 1, d, \bfone = (1, . . . , 1) покладемо

Qn =
\bigcup 

(\bfits ,1)\leq n

\rho (\bfits ),\Delta Qn = Qn\setminus Qn - 1

i розглянемо множину вигляду

\frakN j =
\bigl\{ 
\bfits = (s1, . . . , sd) : (\bfits ,\bfone ) = j

\bigr\} 
.

Для кiлькостi елементiв множини

\Delta Qj =
\bigcup 

\bfits \in \frakN j

\rho (\bfits )

будемо мати оцiнку
| \Delta Qj | =

\sum 
(\bfits ,1)=j

2(\bfits ,1) = 2j
\sum 

(\bfits ,1)=j

1 \asymp 2jjd - 1.

Далi пiдберемо число l \in \BbbN у вiдповiдностi зi спiввiдношенням 2lld - 1 \asymp M i покладемо

Mj =

\Biggl\{ 
2jjd - 1, d \leq j \leq l,\bigl[ 
2l(r1+

1
2)ld - 12 - j(r1 - 1

2)
\bigr] 
+ 1, l < j < \alpha l,
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де

\alpha =
r1 +

1

2

r1  - 
1

2

.

Тут i далi [a] позначає цiлу частину числа a.

Переконаємося, що
\sum \infty 

d\leq j<\alpha l
Mj \ll M при r1 >

1

2
. Маємо

\infty \sum 
d\leq j<\alpha l

Mj \ll 
l\sum 

j=d

2jjd - 1 +
\sum 

l<j<\alpha l

2l(r1+
1
2)ld - 12 - j(r1 - 1

2) + \alpha l \ll 

\ll 2lld - 1 + 2l(r1+
1
2)ld - 1

\sum 
l<j<\alpha l

2 - j(r1 - 1
2) + \alpha l \ll 

\ll 2lld - 1 + 2l(r1+
1
2)ld - 12 - l(r1 - 1

2) + \alpha l =

= 2lld - 1 + 2lld - 1 + \alpha l \asymp 2lld - 1 \asymp M.

Для подальшого викладу нам знадобиться допомiжне твердження.
Лема А [4, c. 11]. Справедливою є оцiнка\sum 

(\bfits ,1)\geq n

2 - \beta (\bfits ,1) \asymp 2 - \beta nnd - 1, \beta > 0. (4)

Отже, нехай f \in B\bfitr 
2,\theta i \theta \in (2,\infty ). Тодi, використовуючи спочатку нерiвнiсть Гельдера з

показником
\theta 

2
, а потiм спiввiдношення (4), маємо

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

=

\left(  \sum 
\bfits \in \frakN j

\| \delta \bfits (f)\| 22

\right)  1
2

\leq 

\leq 

\left(  \sum 
\bfits \in \frakN j

2(\bfits ,\bfitr )\theta \| \delta \bfits (f)\| \theta 2

\right)  1
\theta 
\left(  \sum 

\bfits \in \frakN j

2 - 2(\bfits ,\bfitr ) \theta 
\theta  - 2

\right)  1
2
 - 1

\theta 

\leq 

\ll \| f\| B\bfitr 
2,\theta 

\left(  \sum 
\bfits \in \frakN j

2 - 2(\bfits ,\bfitr ) \theta 
\theta  - 2

\right)  1
2
 - 1

\theta 

\ll 2 - jr1j(d - 1)( 1
2
 - 1

\theta ). (5)

Тепер нехай f \in B\bfitr 
2,2. Тодi можемо записати

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

=

\left(  \sum 
\bfits \in \frakN j

\| \delta \bfits (f)\| 22

\right)  1
2

=

= 2 - jr1

\left(  \sum 
\bfits \in \frakN j

22(\bfits ,\bfitr )\| \delta \bfits (f)\| 22

\right)  1
2

\ll 2 - jr1\| f\| B\bfitr 
2,2

\leq 2 - jr1 . (6)
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Таким чином, для f \in B\bfitr 
2,\theta , 2 \leq \theta < \infty , враховуючи (5) i (6), отримуємо\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

\ll 2 - jr1j(d - 1)( 1
2
 - 1

\theta ). (7)

Пiдмножину тригонометричних полiномiв вигляду

\tau (f) =
\sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f),

для яких виконується (7), позначимо B\bfitr 
2,\theta (j).

Далi нам знадобиться ще одне допомiжне твердження, яке випливає безпосередньо з озна-
чення колмогоровського поперечника.

Лема Б. Нехай X — банахiв простiр, W,W1, . . . ,Wl, . . . — пiдмножини X i Nl \in \BbbZ +.

Тодi якщо \sum 
l

Nl \leq N i W \subset 
\bigcup 
l

Wl,

то

dN
\bigl( 
W,X

\bigr) 
\leq 
\sum 
l

dNl
(Wl,X ). (8)

Таким чином, використовуючи лему Б, записуємо

dM
\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta , QC
\bigr) 
\ll 

\sum 
d\leq j<\alpha l

dMj

\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta (j), QC
\bigr) 
+ \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in B\bfitr 
2,\theta 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 

(\bfits ,1)\geq \alpha l

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
QC

= I1 + I2. (9)

Оцiнимо спочатку доданок I2, скориставшись вiдомим твердженням.
Для будь-якої множини \Lambda \subset \BbbZ d через \scrT (\Lambda ) будемо позначати множину тригонометричних

полiномiв t вигляду
t(\bfitx ) =

\sum 
\bfitk \in \Lambda 

c\bfitk e
i(\bfitk ,\bfitx ), \bfitx \in \BbbT d.

У випадку, коли множина \Lambda симетрична вiдносно початку координат (\Lambda =  - \Lambda ), покладемо

\scrT r(\Lambda ) =
\bigl\{ 
t \in \scrT (\Lambda ) : c\bfitk = c - \bfitk ,\bfitk \in \Lambda 

\bigr\} 
.

Теорема А ([4], гл. 1, теорема 2.1). Нехай f \in \scrT (Qn). Тодi при 1 \leq p < \infty виконується
порядкова нерiвнiсть

\| f\| \infty \ll 2
n
p n

(d - 1)
\Bigl( 
1 - 1

p

\Bigr) 
\| f\| p. (10)

Зауважимо, що нерiвнiсть (10) залишається правильною i у випадку, коли f \in \scrT (\Delta Qn).

Згiдно з означенням та властивостями QC -норми, оцiнками (7) i (10) при p = 2, для
будь-якої f \in B\bfitr 

2,\theta маємо\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
QC

\ll 2
j
2 j(d - 1)(1 - 1

2)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

\ll 
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\ll 2
j
2 j

d - 1
2 2 - jr1j(d - 1)( 1

2
 - 1

\theta ) = 2 - j(r1 - 1
2)j(d - 1)(1 - 1

\theta ). (11)

Отже, враховуючи (11) i значення \alpha , для величини I2 можемо записати

I2 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B\bfitr 

2,\theta 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 

(\bfits ,1)\geq \alpha l

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
QC

\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B\bfitr 

2,\theta 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty \sum 

j=[\alpha l]+1

\sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
QC

\ll 

\ll \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B\bfitr 

2,\theta 

\infty \sum 
j=[\alpha l]+1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
QC

\ll 
\infty \sum 

j=[\alpha l]+1

2 - j(r1 - 1
2)j(d - 1)(1 - 1

\theta ) \ll 

\ll 2 - \alpha l(r1 - 1
2)(\alpha l)(d - 1)(1 - 1

\theta ) \ll 2 - l(r1+ 1
2)l(d - 1)(1 - 1

\theta ). (12)

Для оцiнки доданка I1 скористаємося допомiжним твердженням.
Нехай \scrT (\Delta Qn)2 позначає одиничну L2-кулю у просторi полiномiв \scrT (\Delta Qn).

Лема В [25]. Має мiсце оцiнка

dM
\bigl( 
\scrT (\Delta Qn)2, QC

\bigr) 
\ll n

1
2 (| \Delta Qn| /M)

1
2 . (13)

Попередньо зауважимо, що у вiдповiдностi з означенням чисел Mj виконується рiвнiсть

dMj

\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta (j), QC
\bigr) 
= 0, d \leq j \leq l.

Тому, використовуючи оцiнку (13) i враховуючи вибiр чисел Mj , маємо

I1 =
\sum 

d\leq j<\alpha l

dMj

\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta (j), QC
\bigr) 
=

\sum 
l<j<\alpha l

dMj

\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta (j), QC
\bigr) 
\ll 

\ll 
[\alpha l]+1\sum 
j=l+1

j
1
2M

 - 1
2

j 2
j
2 j

d - 1
2 2 - jr1j(d - 1)( 1

2
 - 1

\theta ) \ll 

\ll 2 - 
l
2(r1+

1
2)l - 

d - 1
2

[\alpha l]+1\sum 
j=l+1

j
1
2 2

j
2 j

d - 1
2 2

j
2(r1 - 

1
2)2 - jr1j(d - 1)( 1

2
 - 1

\theta ) =

= 2 - 
l
2(r1+

1
2) l - 

d - 1
2

[\alpha l]+1\sum 
j=l+1

2 - 
j
2(r1 - 

1
2) j(d - 1)(1 - 1

\theta ) j
1
2 \ll 

\ll 2 - lr1 l(d - 1)( 1
2
 - 1

\theta )l
1
2 . (14)

Далi, пiдставляючи (12) i (14) в (9) i враховуючи, що M \asymp 2lld - 1, отримуємо

dM
\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta , QC
\bigr) 
\ll 2 - lr1 l(d - 1)

\bigl( 
1
2
 - 1

\theta 

\bigr) 
l
1
2 \asymp 

\asymp M - r1
\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M

\bigr) r1+ 1
2
 - 1

\theta 
\sqrt{} 

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M. (15)

У випадку 2 < p \leq \infty оцiнка зверху для поперечника dM
\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 

є наслiдком оцiнки
(15) згiдно з вкладенням B\bfitr 

p,\theta \subset B\bfitr 
2,\theta , а саме,
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dM
\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 
\ll dM

\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta , QC
\bigr) 
\ll 

\ll M - r1
\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M

\bigr) r1+ 1
2
 - 1

\theta 
\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M. (16)

Оцiнку зверху в теоремi 1 встановлено.
Для доведення в (3) оцiнки знизу будемо використовувати iснуючий зв’язок мiж оцiнка-

ми для колмогоровських поперечникiв та ентропiйних чисел класiв B\bfitr 
p,\theta . Наведемо необхiднi

позначення i сформулюємо допомiжнi твердження.
Нехай X — банахiв простiр i BX (\bfity , r) =

\bigl\{ 
x \in X : \| \bfitx  - \bfity \| \leq r

\bigr\} 
— куля радiуса r з

центром у точцi \bfity .
Для компактної множини A \subset X i \varepsilon > 0 позначимо

N\varepsilon (A,X ) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\left\{   n : \exists \bfity 1, . . . ,\bfity n \in X : A \subseteq 
n\bigcup 

j=1

BX (\bfity j , \varepsilon )

\right\}   .

Тодi величина
H\varepsilon (A,X ) = \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}N\varepsilon (A,X )

називається \varepsilon -ентропiєю множини A щодо банахового простору X [28].
З \varepsilon -ентропiєю множини A тiсно пов’язане поняття її ентропiйних чисел \varepsilon k(A,X ) (див.,

наприклад, [29]):

\varepsilon k(A,X ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\left\{   \varepsilon : \exists \bfity 1, . . . ,\bfity 2k \in X : A \subseteq 
2k\bigcup 
j=1

BX (\bfity j , \varepsilon )

\right\}   .

Дослiдження \varepsilon -ентропiї i близьких до неї асимптотичних характеристик (\varepsilon -ємностi, ен-
тропiйних чисел i т. п.) мають багату iсторiю. Ентропiйнi числа для класiв функцiй однiєї та
багатьох змiнних Соболєва W \bfitr 

p,\bfitalpha , Нiкольського H\bfitr 
p , Нiкольського – Бєсова B\bfitr 

p,\theta та їхнiх ана-
логiв дослiджувалися, зокрема, у роботах [1, 25, 30 – 37]. З детальною бiблiографiєю можна
ознайомитись у монографiях [20, 38, 39].

Сформулюємо допомiжне твердження (див., наприклад, [25]), яке є наслiдком однiєї нерiв-
ностi Карла (див. [40]).

Лема Г. Нехай A — компакт у сепарабельному банаховому просторi X . Припустимо, що
для пари чисел (a, b), a > 0, b \in \BbbR , або a = 0, b < 0 виконуються спiввiдношення

dm
\bigl( 
A,X

\bigr) 
\ll m - a(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}m)b,

\varepsilon m
\bigl( 
A,X

\bigr) 
\gg m - a(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}m)b.

Тодi
\varepsilon m
\bigl( 
A,X

\bigr) 
\asymp dm

\bigl( 
A,X

\bigr) 
\asymp m - a(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}m)b.

З огляду на лему Г для доведення оцiнки знизу в теоремi 1 нам достатньо отримати вiд-
повiдну оцiнку для ентропiйних чисел \varepsilon M

\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 
. У зв’язку з цим зазначимо, що у роботi

[41] встановлено, зокрема, таке твердження.

Теорема Б. Нехай 2 \leq p \leq \infty , 2 \leq \theta < \infty , r1 >
1

2
. Тодi при d \geq 2 справджується оцiнка

\varepsilon M
\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 
\gg M - r1(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M)r1+

1
2
 - 1

\theta 

\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M. (17)

Для зручностi наведемо доведення оцiнки (17).
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Покажемо спочатку, що виконується спiввiдношення

\varepsilon M
\bigl( 
B\bfitr 

\infty ,\theta , QC
\bigr) 
\gg M - r1(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M)r1+

1
2
 - 1

\theta 

\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M. (18)

Нехай N\varepsilon (F,X ) — мiнiмальна кiлькiсть замкнених куль радiуса \varepsilon > 0 простору X , не-
обхiдних для компактного покриття множини F, а M\varepsilon (F,X ) — максимальна кiлькiсть таких
точок xi \in F, що \| xi  - xj\| X > \varepsilon , i \not = j. Тодi виконуються нерiвностi (див., наприклад, [28])

N\varepsilon (F,X ) \leq M\varepsilon (F,X ) \leq N \varepsilon 
2
(F,X ). (19)

Далi для парних n i d \geq 2 позначимо

Y d
n =

\Bigl\{ 
\bfits : \bfits = (2l1, . . . , 2ld), l1 + . . .+ ld =

n

2
, \bfitl \in \BbbN d

\Bigr\} 
,

Dn =
\bigcup 

\bfits \in Y d
n

\rho (\bfits )

i \scrT r(Dn) — простiр дiйсних тригонометричних полiномiв t \in \scrT (Dn). При цьому зауважимо,
що для кiлькостi елементiв множин Dn справджується спiввiдношення | Dn| \asymp 2nnd - 1.

У [25] (див. також [34]) для кожного n побудовано набiр функцiй \{ fn
i \} 

An
i=1, f

n
i \in \scrT r(Dn),

якi мають такi властивостi:

\| \delta \bfits (fn
i )\| \infty \leq 1, \bfits \in Y d

n ,

\| fn
i  - fn

j \| QC \geq C(d)n
d
2 , i \not = j, (20)

An \geq 2
| Dn| 

2 .

Покажемо, що кожна функцiя з множини

Fn =
\Bigl\{ 
C(\theta , d)2 - nr1n - d - 1

\theta fn
i

\Bigr\} An

i=1

з деякою сталою C(\theta , d) належить класу B\bfitr 
\infty ,\theta , 1 \leq \theta < \infty .

Маємо

\| fn
i \| B\bfitr 

\infty ,\theta 
\asymp 

\left(  \sum 
\bfits \in Dn

2(\bfits ,\bfitr )\theta \| A\bfits (f
n
i )\| \theta \infty 

\right)  1
\theta 

=

=

\left(  \sum 
\bfits \in Dn

2(\bfits ,\bfitr )\theta 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| A\bfits \ast 

\sum 
\| \bfits  - \bfits \prime \| \infty \leq 1

\delta \bfits \prime (f
n
i )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \theta 
\infty 

\right)  1
\theta 

\leq 

\leq 

\left(  \sum 
\bfits \in Dn

2(\bfits ,\bfitr )\theta \| A\bfits \| \theta 1
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
\| \bfits  - \bfits \prime \| \infty \leq 1

\delta \bfits \prime (f
n
i )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \theta 
\infty 

\right)  1
\theta 

\ll 

\ll 

\left(   \sum 
\bfits \in Dn

2(\bfits ,\bfitr )\theta 

\left(  \sum 
\| \bfits  - \bfits \prime \| \infty \leq 1

\| \delta \bfits \prime (fn
i )\| \infty 

\right)  \theta 
\right)   

1
\theta 

\ll 2nr1n
d - 1
\theta .
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Отже, Fn \subset B\bfitr 
\infty ,\theta .

Тепер, беручи до уваги (19) i використовуючи другу властивiсть для функцiй iз (20), можемо
записати

\varepsilon M
\bigl( 
B\bfitr 

\infty ,\theta , QC
\bigr) 
\gg \varepsilon M

\bigl( 
Fn, QC

\bigr) 
\gg 

\gg 2 - nr1n - d - 1
\theta n

d
2 = 2 - nr1n(d - 1)( 1

2
 - 1

\theta )n
1
2 \asymp M - r1(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M)r1+

1
2
 - 1

\theta 

\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M.

Оцiнку (18) встановлено.
Оскiльки для 1 \leq p < \infty має мiсце вкладення B\bfitr 

\infty ,\theta \subset B\bfitr 
p,\theta , то, використовуючи оцiнку

(18), зокрема, i для 2 \leq p \leq \infty , 2 \leq \theta < \infty , r1 >
1

2
, маємо

\varepsilon M
\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 
\gg \varepsilon M

\bigl( 
B\bfitr 

\infty ,\theta , QC
\bigr) 
\gg M - r1(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M)r1+

1
2
 - 1

\theta 

\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M. (21)

Зiставляючи оцiнку (21) з (16) i застосовуючи лему Г, одержуємо твердження теореми.
Теорему 1 доведено.
Зауважимо, що у теоремi 1 залишився не розглянутим, зокрема, випадок 1 \leq \theta < 2. У

наступному твердженнi для цих значень параметра \theta встановимо оцiнку зверху для величин

dM
\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 
, 2 \leq p \leq \infty , r1 >

1

2
.

Теорема 2. Нехай 2 \leq p \leq \infty , r1 >
1

2
. Тодi при 1 \leq \theta < 2 i d \geq 2 справджується оцiнка

dM
\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 
\ll M - r1

\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M

\bigr) r1\sqrt{} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M. (22)

Доведення. Оцiнку (22) встановимо за схемою, яку було використовано при доведеннi
оцiнки зверху в теоремi 1. При цьому будемо використовувати всi позначення з теореми 1 i
акцентуватимемо увагу на вiдмiнностях, а саме, нам необхiдно у спiввiдношеннi (9) оцiнити
доданки I1 та I2 у випадку 1 \leq \theta < 2.

Нехай p = 2 i f \in B\bfitr 
2,\theta , де 1 \leq \theta < 2. Тодi, використовуючи нерiвнiсть\Biggl( \infty \sum 

k=1

| ak| v2
\Biggr) 1

v2

\leq 

\Biggl( \infty \sum 
k=1

| ak| v1
\Biggr) 1

v1

, 0 < v1 \leq v2 < \infty 

(див. [42, с. 43]), записуємо

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum 
\bfits \in \frakN j

\delta \bfits (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

=

\left(  \sum 
\bfits \in \frakN j

\| \delta \bfits (f)\| 22

\right)  1
2

\leq 

\leq 2 - jr1

\left(  \sum 
\bfits \in \frakN j

2(\bfits ,\bfitr )\theta \| \delta \bfits (f)\| \theta 2

\right)  1
\theta 

\ll 2 - jr1\| f\| B\bfitr 
2,\theta 

\leq 2 - jr1 . (23)

Далi з урахуванням спiввiдношення (23) маємо

I2 \ll 2 - l(r1+ 1
2)l

d - 1
2 (24)

i
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I1 \ll 2 - lr1 l
1
2 . (25)

Пiдставляючи (24) i (25) у (9), отримуємо

dM
\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta , QC
\bigr) 
\ll M - r1

\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M

\bigr) r1\sqrt{} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M

i для 2 < p \leq \infty згiдно з вкладенням B\bfitr 
p,\theta \subset B\bfitr 

2,\theta маємо

dM
\bigl( 
B\bfitr 

p,\theta , QC
\bigr) 
\ll dM

\bigl( 
B\bfitr 

2,\theta , QC
\bigr) 
\ll M - r1

\bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}d - 1M

\bigr) r1\sqrt{} \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}M.

Теорему 2 доведено.
Насамкiнець зазначимо, що встановлена в теоремi 1 точна за порядком оцiнка M -вимiрного

колмогоровського поперечника класiв Нiкольського – Бєсова B\bfitr 
p,\theta у просторi QC доповнює

вiдповiднi результати для класiв Соболєва W \bfitr 
p,\bfitalpha та Нiкольського H\bfitr 

p , 1 < p \leq \infty , встановленi
Б. С. Кашиним i В. М. Темляковим [25].

Крiм того, у двовимiрному випадку встановлена в теоремi 1 оцiнка M -вимiрного колмого-
ровського поперечника класiв Нiкольського – Бєсова B\bfitr 

p,\theta збiгається за порядком з вiдповiдною
оцiнкою у просторi L\infty , яку, як зазначено вище, отримано в роботi [1].
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20. D. Dũng, V. N. Temlyakov, T. Ullrich, Hyperbolic cross approximation, Adv. Courses Math., CRM Barselona,
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