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ПРО ОРТОГОНАЛЬНIСТЬ ЧАСТКОВИХ СУМ
УЗАГАЛЬНЕНИХ ГIПЕРГЕОМЕТРИЧНИХ РЯДIВ

It turns out that the partial sums gn(z) =
\sum n

k=0

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

zk

k!
of the generalized hypergeometric series pFq(a1, . . .

. . . , ap; b1, . . . , bq; z) with parameters aj , bl \in \BbbC \setminus \{ 0, - 1, - 2, . . .\} are Sobolev orthogonal polynomials. The correspon-
ding monic polynomials Gn(z) are RI -type polynomials, and therefore, they are related to biorthogonal rational functions.
The polynomials gn satisfy a differential equation (in z) and a recurrence relation (in n). In this paper, we study the
integral representations for gn and their basic properties. It is shown that partial sums of arbitrary power series with
non-zero coefficients are also related to biorthogonal rational functions. For polynomials gn(z), we obtain a relation to
Jacobi-type pencils and their associated polynomials.

Виявилося, що частковi суми gn(z) =
\sum n

k=0

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

zk

k!
узагальненого гiпергеометричного ряду

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z) з параметрами aj , bl \in \BbbC \setminus \{ 0, - 1, - 2, . . .\} є соболєвськими ортогональними много-
членами. Вiдповiднi полiноми з одиничним старшим коефiцiєнтом Gn(z) є полiномами RI -типу, а отже, пов’язанi
з бiортогональними рацiональними функцiями. Полiноми gn задовольняють диференцiальне рiвняння (щодо z) та
рекурентне спiввiдношення (щодо n). У статтi вивчаються iнтегральнi зображення для gn та деякi їхнi властивос-
тi. Частковi суми будь-якого степеневого ряду з ненульовими коефiцiєнтами також пов’язанi з бiортогональними
рацiональними функцiями. Встановлено зв’язок полiномiв gn(z) зi жмутками якобiєвого типу та асоцiйованими з
ними полiномами.

1. Вступ. Теорiя ортогональних полiномiв для випадкiв дiйсної осi та одиничного кола розви-
валась у багатьох роботах (див., наприклад, [5, 10, 11, 13]). Як одне iз можливих узагальнень,
теорiя соболєвських ортогональних многочленiв зараз iнтенсивно вивчається багатьма матема-
тиками (див. огляд [7]). Важливими елементами класичних систем многочленiв \{ pn(z)\} \infty n=0 є
рекурентне спiввiдношення i диференцiальнi рiвняння для pn(z). Отже, природним є пошук
таких властивостей для соболєвських ортогональних многочленiв. У цiй статтi ми наведемо
великий клас соболєвських ортогональних многочленiв на одиничному колi gn(z), що мають
обидвi цi властивостi. Крiм того, полiноми gn(z) вiдповiдають задачi 1, наведенiй нижче. Мно-
гочлени gn(z) пов’язанi з бiортогональними рацiональними функцiями i жмутками якобiєвого
типу. В [16] було сформульовано таку задачу.

Задача 1. Описати всi соболєвськi ортогональнi многочлени на одиничному колi \{ yn(z)\} \infty n=0,

що мають двi властивостi:

(a) полiноми yn(z) задовольняють диференцiальне рiвняння

Ryn(z) = \lambda nSyn(z), n = 0, 1, 2, . . . , (1)

де R, S — лiнiйнi диференцiальнi оператори скiнченного порядку, полiномiальнi коефiцiєнти
яких не залежать вiд n; \lambda n \in \BbbC ;

(b) многочлени yn(z) задовольняють рiзницеве рiвняння

L\vec{}y(z) = zM\vec{}y(z), \vec{}y(z) = (y0(z), y1(z), . . .)
T , (2)

де L, M — напiвнескiнченнi комплекснi смуговi (тобто такi, що мають скiнченну кiлькiсть
ненульових дiагоналей) матрицi.

c\bigcirc С. М. ЗАГОРОДНЮК, 2022
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Зауважимо, що ми включаємо ортогональнi полiноми на одиничному колi до класу соболєв-
ських ортогональних многочленiв на одиничному колi (з похiдними порядку 0). Спiввiдношен-
ня (1) означає, що yn(z) є власними функцiями операторного полiнома R - \lambda S, а спiввiдношен-
ня (2) — що вектори з yn(z) є власними функцiями операторного полiнома L  - zM. Задача 1
є узагальненням класичних задач для ортогональних многочленiв, де S та M одиничнi (див.,
наприклад, [3, 4] та наведену там бiблiографiю). Властивостi (1), (2) близькi до бiспектраль-
них задач. Подiбнi задачi для бiортогональних рацiональних функцiй i вiдповiдних полiномiв
вивчалися в [12].

Нехай p, q — деякi фiксованi невiд’ємнi цiлi числа. Позначимо

gn(z) = gn(z; a1, . . . , ap; b1, . . . , bq) =
n\sum 

k=0

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

zk

k!
, n = 0, 1, 2, . . . , (3)

де aj , bl \in \BbbC \setminus \{ 0, - 1, - 2, . . .\} . Таким чином, gn(z) є n-ю частковою сумою узагальненого
гiпергеометричного ряду pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z) i \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} gn = n. Як зазвичай, p = 0 (q = 0)
означає, що (aj)k (вiдповiдно (bl)k) немає. Через Gn(z) ми позначаємо полiноми з одиничним
старшим коефiцiєнтом:

Gn(z) =
n!(b1)n . . . (bq)n
(a1)n . . . (ap)n

gn(z), n \in \BbbZ +. (4)

Нагадаємо, що неперервний дрiб RI -типу є асоцiйованим iз системою полiномiв з одиничним
старшим коефiцiєнтом \{ Pn(z)\} \infty n=0, що породжуються спiввiдношенням [6, с. 5]

Pn(z) = (z  - \bfc n)Pn - 1(z) - \lambda n(z  - \bfa n)Pn - 2(z), n = 1, 2, . . . , (5)

де P - 1(z) := 0, P0(z) := 1 i

\lambda n+1 \not = 0, Pn(\bfa n) \not = 0.

Многочлени \{ Pn(z)\} \infty n=0 пов’язанi з бiортогональними рацiональними функцiями [6] (теоре-
ма 2.1). Випадок \bfa n = 0, n \geq 2, вiдповiдає загальним T -дробам [2]. Виявляється, що саме
цей випадок має мiсце для полiномiв \{ Gn(z)\} \infty n=0. З iншого боку, нам знадобиться наступне
означення з [14].

Означення 1. Набiр \Theta = (J3, J5, \alpha , \beta ), де \alpha > 0, \beta \in \BbbR , J3 — якобiєва матриця, а
J5 — напiвнескiнченна дiйсна симетрична п’ятидiагональна матриця з додатними числами на
другiй пiддiагоналi, називається жмутком (матриць) якобiєвого типу.

Матрицi J3 i J5 мають вигляд

J3 =

\left(        
b0 a0 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 

a0 b1 a1 0 0 \cdot \cdot \cdot 

0 a1 b2 a2 0 \cdot \cdot \cdot 
...

...
...

. . .

\right)        , ak > 0, bk \in \BbbR , k \in \BbbZ +,
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J5 =

\left(           

\alpha 0 \beta 0 \gamma 0 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 

\beta 0 \alpha 1 \beta 1 \gamma 1 0 0 \cdot \cdot \cdot 

\gamma 0 \beta 1 \alpha 2 \beta 2 \gamma 2 0 \cdot \cdot \cdot 

0 \gamma 1 \beta 2 \alpha 3 \beta 3 \gamma 3 \cdot \cdot \cdot 
...

...
...

...
. . .

\right)           
, \alpha n, \beta n \in \BbbR , \gamma n > 0, n \in \BbbZ +.

Зi жмутком якобiєвого типу \Theta пов’язують таку систему многочленiв \{ pn(\lambda )\} \infty n=0, що

p0(\lambda ) = 1, p1(\lambda ) = \alpha \lambda + \beta 

i

(J5  - \lambda J3)\vec{}p(\lambda ) = 0, (6)

де \vec{}p(\lambda ) = (p0(\lambda ), p1(\lambda ), p2(\lambda ), . . .)
T , iндекс T означає транспонування. Полiноми \{ pn(\lambda )\} \infty n=0

називаються асоцiйованими зi жмутком якобiєвого типу \Theta . Спiввiдношення (6) можна записати
у скалярнiй формi

\gamma n - 2pn - 2(\lambda ) + (\beta n - 1  - \lambda an - 1)pn - 1(\lambda )+

+(\alpha n  - \lambda bn)pn(\lambda ) + (\beta n  - \lambda an)pn+1(\lambda ) + \gamma npn+2(\lambda ) = 0, n \in \BbbZ +,

де p - 2(\lambda ) = p - 1(\lambda ) = 0, \gamma  - 2 = \gamma  - 1 = a - 1 = \beta  - 1 = 0.

У випадку додатних параметрiв aj , bl многочлени \{ gn(z)\} \infty n=0 пов’язанi з деякими жмут-
ками якобiєвого типу та асоцiйованими з ними полiномами \{ pn(\lambda )\} \infty n=0. Цей зв’язок нагадує
зв’язок мiж ортогональними полiномами на одиничному колi та ортогональними многочленами
на [ - 1, 1].

У пунктi 2 анонсованi вище рекурентне спiввiдношення та диференцiальне рiвняння для
gn(z), соболєвськi спiввiдношення ортогональностi для gn(z) будуть наведенi в теоремi 1.
Зазначимо, що випадок p = q = 0 приводить до експоненти. Вiдповiднi частковi суми з’явились
у [16] у випадку \rho = 1.

Звичайно, многочлени gn(z) мають гарне коефiцiєнтне зображення. Також становить iнте-
рес отримання компактних iнтегральних зображень для gn(z), що веде до зв’язку з iншими
вiдомими полiномами та спецiальними функцiями. Ми наведемо два iнтегральних зображення
для gn(z) в теоремi 2. Розташування нулiв полiномiв gn(z) також визначаються цiєю теоремою.
Далi ми обговорюємо частковi суми довiльного степеневого ряду з ненульовими коефiцiєнта-
ми. Як виявилося, вони також мають вiдношення до бiортогональних рацiональних функцiй.
Насамкiнець ми пов’язуємо полiноми gn(z) з деякими жмутками якобiєвого типу та асоцiйо-
ваними з ними многочленами.

Як звичайно, ми позначаємо через \BbbR , \BbbC , \BbbN , \BbbZ i \BbbZ + множини дiйсних, комплексних, на-
туральних, цiлих чисел та невiд’ємних цiлих чисел вiдповiдно. Для k, l \in \BbbZ позначаємо
\BbbZ k,l := \{ j \in \BbbZ : k \leq j \leq l\} . Нехай \BbbT := \{ z \in \BbbC : | z| = 1\} , \BbbD := \{ z \in \BbbC : | z| < 1\} ,
\BbbD e := \{ z \in \BbbC : | z| > 1\} . Через \frakB (\BbbT ) ми позначаємо множину всiх борелевських пiдмножин у
\BbbT , через \BbbP — множину всiх полiномiв iз комплексними коефiцiєнтами. Для комплексного числа
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c позначаємо (c)0 = 1, (c)k = c(c+ 1) . . . (c+ k  - 1), k \in \BbbN (зсунутий факторiал або символ
Похгаммера). Узагальнена гiпергеометрична функцiя позначається так:

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z) =
\infty \sum 
k=0

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

zk

k!
,

де p, q \in \BbbZ +, aj , bl \in \BbbC .
2. Частковi суми гiпергеометричних рядiв i рiзнi види ортогональностi. Позначимо

через \mu 0 нормалiзовану (ймовiрнiсну) мiру довжини дуги на \BbbT , що може бути ототожнена з
мiрою Лебега на [0, 2\pi ). Використовуючи iдеї з [15], можемо сформулювати таку теорему.

Теорема 1. Нехай p, q \in \BbbZ + — деякi фiксованi числа й a1, . . . , ap, b1, . . . , bq — деякi пара-
метри з \BbbC \setminus \{ 0, - 1, - 2, . . .\} (випадок p = 0 (q = 0) означає, що aj (вiдповiдно bl) немає). Тодi
справджуються такi твердження:

1. Полiноми gn(z) з (3) задовольняють рекурентне спiввiдношення

(n+ 1)(b1 + n) . . . (bq + n)

(a1 + n) . . . (ap + n)
(gn+1(z) - gn(z)) =

= z(gn(z) - gn - 1(z)), n \in \BbbZ +, g - 1(z) := 0. (7)

2. Многочлени Gn(z) з (4) задовольняють рекурентне спiввiдношення

Gn(z) = (z + \delta n)Gn - 1(z) - \delta n - 1zGn - 2(z), n = 1, 2, . . . ,

де G - 1(z) := 0, \delta 0 := 0 i

\delta k :=
k(b1 + k  - 1) . . . (bq + k  - 1)

(a1 + k  - 1) . . . (ap + k  - 1)
, k \in \BbbN .

Отже, Gn(z) пов’язанi iз загальними T -дробами та бiортогональними рацiональними функ-
цiями.

3. Полiноми gn(z) задовольняють диференцiальне рiвняння

\theta Rgn(z) - nRgn(z) = 0, n \in \BbbZ +, (8)

де

R =
d

dz

q\prod 
j=1

(\theta + bj  - 1) - 
p\prod 

j=1

(aj + \theta ), \theta := z
d

dz
. (9)

4. Многочлени gn(z) є соболєвськими ортогональними многочленами на одиничному колi:

\int 
\BbbT 

\Bigl( 
gn(z), g

\prime 
n(z), . . . , g

(\rho )
n (z)

\Bigr) 
M

\left(       
gm(z)

g\prime m(z)
...

g
(\rho )
m (z)

\right)       d\mu 0 = \delta n,m, n,m \in \BbbZ +,

де
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M = (c0(z), c1(z), . . . , c\rho (z))
T
\Bigl( 
c0(z), c1(z), . . . , c\rho (z)

\Bigr) 
,

а cj(z) \in \BbbP — коефiцiєнти диференцiального оператора

 - n!(b1)n . . . (bq)n
(a1)n+1 . . . (ap)n+1

R =

\rho \sum 
l=0

cl(z)
dl

dzl
(10)

з \rho = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(p, q + 1).

Випадок p = 0 (q = 0) означає, що всi (aj)k, (aj+k) (вiдповiдно (bl)k, (bl+k)) у попереднiх

формулах замiнюються на 1. Те саме вiдбувається з добутками
\prod p

j=1
i
\prod q

j=1
.

Доведення. 1. Зауважимо, що

gn(z) - gn - 1(z) =
(a1)n . . . (ap)n
(b1)n . . . (bq)n

zn

n!
, n \in \BbbZ +,

де g - 1 = 0. Використовуючи це спiввiдношення з

zn+1 = zzn, n \in \BbbZ +, (11)

отримуємо рекурентне спiввiдношення (7).
Друге твердження безпосередньо випливає з першого.
3. Застосуємо вiдому iдею виведення диференцiального рiвняння для pFq [9]:

\theta 

q\prod 
j=1

(\theta + bj  - 1)gn(z) =
n\sum 

k=0

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

1

k!
k

q\prod 
j=1

(k + bj  - 1)zk =

= z
n\sum 

k=1

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k - 1 . . . (bq)k - 1

zk - 1

(k  - 1)!
= z

n - 1\sum 
l=0

(a1)l+1 . . . (ap)l+1

(b1)l . . . (bq)l

zl

l!
=

= z

n - 1\sum 
l=0

(a1)l . . . (ap)l
(b1)l . . . (bq)l

1

l!

p\prod 
j=1

(aj + l)zl = z

p\prod 
j=1

(aj + \theta )

n - 1\sum 
l=0

(a1)l . . . (ap)l
(b1)l . . . (bq)l

zl

l!
=

= z

p\prod 
j=1

(aj + \theta )

\biggl( 
gn(z) - 

(a1)n . . . (ap)n
(b1)n . . . (bq)n

zn

n!

\biggr) 
, n \in \BbbZ +.

Тодi

 - n!(b1)n . . . (bq)n
(a1)n+1 . . . (ap)n+1

Rgn(z) = zn, n \in \BbbZ +, (12)

де R визначено в (9). Тут ми припустили, що p, q належать \BbbN , iншi випадки подiбнi та
приводять до цiєї ж формули. Використовуючи

\theta zn = nzn, n \in \BbbZ +,

i спiввiдношення (12), одержуємо диференцiальне рiвняння (8).
Четверте твердження випливає зi спiввiдношень ортонормованостi для

\bigl\{ 
zn
\bigr\} \infty 
n=0

i спiввiд-
ношень (12), (10).

Iнтегральнi зображення для полiномiв gn(z) i деякi їхнi основнi властивостi наведено в
наступнiй теоремi.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 1



ПРО ОРТОГОНАЛЬНIСТЬ ЧАСТКОВИХ СУМ УЗАГАЛЬНЕНИХ ГIПЕРГЕОМЕТРИЧНИХ РЯДIВ 41

Теорема 2. В умовах теореми 1 справджуються такi твердження:
1. Якщо p \leq q, то полiноми gn мають iнтегральне зображення

gn
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
=

1

2\pi 

2\pi \int 
0

\Biggl( 
1 - ei(n+1)(\tau  - t)

1 - ei(\tau  - t)

\Biggr) 
\times 

\times pFq

\bigl( 
a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; e

it
\bigr) 
dt, \tau \in [0, 2\pi ), n \in \BbbZ +. (13)

Зокрема, якщо p = q = 1, b1 > a1 > 0, то многочлени gn мають таке зображення:

gn
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
=

\Gamma (b)

2\pi \Gamma (a)\Gamma (b - a)

2\pi \int 
0

1\int 
0

\Biggl( 
1 - ei(n+1)(\tau  - t)

1 - ei(\tau  - t)

\Biggr) 
\times 

\times e(cos t+i sin t)uua - 1(1 - u)b - a - 1 du dt, \tau \in [0, 2\pi ), n \in \BbbZ +, (14)

де a := a1, b := b1 для простоти позначень.
2. Многочлени gn мають iнтегральне зображення

gn(x) =  - (n+ 1)xn+1

x\int 
 - \infty 

t - n - 2\times 

\times p+1Fq+1( - n, a1, . . . , ap; - n - 1, b1, . . . , bq; t)dt, x < 0, n \in \BbbZ +. (15)

Зауважимо, що p+1Fq+1( - n, a1, . . . , ap; - n  - 1, b1, . . . , bq; t) — полiном степеня n. Зокрема,
якщо p = 1, q = 0, то gn(x) виражається через круговi полiноми Якобi (див. [5, с. 229]).

3. Многочлени gn мають простi коренi. Якщо p \leq q i

0 < aj \leq bj , j \in \BbbZ 1,p, (16)

bk \geq 1, k \in \BbbZ p+1,q, (17)

то всi коренi gn розташованi в \BbbD e\setminus (1,\infty ).

Доведення. 1. Якщо p \leq q, то функцiя g(z) := pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z) аналiтична на
всiй комплекснiй площинi. Зокрема, ми можемо записати

g
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
=

\infty \sum 
k=0

\xi ke
ik\tau = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

n\rightarrow \infty 
gn
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
, \tau \in [0, 2\pi ), (18)

де

\xi k :=
(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

1

k!
.

Перевiримо, що

1

2\pi 

2\pi \int 
0

g
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
e - ij\tau d\tau = \xi j , j \in \BbbZ +. (19)
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Зауважимо, що

\bigm| \bigm| gn \bigl( ei\tau \bigr) e - ij\tau 
\bigm| \bigm| \leq n\sum 

k=0

| \xi k| \leq 
\infty \sum 
k=0

| \xi k| =: C < \infty . (20)

Використовуючи (18), (20) i теорему Лебега про домiновану збiжнiсть, отримуємо

1

2\pi 

2\pi \int 
0

gn
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
e - ij\tau d\tau \rightarrow n\rightarrow \infty 

1

2\pi 

2\pi \int 
0

g
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
e - ij\tau d\tau . (21)

Лiва частина (21) дорiвнює \xi j , якщо n \geq j. Отже, спiввiдношення (19) виконано. Далi ми
записуємо

gn
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
=

n\sum 
k=0

\xi ke
ik\tau =

1

2\pi 

2\pi \int 
0

g
\bigl( 
eit
\bigr) \Biggl( n\sum 

k=0

eik(\tau  - t)

\Biggr) 
dt, \tau \in [0, 2\pi ). (22)

Зазначимо, що спiввiдношення

dn = dn(u) :=

n\sum 
k=0

uk =
1 - un+1

1 - u
, n \in \BbbZ +, (23)

виконано для всiх комплексних u (не лише для u \in \BbbD ). Це випливає, наприклад, з рекурентного
спiввiдношення dn+1  - udn = 1 з d0 = 1. За допомогою (22) i (23) ми отримуємо спiввiдно-
шення (13). Щоб одержати (14), достатньо застосувати основне iнтегральне зображення для
виродженої гiпергеометричної функцiї.

2. Формулу (15) можна перевiрити безпосередньо, iнтегруючи полiном пiд знаком iнтеграла
i виконуючи деякi алгебраїчнi спрощення.

3. Простота нулiв gn випливає з рекурентного спiввiдношення (7) (зауважимо, що gn(0) =

= 1).
Нехай p \leq q i виконано умови (16), (17). Оскiльки коефiцiєнти gn є додатними, вiн має

додатнi значення на (0,+\infty ). Умови (16), (17) забезпечують те, що коефiцiєнти gn формують
монотонну послiдовнiсть. Ми можемо застосувати теорему Eneström – Kakeya [8, с. 136]. В
результатi одержимо, що нулi gn розташованi в \BbbD e.

Теорему 2 доведено.
Наведемо можливi узагальнення. Розглянемо степеневий ряд

f(z) =

\infty \sum 
k=0

dkz
k, dk \in \BbbC \setminus \{ 0\} .

Позначимо

fn(z) =

n\sum 
k=0

dkz
k, n \in \BbbZ +, (24)

Fn(z) =
1

dn
fn(z), n \in \BbbZ +. (25)
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Тодi

1

dn
(fn(z) - fn - 1(z)) = zn, n \in \BbbZ +, (26)

де f - 1 := 0. З (11), (26) отримуємо рекурентне спiввiдношення для fn. Для полiномiв з
одиничним старшим коефiцiєнтом Fn воно набирає вигляду

Fn(z) =

\biggl( 
z +

dn - 1

dn

\biggr) 
Fn - 1(z) - 

dn - 2

dn - 1
zFn - 2(z), n = 1, 2, . . . ,

де F - 1(z) := 0, d - 1 := 1. Отже, полiноми Fn(z) пов’язанi з бiортогональними рацiональними
функцiями. Було б важливим отримати iнтегральне зображення для вiдповiдного функцiонала зi
спiввiдношень бiортогональностi. Щоб отримати деякi рiвняння для fn(z) щодо z (наприклад,
диференцiальнi, рiзницевi, q-рiзницевi), можливо варто розглянути степеневi ряди f(z), що
вiдповiдають базовiй гiпергеометричнiй функцiї, елiптичнiй гiпергеометричнiй функцiї тощо.

Припустимо, що всi коефiцiєнти dk додатнi. Тодi записуємо

\mathrm{R}\mathrm{e} fn
\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
=

n\sum 
k=0

dkTk(x),

\mathrm{I}\mathrm{m} fn+1

\bigl( 
ei\tau 
\bigr) 
= \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \tau 

n+1\sum 
k=1

dkUk - 1(x) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \tau 

n\sum 
j=0

dj+1Uj(x),

x = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \tau , \tau \in (0, \pi ), n \in \BbbZ +,

де Tk(x) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(k \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}x) i Uk(x) =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((k + 1) \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}x)\surd 

1 - x2
— полiноми Чебишова першого i

другого роду. Отже, системи полiномiв

\bigl\{ 
\mathrm{R}\mathrm{e} fn

\bigl( 
ei arccosx

\bigr) \bigr\} \infty 
n=0

,

\biggl\{ 
1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}x
\mathrm{I}\mathrm{m} fn+1

\bigl( 
ei arccosx

\bigr) \biggr\} \infty 

n=0

є модифiкованими ядерними полiномами (див. [17]). Вони асоцiйованi зi жмутками якобiєвого
типу i мають спецiальнi спiввiдношення ортогональностi.

Зауваження*. Нехай \{ Pn(z)\} \infty n=0 — будь-яка система многочленiв, що задовольняє спiввiд-
ношення (5). Зазначимо, що у роботi [18] вивчалося таке питання: коли похiднi\biggl\{ 

1

n+ 1
P \prime 
n+1(z)

\biggr\} \infty 

n=1

задовольняють те ж спiввiдношення з можливо iншими параметрами \bfa n, \bfc n? Якщо похiднi
мають цю властивiсть, то у [18, с. 125] говорилося, що система \{ Pn(z)\} \infty n=0 належить до класу
Хана. Зрозумiло, що полiноми \{ Fn(z)\} \infty n=0, визначенi формулою (25), належать до класу Хана.
Справдi, полiноми \biggl\{ 

1

n+ 1
F \prime 
n+1(z)

\biggr\} \infty 

n=1

* Вiдображено важливi зауваження рецензента, який вказав автору на роботу [18].
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є нормованими частковими сумами формального ряду
\sum \infty 

k=0
dk+1(k + 1)zk. Позначимо через

\sigma = \sigma F лiнiйний функцiонал на комплексних лоранiвських полiномах, по вiдношенню до
якого є бiортогональними полiноми \{ Fn(z)\} \infty n=0, а через sk = sF ;k його степеневi моменти
(sk = \sigma (zk), k \in \BbbZ ). У статтi [18] розрiзнялися два важливих випадки для функцiонала
бiортогональностi: коли \sigma є 2-регулярним (див. точне означення у [18, с. 125]) i протилеж-
ний (2-iррегулярний). Зазначимо, що для \sigma F виконано 0 = s2 = s3 = . . . . Отже, \sigma F є
2-iррегулярним. Цей випадок вивчався у п. 13 статтi [18], зокрема i випадок 0 = s2 = s3 = . . . .

У твердженнi 13.2 й у двох наступних пунктах у [18] вказано простi умови на вiдповiднi
рекурентнi коефiцiєнти. Зрозумiло, що цi умови виконано й у випадку \sigma F .
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