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ЗАДАЧА ГАУССА – КУЗЬМIНА ДЛЯ РIЗНИЦЕВОГО ЗОБРАЖЕННЯ
ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ РЯДАМИ ЕНГЕЛЯ

Let x = \Delta E
g1(x)...gn(x)... be the difference Engel-series representation of a real number x \in (0; 1] (E -representation),

where \Delta E
g1...gn... =

\sum \infty 

n=1

1

(2 + g1) . . . (2 + g1 + . . .+ gn)
, \omega n(x) = \Delta E

gn+1(x)gn+2(x)...
is an n-fold operator of left

shift of digits in the E -representation of the number x. For a sequence of sets En(a) = \{ x : x \in (0; 1) , \omega n(x) < a\} ,
where a is a fixed parameter with (0; 1], it is proved that \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty \lambda (En(a)) = 1, where \lambda (\cdot ) is a Lebesgue measure. This
problem is similar to the classical Gauss – Kuzmin problem for elementary continued fractions. However, their solutions
are noticeably different.

Нехай x = \Delta E
g1(x)...gn(x)... — рiзницеве зображення числа x \in (0; 1] рядом Енгеля (E -зображення), де \Delta E

g1...gn... =

=
\sum \infty 

n=1

1

(2 + g1) . . . (2 + g1 + . . .+ gn)
, \omega n(x) = \Delta E

gn+1(x)gn+2(x)...
— n-кратний оператор лiвостороннього зсу-

ву цифр E -зображення числа x. Для послiдовностi множин En(a) = \{ x : x \in (0; 1), \omega n(x) < a\} , де a — фiксований
параметр з (0; 1] , доведено, що \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty \lambda (En(a)) = 1, де \lambda (\cdot ) — мiра Лебега. Дана задача є аналогом класичної
задачi Гаусса – Кузьмiна для елементарних ланцюгових дробiв, проте їхнi розв’язки суттєво вiдрiзняються.

1. Вступ. Нехай x = [0; a1, a2, . . .] — зображення дiйсного числа x \in (0; 1) у виглядi елемен-
тарного ланцюгового дробу, \tau n(x) = [0; an+1, an+2, . . .] , множина

Wn(a) = \{ x : x \in (0; 1), \tau n(x) < a\} .

Класична задача Гаусса – Кузьмiна полягає в знаходженнi границi \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty \lambda (Wn(a)), де \lambda —
мiра Лебега.

Дану задачу вперше сформулював Гаусс в одному з листiв до Лапласа [5, c. 90]. В ньому ж
Гаусс стверджував (без доведення), що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\lambda (Wn(a)) =
\mathrm{l}\mathrm{g}(1 + a)

\mathrm{l}\mathrm{g}(2)
.

У 1928 роцi Р. О. Кузьмiн [3] навiв повне доведення цього твердження. У 1929 роцi, незалежно
вiд Р. О. Кузьмiна, цю задачу розв’язав П. Левi [6].

Аналогiчна задача для \~Q\infty -зображення чисел була розв’язана М. В. Працьовитим у роботi
„Фрактальний пiдхiд у дослiдженнi сингулярних розподiлiв” (Київ, 1998).

У данiй статтi ми розв’язуємо аналогiчну задачу для рiзницевого зображення дiйсних чисел
рядами Енгеля.
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2. Зображення чисел рядами Енгеля та їх рiзницеве зображення.
Означення 1. Рядом Енгеля називається ряд

\infty \sum 
n=1

1

(p1 + 1) . . . (pn + 1)
=

1

p1 + 1
+

1

(p1 + 1)(p2 + 1)
+ . . . , (1)

де pn \in \BbbN , pn+1 \geq pn \forall n \in \BbbN .
Теорема 1 ([4], лема 1). Сума кожного ряду Енгеля (1) є дiйсним числом з (0; 1]. Для будь-

якого числа x з (0; 1] iснує єдина неспадна послiдовнiсть натуральних чисел (pn(x)) така, що

x =

\infty \sum 
n=1

1

(p1(x) + 1) . . . (pn(x) + 1)
\equiv \Delta E

p1(x)...pn(x)...
. (2)

Скорочений (символiчний) запис \Delta E
p1(x)...pn(x)...

ряду (2) i його суми x називається їх
E -зображенням, при цьому натуральне число pn(x) називається n-ю цифрою цього зобра-
ження.

Теорема 2 [1]. Для кожного iррацiонального числа x з iнтервалу (0; 1) має мiсце рiвнiсть
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty pn(x) = +\infty .

Означення 2. \Delta E -цилiндром \Delta E
c1c2...cm рангу m з основою (c1c2 . . . cm) називається мно-

жина всiх чисел вигляду \Delta E
c1c2...cm\alpha m+1\alpha m+2....

Вiдомо [4, c. 110] (властивiсть 7), що рiзнi \Delta E -цилiндри або не перетинаються, або один iз
них є власною пiдмножиною iншого. При цьому \Delta E

a1a2...am \subset \Delta E
b1b2...bn

тодi й лише тодi, коли
n < m i ai = bi, i = 1, . . . , n. Кожен цилiндр \Delta E

c1c2...cm є пiввiдрiзком, довжина (мiра Лебега)
якого обчислюється за формулою

\lambda 
\bigl( 
\Delta E

c1c2...cm

\bigr) 
=

1

(c1 + 1) . . . (cm + 1)cm
.

Ряд Енгеля (1) можна записати таким чином:

1

2 + g1
+

1

(2 + g1)(2 + g1 + g2)
+

1

(2 + g1)(2 + g1 + g2)(2 + g1 + g2 + g3)
+ . . . , (3)

де g1 = p1  - 1, gn+1 = pn+1  - pn для кожного n \in \BbbN . Вираз (3) називається рiзницевим зобра-
женням ряду Енгеля. Тут (gn) може бути довiльною послiдовнiстю цiлих невiд’ємних чисел.
Скорочений запис \Delta E

g1...gn... ряду (3) i його суми називається їх рiзницевим E -зображенням.
Теорема 3 ([2], лема 1). Нерiвнiсть x < y має мiсце тодi й лише тодi, коли iснує число

m \in \BbbN таке, що gm(x) > gm(y) i gj(x) = gj(y) для будь-якого j \in \{ 1, . . . ,m  - 1\} . В свою
чергу числа x та y є рiвними тодi й лише тодi, коли gi(x) = gi(y) для будь-якого i \in \BbbN .

3. Аналог задачi Гаусса – Кузьмiна для рiзницевого зображення дiйсних чисел рядами
Енгеля. Нехай x = \Delta E

g1(x)g2(x)...
. Функцiя \omega , означена рiвнiстю

\omega (x) = \omega 
\Bigl( 
\Delta E

g1(x)g2(x)...

\Bigr) 
= \Delta E

g2(x)g3(x)...
,

називається оператором лiвостороннього зсуву цифр E -зображення чисел.
З означення функцiї \omega та властивостей E -зображення випливає, що функцiя \omega є:
сюр’єктивною;
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зростаючою на кожному \Delta E -цилiндрi;
неперервною в усiх внутрiшнiх точках кожного \Delta E -цилiндра.
Оператор n-кратного лiвостороннього зсуву \omega n означується рiвнiстю \omega n(x) \equiv \omega 

\bigl( 
\omega n - 1(x)

\bigr) 
,

де \omega 1(x) = \omega (x).

Множину En(a) означимо рiвнiстю

En(a) =
\bigl\{ 
x : x \in (0; 1], \omega n(x) < a

\bigr\} 
.

Задача Гаусса – Кузьмiна для рiзницевого зображення дiйсних чисел рядами Енгеля полягає у
знаходженнi границi \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty \lambda (En(a)), де \lambda (\cdot ) — мiра Лебега.

Нехай
Mk

n =
\bigcup 

pn - 1\leq k
pn>k

\Delta E
p1...pn

— множина всiх тих чисел, у яких першi n - 1 цифра не перевищують k, а n-на цифра бiльша
за k. Тодi для кожного x \in (0; 1)\setminus \BbbQ i кожного k \in \BbbN iснує єдине n = n(x) \in \BbbN таке, що
x \in Mk

n (наслiдок з теореми 2).

Очевидно, що для кожного k має мiсце рiвнiсть
\sum \infty 

n=1
\lambda 
\bigl( 
Mk

n

\bigr) 
= 1. Тодi справджуються

рiвностi, якi випливають iз збiжностi цього ряду:

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\lambda 
\bigl( 
Mk

n

\bigr) 
= 0,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

\infty \sum 
n=r+1

\lambda 
\bigl( 
Mk

n

\bigr) 
= 0,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

r\sum 
n=1

\lambda 
\bigl( 
Mk

n

\bigr) 
= 1.

Лема 1. Для кожного t \in \BbbN має мiсце рiвнiсть

\infty \sum 
i=t

\lambda 
\Bigl( 
\Delta E

p1...pn[pn+i]

\Bigr) 
=

pn
pn + t

\lambda 
\bigl( 
\Delta E

p1...pn

\bigr) 
.

Доведення. Використовуючи формулу для мiри Лебега цилiндра, отримуємо

\infty \sum 
i=t

\lambda 
\Bigl( 
\Delta E

p1...pn[pn+i]

\Bigr) 
=

\infty \sum 
i=t

1

(p1 + 1) . . . (pn + 1)(pn + i+ 1)(pn + i)
=

=
1

(p1 + 1) . . . (pn + 1)

\infty \sum 
i=t

1

(pn + i+ 1)(pn + i)
=

=
1

(p1 + 1) . . . (pn + 1)

1

pn + t
=

=
1

(p1 + 1) . . . (pn + 1)pn

pn
pn + t

=
pn

pn + t
\lambda 
\bigl( 
\Delta E

p1...pn

\bigr) 
.

Лему доведено.
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Теорема 4. Для довiльних \varepsilon \in (0; 1) i t \in \BbbN iснує H = H(\varepsilon , t) \in \BbbN таке, що для всiх
натуральних r > H

\lambda 
\bigl( \bigl\{ 

x : gr+1(x) \geq t
\bigr\} \bigr) 

> 1 - \varepsilon .

Доведення. Нехай \varepsilon \in (0; 1) — довiльна фiксована як завгодно близька до нуля стала, t —
довiльне фiксоване натуральне число.

Оскiльки \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}pn\rightarrow \infty 
pn

pn + t
= 1, причому послiдовнiсть

pn
pn + t

зростаюча, то iснує натураль-

не число N = N(\varepsilon , t) таке, що для всiх pn > N виконується нерiвнiсть

pn
pn + t

>
N

N + t
>

\surd 
1 - \varepsilon .

Оскiльки \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}r\rightarrow \infty 
\sum r

n=1
\lambda 
\bigl( 
Mk

n

\bigr) 
= 1, то iснує натуральне число H = H(\varepsilon , t,N) таке, що

для всiх r > H виконується нерiвнiсть
\sum r

n=1
\lambda (MN

n ) >
\surd 
1 - \varepsilon .

Розiб’ємо множину
r\bigcup 

n=1

MN
n = \{ x : pr(x) > N\} на цилiндри (r + 1)-го рангу та оцiнимо

сумарну мiру Лебега \lambda t = \lambda (\varepsilon , t,N, r) тих цилiндрiв, для яких pr+1 \geq pr + t (тобто gr+1 \geq t):

\lambda t =
\sum 

1\leq p1\leq ...\leq pr
pr>N

\Biggl( \infty \sum 
i=t

\lambda 
\Bigl( 
\Delta E

p1...pr[pr+i]

\Bigr) \Biggr) 
=

\sum 
1\leq p1\leq ...\leq pr

pr>N

\biggl( 
pr

pr + t
\lambda 
\bigl( 
\Delta E

p1...pr

\bigr) \biggr) 
>

>
\sum 

1\leq p1\leq ...\leq pr
pr>N

\biggl( 
N

N + t
\lambda 
\bigl( 
\Delta E

p1...pr

\bigr) \biggr) 
=

N

N + t

\sum 
1\leq p1\leq ...\leq pr

pr>N

\lambda 
\bigl( 
\Delta E

p1...pr

\bigr) 
=

=
N

N + t
\lambda 

\Biggl( 
r\bigcup 

n=1

MN
n

\Biggr) 
=

N

N + t

r\sum 
n=1

\lambda 
\bigl( 
MN

n

\bigr) 
>

\surd 
1 - \varepsilon 

\surd 
1 - \varepsilon = 1 - \varepsilon .

Далi, очевидно, що \lambda 
\bigl( \bigl\{ 

x : gr+1(x) \geq t
\bigr\} \bigr) 

\geq \lambda t > 1 - \varepsilon .

Теорему 4 доведено.
Теорема 5 (основний результат). Для кожного a \in (0; 1] має мiсце рiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\lambda (En(a)) = 1.

Доведення. Достатньою умовою для того, щоб x1 < x2, є нерiвнiсть g1(x1) > g1(x2). Тому
(0; 1] \supset En(a) \supset 

\bigl\{ 
x : gn+1(x) > g1(a)

\bigr\} 
. Звiдси

1 = \lambda (0; 1] \geq \lambda (En(a)) \geq \lambda 
\bigl( \bigl\{ 

x : gn+1(x) > g1(a)
\bigr\} \bigr) 

.

З теореми 4 при t = g1(a) отримуємо, що для довiльних \varepsilon \in (0; 1) i a \in (0; 1] iснує таке
H = H(\varepsilon , a) \in \BbbN , що

\lambda 
\bigl( \bigl\{ 

x : gr+1(x) \geq g1(a)
\bigr\} \bigr) 

> 1 - \varepsilon 

для всiх r > H. Тодi для кожного r > H виконується нерiвнiсть

1 \geq \lambda (Er(a)) \geq \lambda 
\bigl( \bigl\{ 

x : gr+1(x) > g1(a)
\bigr\} \bigr) 

> 1 - \varepsilon .

З останньої нерiвностi випливає, що \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty \lambda (En(a)) = 1.

Теорему 5 доведено.
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