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ЗАДАЧА БОЯНОВА – НАЙДЬОНОВА ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ
I ЗАДАЧА ЕРДЬОША ДЛЯ ПОЛIНОМIВ ТА СПЛАЙНIВ

We solve the extremal problem \bigm\| \bigm\| x(k)
\pm 

\bigm\| \bigm\| 
Lp[a,b]

\rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}, k = 0, 1, . . . , r  - 1, p > 0,

in the class of pairs (x, I) of functions x \in Sk
\varphi such that \varphi (i) are the comparison functions for x(i), i = 0, 1, . . . , k, and

the intervals I = [a, b] satisfy the conditions

L(x)p \leq A, \mu 
\bigl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x

(k)
\pm 

\bigr\} 
\leq \mu ,

where L(x)p := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\Biggl\{ \biggl( \int b

a

| x(t)| pdt
\biggr) 1

p

: a, b \in \bfR , | x(t)| > 0, t \in (a, b)

\Biggr\} 
. In particular, we solve the same problems

on the classes W r
\infty (\bfR ) and on the bounded sets of spaces of trigonometric polynomials and splines and the Erdös problem

for the positive (negative) parts of polynomials and splines.

Розв’язано екстремальну задачу\bigm\| \bigm\| x(k)
\pm 

\bigm\| \bigm\| 
Lp[a,b]

\rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}, k = 0, 1, . . . , r  - 1, p > 0,

на класi пар (x, I) функцiй x \in Sk
\varphi , похiднi яких x(i), i = 0, 1, . . . , k, мають функцiями порiвняння вiдповiднi

похiднi \varphi (i), та iнтервалiв I = [a, b], якi задовольняють умови

L(x)p \leq A, \mu \{ \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x
(k)
\pm \} \leq \mu ,

де L(x)p := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\Biggl\{ \biggl( \int b

a

| x(t)| pdt
\biggr) 1

p

: a, b \in \bfR , | x(t)| > 0, t \in (a, b)

\Biggr\} 
. Як наслiдок розв’язано такi ж задачi на

класах W r
\infty (\bfR ) i на обмежених множинах просторiв тригонометричних полiномiв i сплайнiв та задачу Ердьоша

для додатних (вiд’ємних) частин полiномiв i сплайнiв.

1. Вступ. Нехай G = \bfR або G = [\alpha , \beta ]. Будемо розглядати простори Lp(G), 0 < p \leq \infty , усiх
вимiрних за Лебегом функцiй x : G \rightarrow \bfR , для яких \| x\| Lp(G) < \infty , де

\| x\| Lp(G) :=

\left\{     
\biggl( \int 

G
| x(t)| pdt

\biggr) 1/p

, якщо 0 < p < \infty ,

\mathrm{v}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in G | x(t)| , якщо p = \infty .

Для r \in \bfN i p, s \in (0,\infty ] через Lr
p,s позначимо простiр усiх функцiй x \in Lp(\bfR ), що мають

локально абсолютно неперервнi похiднi до (r - 1)-го порядку включно, до того ж x(r) \in Ls(\bfR ).

Будемо писати \| x\| p замiсть \| x\| Lp(\bfR ) i Lr
\infty замiсть Lr

\infty ,\infty .

Вiдомо (див., наприклад, [1, с. 47]), що задача знаходження точної сталої C в нерiвностi
типу Колмогорова – Надя \bigm\| \bigm\| x(k)\bigm\| \bigm\| 

q
\leq C\| x\| \alpha p

\bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| 1 - \alpha 

s
(1.1)
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на класi функцiй x \in Lr
p,s, де \alpha =

r  - k + 1/q  - 1/s

r + 1/p - 1/s
, а параметри q, p, s \geq 1, r \in \bfN , k \in \bfN \bfzero :=

:= \bfN 
\bigcup 
\{ \bfzero \} , k < r, задовольняють умову \alpha \leq (r  - k)/r, рiвносильна екстремальнiй задачi\bigm\| \bigm\| x(k)\bigm\| \bigm\| 

q
\rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} (1.2)

на класi функцiй x \in Lr
p,s з обмеженнями\bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| 

s
\leq Ar, \| x\| p \leq A0, (1.3)

де A0, Ar — заданi додатнi числа.
Данiй тематицi присвячено значну кiлькiсть робiт (детальну бiблiографiю можна знайти

в роботах [1 – 3]). Зазначимо, що в роботi [4] дослiджено питання про збiг точних сталих у
нерiвностях типу (1.1) для перiодичних функцiй i таких же нерiвностях для неперiодичних
функцiй на осi. Попри велику кiлькiсть робiт, присвячених нерiвностям вигляду (1.1), точна
стала C в цiй нерiвностi вiдома для всiх r \in \bfN i всiх k < r лише в небагатьох випадках.
Тому цiкавою є наступна модифiкацiя задачi (1.2) з обмеженнями (1.3), розглянута Бояновим i
Найдьоновим [5].

Будемо говорити, що f \in L1
\infty є функцiєю порiвняння для x \in L1

\infty , якщо \| x\pm \| \infty \leq \| f\pm \| \infty 
i з рiвностi x(\xi ) = f(\eta ), \xi , \eta \in \bfR , випливає нерiвнiсть | x\prime (\xi )| \leq | f \prime (\eta )| , якщо вказанi похiднi
iснують.

Непарну 2\omega -перiодичну функцiю \varphi \in L1
\infty назвемо S -функцiєю, якщо вона має такi влас-

тивостi: \varphi парна щодо \omega /2, | \varphi | опукла догори на [0, \omega ] i строго монотонна на [0, \omega /2]. Для
k = 0, 1, 2, . . . i S -функцiї \varphi \in Lk+1

\infty через Sk
\varphi позначимо клас функцiй x \in Lk+1

\infty таких, що \varphi (i)

є функцiєю порiвняння для x(i), i = 0, 1, . . . , k. Прикладами класiв Sk
\varphi є соболєвськi класи\Bigl\{ 

x \in Lr
\infty :

\bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \infty \leq Ar, \| x\| \infty \leq A0

\Bigr\} 
,

а також обмеженi пiдмножини просторiв Tn (тригонометричних полiномiв порядку \leq n) i
простори Sn,r (сплайнiв порядку r дефекту 1 з вузлами в точках l\pi /n, l \in \bfZ ).

Для довiльного вiдрiзка [\alpha , \beta ] \subset \bfR Б. Боянов i Н. Найдьонов [5] розв’язали задачу

\beta \int 
\alpha 

\Phi 
\bigl( 
| x(k)(t)| 

\bigr) 
dt \rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}, k = 1, 2, . . . ,

на класi Sk
\varphi , де \Phi — неперервно диференцiйовна функцiя на [0,\infty ) така, що \Phi (t)/t не спадає

i \Phi (0) = 0. Як наслiдок вони розв’язали задачу Ердьоша [6] про характеризацiю тригоно-
метричного полiнома з фiксованою рiвномiрною нормою, графiк якого на заданому вiдрiзку
[\alpha , \beta ] \subset \bfR має максимальну довжину. Цю ж задачу для неперiодичних сплайнiв на осi було
розв’язано в роботi [7].

Через W позначимо клас неперервних, невiд’ємних i опуклих функцiй \Phi , визначених на
[0,\infty ), таких що \Phi (0) = 0. Для p > 0 покладемо [8]

L(x)p := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{     
\left(  b\int 

a

| x(t)| pdt

\right)  
1
p

: a, b \in \bfR , | x(t)| > 0, t \in (a, b)

\right\}     . (1.4)
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Зазначимо, що L(x)\infty = \| x\| \infty i L(x\prime )1 \leq 2\| x\| \infty .

В роботах [9 – 11] розв’язано задачу Боянова – Найдьонова i для k = 0, а саме задачу

\beta \int 
\alpha 

\Phi (| x(t)| p)dt \rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}, \Phi \in W, p > 0, (1.5)

на класi функцiй S0
\varphi , що задовольняють умову L(x)p \leq L(\varphi )p. Як наслiдок отримано розв’язок

задачi

\beta \int 
\alpha 

\Phi 
\bigl( 
| x(k)(t)| 

\bigr) 
dt \rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}, \Phi \in W, k = 1, 2, . . . , (1.6)

на класах функцiй x \in Sk
\varphi .

Задачу Боянова – Найдьонова i нерiвностi типу Колмогорова – Надя для функцiй з несимет-
ричними обмеженнями на старшу похiдну розглянуто в роботах [12, 13]. Серед iнших робiт,
присвячених цiй тематицi, вiдмiтимо статтi [14, 15].

У цiй статтi розв’язано задачу (теорема 1)

b\int 
a

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt \rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}, \Phi \in W, p > 0, (1.7)

на класi пар (x, I) функцiй x \in S0
\varphi i вiдрiзкiв I = [a, b], для яких L(x)p \leq L(\varphi )p i виконано

вiдповiдну умову

\mu 
\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x\pm 

\bigr) 
\leq \mu , \mu > 0, (1.8)

а також задачу (теорема 2)

b\int 
a

\Phi 
\bigl( 
x
(k)
\pm (t)

\bigr) 
dt \rightarrow \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}, \Phi \in W, k = 1, 2, . . . , (1.9)

на класi пар (x, I) функцiй x \in Sk
\varphi i вiдрiзкiв I = [a, b], для яких виконується вiдповiдна умова

\mu 
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x

(k)
\pm 

\Bigr) 
\leq \mu , \mu > 0, (1.10)

де

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x :=
\bigl\{ 
t \in [a, b] : | x(t)| > 0

\bigr\} 
.

Зокрема, задачi (1.7) i (1.9) з обмеженнями (1.8) i (1.10) вiдповiдно розв’язано (теорема 3)
на класах \Omega r

p(A0, Ar) :=
\bigl\{ 
x \in Lr

\infty :
\bigm\| \bigm\| x(r)\bigm\| \bigm\| \infty \leq Ar, L(x)p \leq A0

\bigr\} 
i на обмежених пiдмножинах

просторiв Tn i Sn,r (теореми 4, 5).
Крiм того, одержано розв’язок (теорема 6) аналога задачi Ердьоша про характеризацiю пари

(x, I), що складається з полiнома T \in Tn iз заданою рiвномiрною нормою i вiдрiзка I з мiрою
носiя \mu 

\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}I T

\prime 
\pm 
\bigr) 
, обмеженою заданим числом, для якої пiдсумкова довжина дуг графiка

додатної (вiд’ємної) частини полiнома T\pm на вiдрiзку I є максимальною. Ту ж саму задачу
розв’язано в цiй же теоремi для сплайнiв iз множини \~Sn,r :=

\bigl\{ 
s(\cdot + \tau ) : s \in Sn,r, \tau \in \bfR 

\bigr\} 
.
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2. Допомiжнi твердження. Зазначимо, що якщо функцiя x \in S0
\varphi задовольняє умову

L(x)p < \infty з деяким p > 0 i | x(t)| > 0 для t \in (a, b), до того ж a =  - \infty або b = +\infty ,

то x(t) \rightarrow 0, якщо t \rightarrow  - \infty або t \rightarrow +\infty . В цьому випадку будемо вважати x( - \infty ) = 0 або
x(+\infty ) = 0.

Для сумовної на вiдрiзку [a, b] функцiї x cимволом r(x, t) позначимо перестановку функцiї
| x| (див., наприклад, [16], §1.3). При цьому покладемо r(x, t) = 0 для t > b - a.

Лема 1. Нехай \varphi — S -функцiя з перiодом 2\omega , p > 0, \Phi \in W, а функцiя x \in S0
\varphi задовольняє

умову

L(x)p \leq L(\varphi )p, (2.1)

де величина L(x)p означена рiвнiстю (1.4).
Якщо iнтервал (скiнченний або нескiнченний) (a\pm , b\pm ) \subset \bfR i вiдрiзок [A\pm , B\pm ] \subset \bfR такi,

що

x(a\pm ) = x(b\pm ) = 0, x\pm (t) > 0, t \in (a\pm , b\pm ), (2.2)

i

\varphi (A\pm ) = \varphi (B\pm ) = 0, \varphi \pm (t) > 0, t \in (A\pm , B\pm ), (2.3)

то для довiльного \xi > 0 i будь-якої функцiї \Phi \in W виконуються нерiвностi

a\pm +\xi \int 
a\pm 

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt \leq 

A\pm +\xi \int 
A\pm 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt (2.4)

i

b\pm \int 
b\pm  - \xi 

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt \leq 

B\pm \int 
B\pm  - \xi 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt, (2.5)

де x\pm — звуження x\pm на (a\pm , b\pm ), а \varphi \pm  - звуження \varphi \pm на [A\pm , B\pm ], до того ж за межами
вiдповiдних промiжкiв вважаємо функцiї x\pm i \varphi \pm рiвними нулю.

Крiм того, якщо

b\pm  - a\pm \leq B\pm  - A\pm , (2.6)

то для довiльного вiдрiзка [\alpha \pm , \beta \pm ] \subset [A\pm , B\pm ], для якого

\beta \pm  - \alpha \pm = b\pm  - a\pm , (2.7)

має мiсце нерiвнiсть

b\pm \int 
a\pm 

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt \leq 

\beta \pm \int 
\alpha \pm 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt, \Phi \in W. (2.8)
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Доведення. Зафiксуємо функцiю x i промiжки (a\pm , b\pm ) та [A\pm , B\pm ], що задовольняють
умови леми. Встановимо нерiвнiсть (2.4) (нерiвнiсть (2.5) встановлюється аналогiчно).

Спочатку встановимо нерiвнiсть

\xi \int 
0

rp(x\pm , t)dt \leq 
\xi \int 

0

rp(\varphi \pm , t)dt, \xi > 0. (2.9)

Переконаємося насамперед у тому, що рiзниця \delta \pm (t) : = r(x\pm , t)  - r(\varphi \pm , t) змiнює знак на
[0,\infty ) не бiльше одного разу (з мiнуса на плюс). Для доведення цього факту зазначимо, що

\delta \pm (0) \leq \| x\pm \| \infty  - \| \varphi \| \infty \leq 0, (2.10)

оскiльки x \in S0
\varphi . Внаслiдок цiєї нерiвностi i спiввiдношень (2.2), (2.3) для довiльного z\pm \in 

\in 
\bigl[ 
0, \| x\pm \| L\infty [a\pm ,b\pm ]

\bigr) 
iснують такi точки

t\pm i \in [a\pm , b\pm ], i = 1, . . . ,m, m \geq 2, y\pm j \in [A\pm , B\pm ], j = 1, 2,

що

z\pm = x\pm (t
\pm 
i ) = \varphi \pm (y

\pm 
j ). (2.11)

Внаслiдок включення x \in S0
\varphi для точок t\pm i i y\pm j , що задовольняють (2.11), виконується нерiв-

нiсть \bigm| \bigm| x\prime \pm (t\pm i )\bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| \varphi \prime 
\pm (y

\pm 
j )

\bigm| \bigm| . (2.12)

Тому якщо точки \theta \pm 1 , \theta 
\pm 
2 > 0 вибрано так, що

z\pm = r(x\pm , \theta 
\pm 
1 ) = r(\varphi \pm , \theta 

\pm 
2 ),

то за теоремою про похiдну перестановки (див., наприклад, [16], твердження 1.3.2) з урахуван-
ням нерiвностi (2.12) отримуємо

\bigm| \bigm| r\prime (x\pm , \theta \pm 1 )\bigm| \bigm| =
\Biggl[ 

m\sum 
i=1

\bigm| \bigm| x\prime \pm (t\pm i )\bigm| \bigm|  - 1

\Biggr]  - 1

\leq 

\left[  2\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \varphi \prime 
\pm (y

\pm 
j )

\bigm| \bigm|  - 1

\right]   - 1

=
\bigm| \bigm| r\prime (\varphi \pm , \theta 

\pm 
2 )

\bigm| \bigm| .
Звiдси внаслiдок (2.10) випливає, що рiзниця \delta \pm (t) := r(x\pm , t)  - r(\varphi \pm , t) змiнює знак на
[0,\infty ) не бiльше одного разу (з мiнуса на плюс). Те ж саме правильно i для рiзницi \delta \pm p (t) :=
:= rp(x\pm , t) - rp(\varphi \pm , t).

Розглянемо iнтеграл

I\pm p (\xi ) :=

\xi \int 
0

\delta \pm p (t)dt, \xi \geq 0.

Зрозумiло, що I\pm p (0) = 0, i внаслiдок умови (2.1) для \xi \geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ b\pm  - a\pm , B\pm  - A\pm \} маємо

I\pm p (\xi ) \leq L(x\pm )p  - L
\bigl( 
\varphi \pm 

\bigr) 
p
\leq 0.
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Крiм того, похiдна (I\pm p )\prime (t) = \delta \pm p (t) змiнює знак на [0,\infty ) не бiльше одного разу (з мiнуса на
плюс). Отже, I\pm p (\xi ) \leq 0 для всiх \xi \geq 0. Нерiвнiсть (2.9) встановлено. З неї внаслiдок теореми
Гардi – Лiттлвуда – Полiа (див., наприклад, [16], теорема 1.3.11) випливає, що

b\pm \int 
a\pm 

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt \leq 

B\pm \int 
A\pm 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt, \Phi \in W. (2.13)

Встановимо тепер нерiвнiсть (2.4). Переходячи до зсувiв функцiй x i \varphi , можемо вважати,
що

a\pm = A\pm = 0. (2.14)

Тодi з включення x \in S0
\varphi випливає, що рiзниця \Delta \pm (t) := x\pm (t) - \varphi \pm (t) змiнює знак на [0,\infty )

не бiльше одного разу (з мiнуса на плюс). Внаслiдок монотонного зростання функцiй f(t) = tp

i \Phi \in W те ж саме правильно i для рiзницi \Delta \pm 
\Phi (t) := \Phi 

\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
 - \Phi 

\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
. Покладемо

I\pm \Phi (\xi ) :=

\xi \int 
0

\Delta \pm 
\Phi (t)dt, \xi \geq 0.

Зрозумiло, що I\pm \Phi (0) = 0. Враховуючи також нерiвнiсть (2.13) i припущення (2.14), отримуємо

I\pm \Phi (\xi ) \leq 
b\pm \int 

a\pm 

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt - 

B\pm \int 
A\pm 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt \leq 0

для \xi \geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ b\pm  - a\pm , B\pm  - A\pm \} . Крiм того, похiдна (I\pm \Phi )\prime (t) = \Delta \pm 
\Phi (t) змiнює знак на [0,\infty )

не бiльше одного разу (з мiнуса на плюс). Отже, I\pm \Phi (\xi ) \leq 0 для всiх \xi \geq 0, що внаслiдок
припущення (2.14) рiвносильно нерiвностi (2.4).

Залишилось встановити нерiвнiсть (2.8) за умов (2.6), (2.7). Нехай останнi двi умови вико-
нано. Тодi, переходячи, якщо потрiбно, до зсуву функцiї x, можна вважати, що

a\pm = \alpha \pm , b\pm = \beta \pm . (2.15)

Тому з включення x \in S0
\varphi i умови (2.2) випливає нерiвнiсть

x\pm (t) \leq \varphi \pm (t), t \in [a\pm , b\pm ].

Звiдси внаслiдок припущення (2.15) безпосередньо отримуємо нерiвнiсть (2.8).
Лему 1 доведено.
При доведеннi леми 1 було отримано нерiвнiсть (2.13). Таким чином, має мiсце наслiдок.
Наслiдок 1. За умов леми 1 для довiльної функцiї \Phi \in W виконується нерiвнiсть

b\pm \int 
a\pm 

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt \leq 

B\pm \int 
A\pm 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt =

2\omega \int 
0

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt. (2.16)
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Лема 2. Нехай \varphi — S -функцiя з перiодом 2\omega , p > 0, \Phi \in W, [a, b] \subset \bfR . Якщо функцiя
x \in S0

\varphi задовольняє умову

L(x)p \leq L(\varphi )p, (2.17)

де величина L(x)p означена рiвнiстю (1.4), i одну з вимог

\delta \pm := \mu 
\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x\pm 

\Bigr) 
\leq \omega , (2.18)

то для довiльної функцiї \Phi \in W виконується вiдповiдна нерiвнiсть

b\int 
a

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt \leq 

m\pm +\Theta \pm \int 
m\pm  - \Theta \pm 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt, (2.19)

де m\pm — точки локального максимума функцiй \varphi \pm , а числа \Theta \pm > 0 такi, що

\varphi (m\pm  - \Theta \pm ) = \varphi (m\pm +\Theta \pm ), (2.20)

до того ж

2\Theta \pm = \delta \pm . (2.21)

Доведення. Зафiксуємо функцiю x \in S0
\varphi i вiдрiзок [a, b], що задовольняють умови леми 2.

Встановимо (2.19) для x+ (для x - доведення проводиться аналогiчно). Нехай вiдрiзок [a, b]

задовольняє вiдповiдну вимогу (2.18). Будемо вважати, що

x+(a) > 0, x+(b) > 0 (2.22)

(якщо хоча б одна з цих нерiвностей не виконується, встановлення нерiвностi (2.19) лише
спрощується).

Нехай функцiя x не має нулiв на (a, b). Оскiльки L(x)p < \infty внаслiдок умови (2.17), то
iснує такий iнтервал (c, d) (скiнченний або нескiнченний), що (a, b) \subset (c, d), до того ж

x+(c) = x+(d) = 0, x+(t) > 0, t \in (c, d).

Через x+ позначимо звуження x+ на (c, d), а через \varphi + - звуження \varphi + на [0, 2\omega ]. Застосовуючи
до iнтервалу (c, d) нерiвнiсть (2.16), отримуємо оцiнку

d\int 
c

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt \leq 

2\omega \int 
0

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt,

яку можна записати у виглядi

d - c\int 
0

\Phi 
\bigl( 
rp(x+, t)

\bigr) 
dt \leq 

2\omega \int 
0

\Phi 
\bigl( 
rp(\varphi +, t)

\bigr) 
dt. (2.23)
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Як i при доведеннi леми 1, можна перевiрити, що рiзниця \delta \Phi (t) := \Phi 
\bigl( 
rp(x+, t)

\bigr) 
 - \Phi 

\bigl( 
rp(\varphi +, t)

\bigr) 
змiнює знак на [0,\infty ) не бiльше одного разу (з мiнуса на плюс), i за допомогою цього факту i
нерiвностi (2.23) встановити нерiвнiсть

\xi \int 
0

\Phi 
\bigl( 
rp(x+, t)

\bigr) 
dt \leq 

\xi \int 
0

\Phi 
\bigl( 
rp(\varphi +, t)

\bigr) 
dt, \xi > 0.

Зрозумiло, що ця нерiвнiсть також матиме мiсце, якщо пiд x+ розумiти звуження x+ на (a, b).

Розумiючи пiд x+ саме таке звуження, отримуємо

b\int 
a

\Phi 
\bigl( 
(xp+(t)

\bigr) 
dt =

b - a\int 
0

\Phi 
\bigl( 
rp(x+, t)

\bigr) 
dt \leq 

b - a\int 
0

\Phi 
\bigl( 
rp(\varphi +, t)

\bigr) 
dt =

m++\Theta +\int 
m+ - \Theta +

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt,

де m+ — точка локального максимума сплайна \varphi +, а \Theta + > 0 задовольняє умови (2.20) i
(2.21), до того ж \delta + = b  - a. Отже, нерiвнiсть (2.19) у випадку, коли x не має нулiв на (a, b),

встановлено.
Нехай тепер x має нулi на (a, b). Покладемо

a\prime := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\bigl\{ 
t \in (a, b) : x+(t) = 0

\bigr\} 
, b\prime := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\bigl\{ 
t \in (a, b) : x+(t) = 0

\bigr\} 
.

Тодi внаслiдок (2.22) носiй \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x+ має вигляд

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x+ = (a, a\prime )
\bigcup 

(b\prime , b)
\bigcup \bigcup 

k

(ak, bk), (2.24)

де (ak, bk) \subset (a\prime , b\prime ), до того ж

x(ak) = x(bk) = 0, x+(t) > 0, t \in (ak, bk)

(не виключено, що множина таких iнтервалiв (ak, bk) є порожньою). З огляду на спiввiдношен-
ня (2.18), припущення (2.22) i означення чисел a\prime , b\prime маємо

\delta + = (a\prime  - a) + (b - b\prime ) +
\sum 
k

(bk  - ak) \leq \omega . (2.25)

Нехай A+ i B+ - два сусiднiх нулi функцiї \varphi , до того ж \varphi +(t) > 0 для t \in (A+, B+). Внаслi-
док (2.17) L(x)p < \infty . Тому iснують iнтервали (\alpha \prime , a\prime ), (b\prime , \beta \prime ) (скiнченнi або нескiнченнi), для
яких

x+(\alpha 
\prime ) = x+(a

\prime ) = 0, x+(t) > 0, t \in (\alpha \prime , a\prime ),

i
x+(b

\prime ) = x+(\beta 
\prime ) = 0, x+(t) > 0, t \in (b\prime , \beta \prime ).

Застосовуючи до iнтервалiв (\alpha \prime , a\prime ), (b\prime , \beta \prime ) i вiдрiзка [A+, B+] нерiвностi (2.4), (2.5), отримуємо

b\int 
b\prime 

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt \leq 

A++\xi \int 
A+

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt, \xi = b - b\prime , (2.26)
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i

a\prime \int 
a

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt \leq 

B+\int 
B+ - \eta 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt, \eta = a\prime  - a (2.27)

(внаслiдок (2.25) замiсть x+ в нерiвностi (2.4) можна написати x+, а замiсть \varphi + — \varphi +).

Внаслiдок (2.25) iснують такi iнтервали (\alpha k, \beta k), що попарно не перетинаються, (\alpha k, \beta k) \subset 
\subset (A++ \xi , B+ - \eta ) i \beta k  - \alpha k = bk  - ak. Для них на пiдставi спiввiдношення (2.8) виконується
нерiвнiсть

bk\int 
ak

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt \leq 

\beta k\int 
\alpha k

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt. (2.28)

Пiдсумовуючи оцiнки (2.26) – (2.28) i враховуючи (2.24), маємо

b\int 
a

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt =

a\prime \int 
a

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt+

b\int 
b\prime 

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt+

\sum 
k

bk\int 
ak

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt \leq 

\leq 
A++\xi \int 
A+

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt+

B+\int 
B+ - \eta 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt+

\sum 
k

\beta k\int 
\alpha k

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt.

Оскiльки \beta k - \alpha k = bk - ak, то внаслiдок (2.25) \xi +\eta +
\sum 

k
(\beta k - \alpha k) = \delta +. Тому сума iнтегралiв

у правiй частинi отриманої оцiнки не перевищує

\delta +\int 
0

r
\bigl( 
\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+

\bigr) 
, t
\bigr) 
dt =

m++\Theta +\int 
m+ - \Theta +

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt,

де m+ — точка локального максимума функцiї \varphi +, а \Theta + > 0 задовольняє спiввiдношення (2.20)
i (2.21). Нерiвнiсть (2.19) встановлено.

Лемму 2 доведено.

Наслiдок 2. За умов леми 2 i виконання одного з припущень

\mu 
\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x\pm 

\bigr) 
\leq \omega 

має мiсце вiдповiдна нерiвнiсть

b\int 
a

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt \leq 

2\omega \int 
0

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t)

\bigr) 
dt. (2.29)
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3. Розв’язання задачi Боянова – Найдьонова на класах функцiй iз заданою функцiєю
порiвняння. Нехай p, \omega > 0, \varphi — S -функцiя з перiодом 2\omega . Покладемо

L\varphi (p, \omega ) :=
\bigl\{ 
x \in S0

\varphi : L(x)p \leq L(\varphi )p
\bigr\} 
, (3.1)

де величина L(x)p означена рiвнiстю (1.4). Зафiксуємо числo \mu > 0 i введемо клас L\pm 
\varphi (p, \omega , \mu )

пар (x, I) функцiй x i вiдрiзкiв I = [a, b] спiввiдношенням

L\pm 
\varphi (p, \omega , \mu ) :=

\bigl\{ 
(x, I) : x \in L\varphi (p, \omega ), \mu (\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}I x\pm ) \leq \mu 

\bigr\} 
. (3.2)

Запишемо число \mu у виглядi

\mu = n \cdot \omega + 2\Theta , n \in \bfN 
\bigcup 

\{ 0\} , \Theta \in [0, \omega /2). (3.3)

Зазначимо, що якщо числа \tau \pm \in \bfR i вiдрiзок [A,B] такi, що

B  - A = 2n\omega + 2\Theta , (3.4)

\varphi \pm (A+\Theta + \tau \pm ) = \varphi \pm (B  - \Theta + \tau \pm ) = \| \varphi \| \infty , (3.5)

то
\bigl( 
\varphi (\cdot + \tau \pm ), [A,B]

\bigr) 
\in L\pm 

\varphi (p, \omega , \mu ).

Теорема 1. Нехай p, \omega , \mu > 0, \varphi — S -функцiя з перiодом 2\omega . Тодi для довiльної функцiї
\Phi \in W

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
b\int 

a

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt : (x, [a, b]) \in L\pm 

\varphi (p, \omega , \mu )

\right\}   =

B\int 
A

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
\pm (t+ \tau \pm )

\bigr) 
dt,

де множини L\pm 
\varphi (p, \omega , \mu ), числа \tau \pm i вiдрiзок [A,B] визначенi спiввiдношеннями (3.1) – (3.5).

Доведення. Зафiксуємо довiльну пару (x, I) \in L\pm 
\varphi (p, \omega , \mu ), що складається з функцiї x

i вiдрiзка I = [a, b]. Доведемо теорему для x+ (для x - доведення проводиться аналогiчно).
Спочатку встановимо нерiвнiсть

\scrI :=

b\int 
a

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt \leq 

B\int 
A

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t+ \tau +)

\bigr) 
dt := \scrI (\mu ). (3.6)

Почнемо з випадку \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x+ = \mu . Оскiльки для \mu виконується спiввiдношення (3.3), то
вiдрiзок [a, b] можна записати у виглядi

[a, b] =
n\bigcup 

k=1

[\alpha k, \beta k]
\bigcup 

[\alpha , \beta ],

причому iнтервали (\alpha k, \beta k), (\alpha , \beta ) попарно не перетинаються i

\mu (\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[\alpha k,\beta k]
x+) = \omega , \mu (\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[\alpha ,\beta ] x+) = 2\Theta .

Тому
b\int 

a

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt =

n\sum 
k=1

\beta k\int 
\alpha k

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt+

\beta \int 
\alpha 

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt.
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Застосовуючи для оцiнки iнтегралiв у правiй частинi цiєї рiвностi нерiвностi (2.29) i (2.19),
отримуємо

b\int 
a

\Phi 
\bigl( 
xp+(t)

\bigr) 
dt \leq n

2\omega \int 
0

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt+

m++\Theta \int 
m+ - \Theta 

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t)

\bigr) 
dt =

B\int 
A

\Phi 
\bigl( 
\varphi p
+(t+ \tau +)

\bigr) 
dt,

де m+ — точка локального максимума функцiї \varphi , а остання рiвнiсть у цiй низцi спiввiдношень
випливає з (3.4). Отже, нерiвнiсть (3.6) встановлено у випадку \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x+ = \mu .

Нехай тепер \mu 1 := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}[a,b] x+ < \mu . Зазначимо, що число \mu однозначно зображується у
виглядi (3.3), i тому цим числом однозначно (з точнiстю до зсуву) визначаються вiдрiзок [A,B]

i число \tau +. Отже, iнтеграл \scrI (\mu ) у правiй частинi (3.6) однозначно визначається числом \mu .

При цьому очевидно, що \scrI (\mu ) не спадає як функцiя вiд \mu . Тому, повторюючи мiркування з
попереднього випадку, для iнтеграла \scrI в лiвiй частинi (3.6) отримуємо оцiнку

\scrI \leq \scrI (\mu 1) \leq I(\mu ).

Таким чином, нерiвнiсть (3.6) повнiстю встановлено. Залишилось зазначити, що для пари\bigl( 
\varphi (\cdot + \tau \pm ), [A,B]

\bigr) 
\in L\pm 

\varphi (p, \omega , \mu ), що складається з функцiї x(\cdot ) = \varphi (\cdot + \tau +) i вiдрiзка [A,B],

якi заданi спiввiдношеннями (3.3) – (3.5), нерiвнiсть (3.6) перетворюється в рiвнiсть.
Теорему 1 доведено.
Нехай k \in \bfN , \omega > 0, \varphi — S -функцiя з перiодом 2\omega , така що \varphi \in Lk+1

\infty , x \in Sk
\varphi . Тодi \varphi (i) є

функцiєю порiвняння для x(i), i = 0, 1, . . . , k. Тому

L(x(k))1 \leq 2
\bigm\| \bigm\| x(k - 1)

\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq 2

\bigm\| \bigm\| \varphi (k - 1)
\bigm\| \bigm\| 
\infty = L(\varphi (k))1. (3.7)

Отже, x(k) \in S\varphi (k)(1, \omega ). Зафiксуємо числo \mu > 0 i введемо клас пар (x, I) функцiй x i вiдрiзкiв
I = [a, b] спiввiдношенням

S\pm 
\varphi ,k(\omega , \mu ) :=

\bigl\{ 
(x, I) : x \in Sk

\varphi , \mu 
\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}I x

(k)
\pm 

\bigr) 
\leq \mu 

\bigr\} 
. (3.8)

З наведених означень i спiввiдношення (3.7) випливає iмплiкацiя

(x, I) \in S\pm 
\varphi , k(\omega , \mu ) \Rightarrow (x(k), I) \in L\pm 

\varphi (k)(1, \omega , \mu ), (3.9)

де множини L\pm 
\varphi (p, \omega , \mu ) визначенi за допомогою (3.2).

Запишемо число \mu у виглядi

\mu = n\omega + 2\Theta , n \in \bfN 
\bigcup 

\{ 0\} , \Theta \in (0, \omega /2). (3.10)

Виберемо далi числа \tau \pm k \in \bfR i вiдрiзок [A,B] так, щоб

B  - A = 2n\omega + 2\Theta , (3.11)

\varphi 
(k)
\pm (A+\Theta + \tau \pm k ) = \varphi 

(k)
\pm (B  - \Theta + \tau \pm k ) =

\bigm\| \bigm\| \varphi (k)
\bigm\| \bigm\| 
\infty . (3.12)

Тодi
\bigl( 
\varphi (\cdot + \tau \pm ), [A,B]

\bigr) 
\in S\pm 

\varphi ,k(\omega , \mu ).
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Теорема 2. Нехай k \in \bfN , \omega , \mu > 0, \varphi — S -функцiя з перiодом 2\omega , така що \varphi \in Lk+1
\infty .

Тодi для довiльної функцiї \Phi \in W

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
b\int 

a

\Phi 
\Bigl( 
x
(k)
\pm (t)

\Bigr) 
dt : (x, I) \in S\pm 

\varphi ,k(\omega , \mu )

\right\}   =

B\int 
A

\Phi 
\Bigl( 
\varphi 
(k)
\pm (t+ \tau \pm k )

\Bigr) 
dt,

де множина S\pm 
\varphi ,k(\omega , \mu ), числа \tau \pm k i вiдрiзок [A,B] заданi спiввiдношеннями (3.8) – (3.12).

Доведення. Внаслiдок iмплiкацiї (3.9), якщо (x, I) \in S\pm 
\varphi , k(\omega , \mu ), то (x(k), I) \in L\pm 

\varphi (k)(1, \omega , \mu ),

де множина L\pm 
\varphi (p, \omega , \mu ) визначена в (3.2). Тому, застосовуючи теорему 1 до класу L\pm 

\varphi (k)(1, \omega , \mu ),

отримуємо твердження теореми 2.
Теорему 2 доведено.
Поклавши \Phi (t) = tq/p в теоремi 1 i \Phi (t) = tq в теоремi 2, отримаємо такий наслiдок.
Наслiдок 3. Нехай k \in \bfN , p, \omega , \mu > 0, \varphi — S -функцiя з перiодом 2\omega , \Phi \in W. Тодi для

довiльних q \geq p

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
b\int 

a

xq\pm (t)dt : (x, I) \in L\pm 
\varphi (p, \omega , \mu )

\right\}   =

B\int 
A

\varphi q
\pm (t+ \tau \pm )dt,

де множини L\pm 
\varphi (p, \omega , \mu ), числа \tau \pm i вiдрiзок [A,B] заданi спiввiдношеннями (3.1) – (3.5).

Крiм того, якщо k \in \bfN , \mu > 0, \varphi \in Lk+1
\infty , то для довiльного q \geq 1

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
b\int 

a

\Bigl( 
x
(k)
\pm (t)

\Bigr) q
dt : (x, I) \in S\pm 

\varphi , k(\omega , \mu )

\right\}   =

B\int 
A

\Bigl( 
\varphi 
(k)
\pm (t+ \tau \pm k )

\Bigr) q
dt,

де множини S\pm 
\varphi ,k(\omega , \mu ), числа \tau \pm k i вiдрiзок заданi спiввiдношеннями (3.8) – (3.12).

4. Розв’язання задачi Боянова – Найдьонова на соболєвських класах. Символом \varphi r(t),

r \in \bfN , позначимо зсув r-го 2\pi -перiодичного iнтеграла з нульовим середнiм значенням на
перiодi вiд функцiї \varphi 0(t) = \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t, що задовольняє умову \varphi r(0) = 0. Для \lambda > 0 покладемо
\varphi \lambda ,r(t) := \lambda  - r\varphi r(\lambda t).

Нехай Ar, A0, p > 0. Виберемо \lambda > 0 так, щоб

A0 = ArL(\varphi \lambda ,r)p, (4.1)

де величина L(x)p визначена рiвнiстю (1.4), i покладемо

\varphi (t) := Ar\varphi \lambda ,r(t). (4.2)

Зрозумiло, що \varphi є S -функцiєю з перiодом 2\pi /\lambda , до того ж
\bigm\| \bigm\| \varphi (r)

\bigm\| \bigm\| 
\infty = Ar, L(\varphi )p = A0.

Розглянемо клас функцiй

\Omega r
p(A0, Ar) :=

\bigl\{ 
x \in Lr

\infty : \| x(r)\| \infty \leq Ar, L(x)p \leq A0

\bigr\} 
. (4.3)

Лема 3 [11]. Нехай r \in \bfN , A0, Ar, p > 0. Тодi для довiльного k = 0, 1, . . . , r  - 1

\Omega r
p(A0, Ar) \subset Sk

\varphi ,

де функцiя \varphi визначена рiвнiстю (4.2), а число \lambda — рiвнiстю (4.1).
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Нехай r \in \bfN , k = 0, 1, . . . , r  - 1; \mu > 0. Розглянемо множину пар (x, I) функцiй x i
вiдрiзкiв I = [\alpha , \beta ], визначених спiввiдношенням

\Omega r,k
p (A0, Ar)\pm :=

\Bigl\{ 
(x, I) : x \in \Omega r

p(A0, Ar), \mu 
\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}I x

(k)
\pm 

\bigr) 
\leq \mu 

\Bigr\} 
. (4.4)

Запишемо число \mu у виглядi

\mu = n
\pi 

\lambda 
+ 2\Theta , n \in \bfN 

\bigcup 
\{ 0\} , \Theta \in (0, \pi /(2\lambda )). (4.5)

Виберемо далi числа \tau \pm \in \bfR i вiдрiзок [A,B] так, щоб

B  - A = 2n
\pi 

\lambda 
+ 2\Theta , (4.6)\bigl( 

\varphi \lambda ,r - k

\bigr) 
\pm (A+\Theta + \tau \pm ) =

\bigl( 
\varphi \lambda ,r - k

\bigr) 
\pm (B  - \Theta + \tau \pm k ) =

\bigm\| \bigm\| \varphi \lambda ,r - k

\bigm\| \bigm\| 
\infty . (4.7)

Тодi
\bigl( 
\varphi \lambda ,r(\cdot + \tau \pm ), [A,B]

\bigr) 
\in \Omega r,k

p (A0, Ar)\pm .

З теорем 1, 2 i леми 3 випливає таке твердження.
Теорема 3. Нехай r \in \bfN , A0, Ar, p > 0, \Phi \in W. Тодi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
\beta \int 

\alpha 

\Phi 
\bigl( 
xp\pm (t)

\bigr) 
dt :

\bigl( 
x, [\alpha , \beta ]

\bigr) 
\in \Omega r,0

p (A0, Ar)\pm 

\right\}   =

B\int 
A

\Phi 
\bigl( 
(Ar\varphi \lambda ,r)

p
\pm (t+ \tau \pm )

\bigr) 
dt,

а якщо k \in \bfN , k < r, то

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
\beta \int 

\alpha 

\Phi (x
(k)
\pm (t))dt :

\bigl( 
x, [\alpha , \beta ]

\bigr) 
\in \Omega r,k

p (A0, Ar)\pm 

\right\}   =

B\int 
A

\Phi 
\bigl( 
Ar(\varphi \lambda ,r - k)\pm (t+ \tau \pm )

\bigr) 
dt,

де класи \Omega r,k
p (A0, Ar)\pm , числа \lambda , \tau \pm i вiдрiзок [A,B] визначенi в (4.3) – (4.7).

Поклавши \Phi (t) = tq/p, q \geq p, у першому спiввiдношеннi теореми 3 i \Phi (t) = tq, q \geq 1, у

другому, отримаємо (як у наслiдку 3) точнi оцiнки норм
\bigm\| \bigm\| x(k)\pm 

\bigm\| \bigm\| 
Lq [\alpha ,\beta ]

, k = 0, 1, . . . , r  - 1, на

класах \Omega r,k
p (A0, Ar)\pm .

Теорему 3 доведено в [17].
5. Розв’язання задачi Боянова – Найдьонова на просторах тригонометричних полiно-

мiв. Через Tn позначимо простiр тригонометричних полiномiв порядку не вищого за n. Для
A0, p > 0 покладемо

Tn(A0, p) :=
\bigl\{ 
T \in Tn : L(T )p \leq A0L(\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n(\cdot ))p

\bigr\} 
,

де величина L(x)p визначена рiвнiстю (1.4).
Лема 4 [11]. Нехай n \in \bfN , A0, p > 0. Для довiльного k = 0, 1, . . .

Tn(A0, p) \subset Sk
\varphi ,

де \varphi (t) = A0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}nt.
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Нехай k \in \bfN 
\bigcup 
\{ 0\} , \mu > 0. Введемо множину пар (T, I) полiномiв T i вiдрiзка I = [\alpha , \beta ]

спiввiдношенням

T\pm 
n,k(A0, p, \mu ) :=

\Bigl\{ 
(T, I) : T \in Tn(A0, p), \mu 

\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}I T

(k)
\pm 

\bigr) 
\leq \mu 

\Bigr\} 
. (5.1)

Запишемо число \mu у виглядi

\mu = m
\pi 

n
+ 2\Theta , m \in \bfN 

\bigcup 
\{ 0\} , \Theta \in (0, \pi /(2n)). (5.2)

Виберемо далi числа \tau \pm \in \bfR i вiдрiзок [A,B] так, щоб

B  - A = 2m
\pi 

n
+ 2\Theta , (5.3)\bigl( 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n
\bigl( 
A+\Theta + \tau \pm 

\bigr) \bigr) 
\pm =

\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n

\bigl( 
B  - \Theta + \tau \pm 

\bigr) \bigr) 
\pm = 1. (5.4)

З теорем 1, 2 i леми 4 випливає таке твердження.
Теорема 4. Нехай A0, p, \mu > 0, \Phi \in W. Тодi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
\beta \int 

\alpha 

\Phi (T p
\pm (t))dt :

\bigl( 
T, [\alpha , \beta ]

\bigr) 
\in T\pm 

n,0(A0, p, \mu )

\right\}   =

B\int 
A

\Phi 

\biggl( \Bigl( 
A0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n

\bigl( 
t+ \tau \pm 

\bigr) \Bigr) p

\pm 

\biggr) 
dt

i для довiльного k \in \bfN 

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
\beta \int 

\alpha 

\Phi (T
(k)
\pm (t))dt :

\bigl( 
T, [\alpha , \beta ]

\bigr) 
\in T\pm 

n,k(A0, p, \mu )

\right\}   =

B\int 
A

\Phi 

\biggl( 
nkA0

\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n

\bigl( 
t+ \tau \pm 

\bigr) \Bigr) 
\pm 

\biggr) 
dt,

де класи T\pm 
n,k(A0, p, \mu ), числа \tau \pm i вiдрiзок [A,B] визначенi в (5.1) – (5.4).

6. Розв’язання задачi Боянова – Найдьонова на просторах сплайнiв. Через Sn,r позна-
чимо простiр 2\pi -перiодичних полiномiальних сплайнiв порядку r дефекту 1 з вузлами в точках
k\pi /n, k \in \bfZ . Для A0, p > 0 покладемо

Sn,r(A0, p) :=
\bigl\{ 
s(\cdot + \tau ) : s \in Sn,r, L(s)p \leq A0L(\varphi n,r)p, \tau \in \bfR 

\bigr\} 
,

де величина L(x)p визначена рiвнiстю (1.4).
Лема 5 [11]. Нехай r, n \in \bfN , A0, p > 0. Для довiльного k = 0, 1, . . . , r  - 1

Sn,r(A0, p) \subset Sk
\varphi ,

де \varphi (t) = A0\varphi n,r(t).

Нехай r, n \in \bfN , k = 0, 1, . . . , r  - 1, \mu > 0. Розглянемо множину пар (s, I) сплайнiв s i
вiдрiзкiв I = [\alpha , \beta ], визначених спiввiдношенням

Sk
n,r(A0, p, \mu )\pm :=

\Bigl\{ 
(s, I) : s \in Sn,r(A0, p), \mu 

\Bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}I s

(k)
\pm 

\Bigr) 
\leq \mu 

\Bigr\} 
. (6.1)

Запишемо число \mu у виглядi

\mu = m
\pi 

n
+ 2\Theta , m \in \bfN 

\bigcup 
\{ 0\} , \Theta \in 

\bigl( 
0, \pi /(2n)

\bigr) 
. (6.2)
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Виберемо далi числа \tau \pm \in \bfR i вiдрiзок [A,B] так, щоб

B  - A = 2m
\pi 

n
+ 2\Theta , (6.3)

(\varphi n,r - k)\pm 
\bigl( 
A+\Theta + \tau \pm 

\bigr) 
=

\bigl( 
\varphi n,r - k

\bigr) 
\pm 
\bigl( 
B  - \Theta + \tau \pm 

\bigr) 
= \| \varphi n,r - k\| \infty . (6.4)

З теорем 1, 2 i леми 5 випливає таке твердження.
Теорема 5. Нехай r, n \in \bfN , A0, p, \mu > 0, \Phi \in W. Тодi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
\beta \int 

\alpha 

\Phi (sp\pm (t))dt :
\bigl( 
s, [\alpha , \beta ]

\bigr) 
\in S0

n,r(A0, p, \mu )\pm 

\right\}   =

B\int 
A

\Phi 
\bigl( 
(A0\varphi n,r)

p
\pm (t+ \tau \pm )

\bigr) 
dt,

а для довiльного k = 1, 2, . . . , r  - 1

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\left\{   
\beta \int 

\alpha 

\Phi (s
(k)
\pm (t))dt : s \in Sk

n,r(A0, p, \mu )\pm 

\right\}   =

\beta \int 
\alpha 

\Phi 
\bigl( 
A0(\varphi n,r - k)\pm (t+ \tau \pm )| 

\bigr) 
dt,

де класи Sk
n,r(A0, p, \mu )\pm , числа \tau \pm i вiдрiзок [A,B] визначенi в (6.1) – (6.4).

7. Розв’язання задачi Ердьоша на просторах тригонометричних полiномiв i сплайнiв.
Б. Боянов i Н. Найдьонов [5] розв’язали задачу Ердьоша [6] про характеризацiю тригонометрич-
ного полiнома T \in Tn з фiксованою рiвномiрною нормою, графiк якого на заданому вiдрiзку
[\alpha , \beta ] \subset \bfR має максимальну довжину.

В наступнiй теоремi розв’язано аналогiчну задачу про характеризацiю пари (T, I), що
складається з полiнома T \in Tn iз заданою рiвномiрною нормою i вiдрiзка I з мiрою носiя
\mu 
\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}I T

\prime 
\pm 
\bigr) 
, обмеженою заданим числом, для якої пiдсумкова довжина дуг графiка долатної

(вiд’ємної) частини полiнома T на вiдрiзку I є найбiльшою. Ту ж саму задачу розв’язано в цiй
теоремi для сплайнiв з множини

\~Sn,r :=
\bigl\{ 
s(\cdot + \tau ) : s \in Sn,r, \tau \in \bfR 

\bigr\} 
.

Як вiдомо, довжина дуги l[a, b] графiка функцiї x \in L1[a, b] задається формулою l[a, b] =

=

\int b

a

\sqrt{} 
1 + x\prime (t)2dt. Зрозумiло, що для функцiї \Phi 0(t) =

\surd 
1 + t2 має мiсце включення \Phi 0 \in W.

Тому, поклавши \Phi = \Phi 0, k = 1, p = \infty в теоремах 4 i 5, отримаємо таке твердження.
Теорема 6. Нехай n \in \bfN , M, \mu > 0 i \mu має вигляд

\mu = m
\pi 

n
+ 2\Theta , m \in \bfN 

\bigcup 
\{ 0\} , \Theta \in 

\bigl( 
0, \pi /(2n)

\bigr) 
.

Серед усiх пар (x, I) полiномiв x \in Tn iз заданою рiвномiрною нормою M i вiдрiзкiв I сiм’ї

S :=
\bigl\{ 
I \subset \bfR : \mu 

\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}I x

\prime 
\pm 
\bigr) 
\leq \mu 

\bigr\} 
найбiльшу пiдсумкову довжину дуг графiка додатної (вiд’ємної ) частини x\pm на вiдрiзку I має
полiном x(t) = M \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n(t+ \tau \pm ) на вiдрiзку [A,B], для якого

B  - A = 2m
\pi 

n
+ 2\Theta , (7.1)
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\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n

\bigl( 
A+\Theta + \tau \pm 

\bigr) \bigr) 
\pm =

\bigl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}n

\bigl( 
B  - \Theta + \tau \pm 

\bigr) \bigr) 
\pm = 1.

Серед усiх пар (x, I) зсувiв сплайнiв x \in \~Sn,r iз заданою рiвномiрною нормою M i вiдрiзкiв I

сiм’ї S найбiльшу пiдсумкову довжину дуг графiка додатної (вiд’ємної ) частини x\pm на вiдрiзку

I має зсув сплайна x(t) =
M

\| \varphi n,r\| \infty 
\varphi n,r(t + \tau \pm ) на вiдрiзку [A,B], для якого виконується

рiвнiсть (7.1) i

(\varphi n,r - 1)\pm 
\bigl( 
A+\Theta + \tau \pm 

\bigr) 
= (\varphi n,r - 1)\pm 

\bigl( 
B  - \Theta + \tau \pm 

\bigr) 
= \| \varphi n,r - 1\| \infty .
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