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ЛIНIЙНЕ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ РIВНЯННЯ З НЕОДНОРIДНIСТЮ
У ВИГЛЯДI ФОРМАЛЬНОГО СТЕПЕНЕВОГО РЯДУ НАД КIЛЬЦЕМ
IЗ НЕАРХIМЕДОВИМ НОРМУВАННЯМ2

Consider a linear nonhomogeneous differential equation of the mth order with constant coefficients from the valuation ring
K of a non-Archimedean field. We establish sufficient conditions for the uniqueness and existence of the solution of this
equation in the ring of formal power series K[[x]]. In addition, the fundamental solution of the equation is obtained, and
it is shown that its convolution with the inhomogeneity is a unique solution of the analyzed equation.

Розглядається лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння m-го порядку зi сталими коефiцiєнтами, що належать
кiльцю нормування K неархiмедового поля. Отримано достатнi умови iснування та єдиностi його розв’язку в кiльцi
формальних степеневих рядiв K[[x]]. Крiм того, для цього рiвняння побудовано такий фундаментальний розв’язок,
що його згортка з неоднорiднiстю є єдиним розв’язком розглянутого рiвняння.

1. Вступ. Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

amw(m)(x) + am - 1w
(m - 1)(x) + . . .+ a1w

\prime (x) + a0w(x) = f(x), am \not = 0. (1)

Припустимо, що коефiцiєнти цього рiвняння є дiйсними, а функцiя f(x) — неперервною. Тодi
задача Кошi для рiвняння (1) з початковими умовами w(0) = w0

0, w
\prime (0) = w1

0, . . . , w
(m - 1)(0) =

= wm - 1
0 має єдиний розв’язок

w(x) = wh(x) +

x\int 
0

K(x, \xi )f(\xi ) d\xi , (2)

де wh(x) — розв’язок однорiдного рiвняння з розглянутими початковими умовами, а K(x, \xi ) —
функцiя Кошi рiвняння (1).

Припустимо, що f(x) — полiном i a0 \not = 0. Тодi, як вiдомо, рiвняння (1) має єдиний полiно-
мiальний розв’язок. Зазначимо, що цей розв’язок складно знайти за допомогою формули (2),
оскiльки невiдомими є початковi умови, що йому вiдповiдають. З iншого боку, якщо F — до-
вiльне поле нульової характеристики, f \in F [x] i a0 \not = 0, то єдиний полiномiальний розв’язок
рiвняння (1) можна знайти суто алгебраїчним методом невизначених коефiцiєнтiв. Якщо тепер
коефiцiєнти полiнома f(x) належать деякiй областi цiлiсностi K, то метод невизначених ко-
ефiцiєнтiв дає розв’язок iз коефiцiєнтами з поля часток кiльця K. Цi коефiцiєнти можуть не
належати K (див. приклад 2).

У цiй роботi ми вивчаємо рiвняння (1) з неоднорiднiстю у виглядi формального степеневого
ряду. Нехай f(x) — формальний степеневий ряд iз коефiцiєнтами, що належать полю F. Тепер
метод невизначених коефiцiєнтiв є застосовним до розв’язання задачi Кошi для рiвняння (1)
(див. [5], гл. VII). Вiн дає нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв цього рiвняння у кiльцi формальних
степеневих рядiв: один розв’язок для кожного набору початкових умов. Варто зазначити, що
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у випадку, коли коефiцiєнти ряду f(x) належать областi цiлiсностi K, у багатьох важливих
ситуацiях рiвняння (1) має не бiльше одного розв’язку iз кiльця K[[x]] (див. теорему 5). Таким
чином, у цьому випадку метод невизначених коефiцiєнтiв не працює, оскiльки заздалегiдь не
вiдомi початковi умови, що можуть вiдповiдати єдиному розв’язку.

У 1808 роцi Б. Брiссон [2], зокрема, зазначив, що за позначенням D =
d

dx
рiвняння Dw +

+ w = f формально має розв’язок w = f  - Df + D2f  - . . . (див. також [23]). Зауважимо,
що у випадку, коли у розглянутому рiвняннi f є полiномом над деяким кiльцем, ця сума дає
полiномiальний розв’язок рiвняння з коефiцiєнтами з того ж кiльця. У. Броджи узагальнив
результат Б. Брiссона на випадок диференцiального рiвняння (1) (див. [13], § 5, 22.1). Вiн знай-
шов розв’язок цього рiвняння у виглядi суми ряду

w(x) =

\infty \sum 
k=0

ckf
(k)(x), (3)

в якiй коефiцiєнти ck задовольняють рiвняння\bigl( 
amsm + am - 1s

m - 1 + . . .+ a1s+ a0
\bigr)  - 1

= c0 + c1s+ c2s
2 + c3s

3 + . . . . (4)

Ранiше всi цi конструкцiї розглядались лише у класичнiй ситуацiї, тобто над полями дiйсних
або комплексних чисел, при виконаннi вiдповiдних умов збiжностi. Звiсно, без виконання
додаткових умов ряд Брiссона

\sum \infty 

k=0
( - 1)kf (k)(x) може бути скрiзь розбiжним, наприклад

якщо f(x) = ex. Класичнi умови збiжностi ряду типу (3) можна знайти, наприклад, у [18]
(гл. 3, розд. 3) i [25] (гл. 1).

Ми будемо розглядати iншi ситуацiї, в яких можна застосувати конструкцiю Броджи (3). У
пунктi 2 повнiстю дослiджено випадок полiномiальної неоднорiдностi над довiльною областю
цiлiсностi. У пунктi 3 ми пояснимо, як можна розумiти фразу „ряд (3) формально задоволь-
няє рiвняння (1)”. У випадку, коли неоднорiднiсть f(x) є формальним степеневим рядом над
областю цiлiсностi характеристики нуль (див. [19], означення 1.43), але не є полiномом, ми
покажемо, що ряд (3) не є коректно визначеним формальним степеневим рядом, оскiльки в
якостi його „коефiцiєнтiв” з’являються нескiнченнi суми елементiв кiльця (теорема 4). Варто
зазначити, що пошук розв’язкiв рiвнянь у виглядi формальних степеневих рядiв i означен-
ня „формальних” розв’язкiв рiвнянь у ситуацiях, коли звичайний розв’язок рiвняння може не
iснувати, породжує новi постановки задач у сучаснiй теорiї диференцiальних рiвнянь (див.,
наприклад, [1]).

У роботi [9] (приклад 2.1) показано, що диференцiальне рiвняння y\prime +y = 1+x+x2+x3+. . .

не має розв’язку у кiльцi \BbbZ [[x]]. У теорема 2.1 зi статтi [10] стверджується, що у таких прикладах
можна надати змiст коефiцiєнтам формального розв’язку (3), якщо розглядати нескiнченнi суми
цiлих чисел у кiльцi цiлих p-адичних чисел \BbbZ p (див. також [3], твердження 7.3). Зазначимо, що
кiльце \BbbZ p є кiльцем нормування поля p-адичних чисел \BbbQ p щодо стандартного неархiмедового
нормування (див., наприклад, [22], розд. 1.2). Варто зауважити, що вперше теорему iснування
розв’язкiв диференцiального рiвняння над неархiмедовим полем було доведено у статтi [20].

Основнi результати роботи мiстяться у пунктi 4, в якому розглядається довiльне поле F

нульової характеристики з неархiмедовим нормуванням | \cdot | [22] (розд. 1.2) i його кiльце нор-

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 11



ЛIНIЙНЕ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ РIВНЯННЯ З НЕОДНОРIДНIСТЮ . . . 1465

мування K = \{ s \in F : | s| \leq 1\} [17] (гл. XII, § 4). Знайдено деякi умови єдиностi розв’язку
рiвняння (1) (теорема 5). За додаткової умови повноти поля F щодо нормування | \cdot | отримано
теорему iснування розв’язку цього рiвняння й показано, що єдиний розв’язок рiвняння (1) має
вигляд (3), де збiжнiсть ряду (3) тепер розумiється щодо топологiї покоефiцiєнтної збiжнос-
тi (теорема 6). Ця теорема є основним результатом роботи. Про топологiю покоефiцiєнтної
збiжностi див. [12] (гл. 1, розд. 3). Отриманi результати уточнено у частковому випадку, коли
K = \BbbZ p (теорема 7).

У роботi [10] ми побудували деякий аналог згортки (добутку Гурвиця) ряду Ейлера \scrE b(x) =

=
1

x
 - 1!b

x2
+

2!b2

x3
 - . . . та довiльного формального степеневого ряду з цiлими коефiцiєнтами.

Було показано, що ряд Ейлера можна розглядати як фундаментальний розв’язок лiнiйного ди-

ференцiального оператора першого порядку b
d

dx
 - I (див. також [8]). У пунктi 5 цiєї статтi цю

конструкцiю узагальнено на випадок рiвняння (1) та довiльного кiльця нормування поля, що є
повним щодо неархiмедового нормування. Крiм того, знайдено в явному виглядi фундаменталь-
ний розв’язок диференцiального оператора другого порядку (див. приклади 5, 6 та зауваження
5). Iнший, суто алгебраїчний, пiдхiд до поняття фундаментального розв’язку диференцiального
оператора було розглянуто у роботах [11] i [28] (приклад 6).

На завершення цього пункту зазначимо, що ми дослiджуємо лише лiнiйнi неоднорiднi ди-
ференцiальнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами у кiльцях формальних степеневих рядiв над
областями цiлiсностi нульової характеристики. Розв’язки у виглядi формальних степеневих ря-
дiв та бiльш загальних рядiв для класичних лiнiйних диференцiальних рiвнянь з рацiональними
та мероморфними коефiцiєнтами вивчались у багатьох роботах (див., наприклад, [1, 21, 26]).
Щодо лiнiйних диференцiальних рiвнянь у просторах збiжних p-адичних степеневих рядiв та
рiвнянь над полями додатної характеристики див., наприклад, [6, 7, 14 – 16, 24].

2. Полiномiальна неоднорiднiсть. Нехай K — довiльна область цiлiсностi з одиницею.
В цьому пунктi сформульовано i доведено кiлька простих результатiв, що виникають, якщо
розглядати рiвняння (1) з полiномiальною неоднорiднiстю i шукати його розв’язок у виглядi (3).

Теорема 1. Нехай елементи a0, a1, . . . , am, належать областi K. Рiвняння (1) має полi-
номiальний розв’язок для будь-якого f \in K[x] тодi й лише тодi, коли елемент a0 є оборотним.
При цьому полiномiальний розв’язок є єдиним, має вигляд (3) i його степiнь дорiвнює степе-
ню f(x).

Доведення. Позначимо D =
d

dx
i P (t) = amtm + . . . + a1t + a0. Якщо a0 є оборотним,

полiном P (t) також є оборотним у кiльцi формальних степеневих рядiв K[[t]]. Тодi рiвняння (1)
можемо записати як P (D)w = f, i це рiвняння має єдиний розв’язок w = P - 1(D)f. Оскiльки

формальний степеневий ряд (P (t)) - 1 =
\sum \infty 

k=0
ckt

k є оборотним до P (t), то його коефiцiєн-

ти однозначно визначенi рiвнiстю (4). Тому розв’язок P - 1(D)f рiвняння (1) знаходиться за
формулою (3).

З iншого боку, нехай рiвняння має полiномiальний розв’язок для будь-якого полiнома f(x),

зокрема для f(x) = 1. Степенi похiдних w\prime , . . . , w(m) меншi за степiнь w. Тодi максимальний
степiнь w повинен дорiвнювати 0, тобто розв’язок рiвняння (1) має вигляд w(x) = C. Тому
a0C = 1, тобто елемент a0 є оборотним.

Теорему 1 доведено.
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Для рiвнянь першого i другого порядку коефiцiєнти cj , а отже i розв’язок у виглядi (3),
можуть бути знайденi явно.

Зауваження 1. Нехай елементи a0, a1, a2 належать областi K, f \in K[x] i a0 — оборотний
елемент.

Якщо m = 1, то
1

a0 + a1t
=

\infty \sum 
j=0

( - 1)ja - j - 1
0 aj1t

j .

Отже, cj = ( - 1)ja - j - 1
0 aj1. Рiвняння a1w

\prime + a0w = f(x) має єдиний у K[x] розв’язок

w(x) =
\infty \sum 
k=0

( - 1)ka - k - 1
0 ak1f

(k)(x) =
\infty \sum 
k=0

\Biggl( \infty \sum 
n=0

( - 1)n

an+1
0

an1 (k + 1)(k + 2) . . . (k + n)fk+n

\Biggr) 
xk.

Якщо m = 2, маємо

1

a0 + a1t+ a2t2
=

\infty \sum 
n=0

( - 1)n

an+1
0

n\sum 
k=0

\biggl( 
n

k

\biggr) 
an - k
1 ak2t

n+k =
\infty \sum 
k=0

\infty \sum 
n=k

( - 1)n

an+1
0

\biggl( 
n

k

\biggr) 
an - k
1 ak2t

n+k =

=

\infty \sum 
k=0

\infty \sum 
n=0

\biggl( 
n+ k

k

\biggr) 
( - 1)n+k

an+k+1
0

an1a
k
2t

n+2k =
\infty \sum 
j=0

tj
[ j
2
]\sum 

k=0

\biggl( 
j  - k

k

\biggr) 
( - 1)j - kaj - 2k

1 ak2

aj - k+1
0

.

Отже,

cj =

[ j
2
]\sum 

k=0

\biggl( 
j  - k

k

\biggr) 
( - 1)j - kaj - 2k

1 ak2

aj - k+1
0

.

Рiвняння a2w
\prime \prime + a1w

\prime + a0w = f(x) має єдиний у K[x] розв’язок

w(x) =
\infty \sum 
j=0

f (j)(x)

[ j
2
]\sum 

k=0

( - 1)j - k

\biggl( 
j  - k

k

\biggr) 
aj - 2k
1 ak2

aj - k+1
0

=

=
\infty \sum 
k=0

\left(   \infty \sum 
j=0

(k + 1)(k + 2) . . . (k + j)fk+j

[ j
2
]\sum 

n=0

( - 1)j - n

\biggl( 
j  - n

n

\biggr) 
aj - 2n
1 an2

aj - n+1
0

\right)   xk.

Зауваження 2. Позначимо через F поле часток кiльця K. Якщо a0 \not = 0 не є оборотним у
K, то, застосовуючи теорему 1 для F, отримуємо єдиний в F [x] розв’язок рiвняння (1). Отже,
або цей розв’язок належить K[x], або рiвняння (1) не має розв’язку в K[x]. Якщо ж a0 = 0 i K
нескiнченне, то рiвняння (1) або має нескiнченно багато розв’язкiв в K[x], або не має жодного.
Справдi, розв’язуватимемо рiвняння (1) щодо v(x) = w(l)(x), де l — мiнiмальний номер, для
якого al \not = 0. Це рiвняння має єдиний розв’язок з F [x]. Отримуємо рiвняння w(l)(x) = v(x),

яке або має нескiнченно багато розв’язкiв, або не має жодного розв’язку в K[x].

Приклад 1. Розглянемо рiвняння 3w\prime +2w = 2x+5 над \BbbZ i \BbbQ . В цьому випадку a0 = 2 \not = 0,

a1 = 3. Тому c0 =
1

a0
=

1

2
i c1 =  - a1

a20
=  - 3

4
. За теоремою 1 єдиний розв’язок з \BbbQ [x] має

вигляд

w(x) = c0f(x) + c1f
\prime (x) =

1

2
(2x+ 5) - 2 \cdot 3

4
= x+ 1 i w \in \BbbZ [x].
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Приклад 2. Рiвняння 3w\prime + 2w = x + 5 має таку саму лiву частину, як i рiвняння з по-

переднього прикладу, тому c0 =
1

2
, c1 =  - 3

4
. За теоремою 1 єдиний в \BbbQ [x] розв’язок має

вигляд

w(x) = c0f(x) + c1f
\prime (x) =

1

2
(x+ 5) - 3

4
=

1

2
x+

7

4
.

Вiн не належить \BbbZ [x], i тому рiвняння не має розв’язкiв в \BbbZ [x].
Приклад 3. Рiвняння w\prime (x) = x не має розв’язкiв в \BbbZ [x], але має нескiнченно багато

розв’язкiв у кiльцi \BbbZ (3)[[x]], де \BbbZ (3) =
\Bigl\{ n

m
: (n,m) = 1 i m не дiлиться на 3

\Bigr\} 
. Справдi, полiно-

ми w(x) =
x2

2
+C, i лише вони, є розв’язками цього рiвняння в \BbbQ [x]. Для будь-якого C \in \BbbZ (3)

розв’язок належить \BbbZ (3)[x] i не належить \BbbZ [x].
3. Неоднорiднiсть з кiльця \bfitK [[\bfitx ]]. Спочатку зазначимо, що рiвняння вигляду (1) з нео-

днорiднiстю, що належить K[[x]]\setminus K[x], не може мати розв’язку з K[x]. Справдi, якщо полiном
w є розв’язком рiвняння (1), то неоднорiднiсть (1) дорiвнює amw(m) + . . .+ a1w

\prime + a0w, тобто
також є полiномом. Але таке рiвняння може мати розв’язок у K[[x]]. Як видно з доведення те-
ореми 1, для полiномiальної неоднорiдностi природно шукати розв’язок (1) у виглядi (3). Якщо
неоднорiднiсть належить K[[x]], то, взагалi кажучи, сума (3) формальних степеневих рядiв не є
коректно визначеною. Проте її можна розглядати як „формальний” розв’язок i використовувати
для знаходження розв’язку рiвняння (1).

3.1. Формальний розв’язок. Нехай K — довiльна область цiлiсностi з одиницею. Розгля-
немо кiльце K[[x]][[y]] формальних степеневих рядiв, що мають вигляд

w(x, y) =
\infty \sum 
k=0

wk(x)y
k,

де wk \in K[[x]]. Нехай \~D : K[[x]][[y]] \rightarrow K[[x]][[y]] — K -лiнiйний оператор, який кожному

ряду w(x, y) ставить у вiдповiднiсть ряд
\partial w

\partial x
(x, y) y. Для будь-якого f \in K[[x]] за означенням

покладемо \~f(x, y) = f(x). Розглянемо в кiльцi K[[x]][[y]] рiвняння

am \~Dmw + am - 1
\~Dm - 1w + . . .+ a1 \~Dw + a0w = \~f, (5)

де a0, a1, . . . , am \in K.

Теорема 2 (iснування та єдинiсть розв’язку). Нехай a0 — оборотний елемент K. Тодi рiв-
няння (5) у кiльцi K[[x]][[y]] має єдиний розв’язок

w(x, y) =

\infty \sum 
k=0

ckf
(k)(x)yk, (6)

де коефiцiєнти ck знаходяться з рiвностi (4).
Доведення. Як було зазначено в доведеннi теореми 1, полiном P (t) = amtm+ . . .+a1t+a0

оборотний у K[[t]]. Рiвняння (5) можна записати у виглядi P ( \~D)w = \~f. Воно має єдиний

розв’язок (P ( \~D)) - 1 \~f, де (P (t)) - 1 =
\sum \infty 

k=0
ckt

k. Оскiльки ( \~Dk \~f)(x, y) = f (k)(x)yk, ми отри-
муємо розв’язок (6).

Якщо f належить K[x] i елемент a0 є оборотним, сума ряду (3) є розв’язком рiвняння (1).
Якщо f належить K[[x]]\setminus K[x], можна говорити, що (3) є формальним розв’язком рiвняння (1).
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Означення 1. Нехай wk належить K[[x]]. Ряд w(x) =
\sum \infty 

k=0
wk(x) є формальним розв’яз-

ком рiвняння (1), якщо w(x, y) =
\sum \infty 

k=0
wk(x)y

k задовольняє рiвняння (5).

Розглянемо тепер диференцiальне рiвняння (1) над K з неоднорiднiстю f \in K[[x]] i наве-
демо зв’язок мiж ним i рiвнянням (5).

Теорема 3. Припустимо, що коефiцiєнт a0 рiвняння (1) оборотний.
1. Якщо послiдовнiсть \{ ck\} задовольняє рiвнiсть (4), то ряд (3) є формальним розв’язком

рiвняння (1).
2. Нехай K — область цiлiсностi нульової характеристики i f \in K[[x]] \setminus K[x]. Якщо

ряд
\sum \infty 

k=0
ckf

(k)(x) є формальним розв’язком рiвняння (1), то послiдовнiсть \{ ck\} задовольняє

рiвнiсть (4).
Доведення. Перше твердження випливає з теореми 2.
Нехай тепер bk \in K, k = 1, 2, 3, . . . , i ряд

\sum \infty 

k=0
bkf

(k)(x) задовольняє рiвняння (1).

Якщо ck — послiдовнiсть, що задовольняє (4), то ряд
\sum \infty 

k=0
(bk  - ck)f

(k)(x)yk є розв’язком
однорiдного рiвняння

am \~Dmw + am - 1
\~Dm - 1w + . . .+ a1 \~Dw + a0w = 0. (7)

З теореми 2 випливає, що (bk  - ck)f
(k)(x) = 0 для будь-якого k.

Тепер припустимо вiд супротивного, що iснує j, для якого bj \not = cj . Оскiльки K — область

цiлiсностi, то
(j + i)!

j!
fj+i = 0 для будь-якого i. З огляду на те, що K є областю цiлiсностi

характеристики нуль, маємо fj = fj+1 = . . . = 0, тобто f \in K[x], що суперечить умовi
теореми.

Теорему 3 доведено.
Наступна лема за деяких умов розв’язку рiвняння (5) ставить у вiдповiднiсть розв’язок

рiвняння (1).
Лема 1. Нехай деякий K -лiнiйний оператор T : K[[x]][[y]] \rightarrow K[[x]] з областю визначення

\frakD (T ) задовольняє такi умови:
1) \~D(\frakD (T )) \subset \frakD (T );

2) T ( \~Dw) = (Tw)\prime (x) для кожного w \in \frakD ;

3) T \~f = f для будь-якого f \in K[[x]], якщо \~f(x, y) = f(x).

Якщо w \in \frakD (T ) є розв’язком рiвняння (5), то Tw є розв’язком рiвняння (1).
Доведення. Оскiльки w належить \frakD (T ), то \~Dw, \~D2w, . . . , \~Dmw належать \frakD (T ). Ряд

w(x, y) \in \frakD (T ) є розв’язком рiвняння (5), тому

T (am \~Dmw + am - 1
\~Dm - 1w + . . .+ a1 \~Dw + a0w) = T \~f.

Для будь-якого j маємо T ( \~Djw(x, y)) = (Tw)(j) i T \~f = f, а тому

am(Tw)(m) + am - 1(Tw)
(m - 1) + . . .+ a1(Tw)

\prime + a0Tw = f.

Лему 1 доведено.
3.2. Збiжнiсть формального розв’язку в \bfitM -адичнiй топологiї . У кiльцi K[[x]] будемо

розглядати максимальний iдеал M = xK[[x]] та вiдповiдну M -адичну топологiю (див., напри-

клад, [4], розд. III.1). Збiжнiсть ряду
\sum \infty 

k=0
wk(x), wk(x) \in K[[x]], в цiй топологiї означає, що

коефiцiєнт при кожному степенi xn є сумою скiнченної кiлькостi елементiв з K.
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Наслiдок 1. Нехай ряд w(x) =
\sum \infty 

k=0
wk(x), що збiгається в кiльцi K[[x]] в M -адичнiй

топологiї, є формальним розв’язком рiвняння (1). Тодi цей ряд є розв’язком рiвняння (1) i
дорiвнює ряду (3). Також його можна записати у виглядi

w(x) =
\infty \sum 
k=0

\Biggl( \infty \sum 
n=0

cn(k + 1)(k + 2) . . . (k + n)fk+n

\Biggr) 
xk, (8)

де коефiцiєнт при кожному степенi xk є скiнченною сумою елементiв K.

Доведення. Нехай вiдображення T : K[[x]][[y]] \rightarrow K[[x]] з областю визначення

\frakD (T ) =

\Biggl\{ 
v(x, y) =

\infty \sum 
k=0

vk(x)y
k :

\infty \sum 
k=0

vk(x) збiгається в M -адичнiй топологiї

\Biggr\} 

задається рiвнiстю

T (v(x, y)) = v(x, 1). (9)

Оператор T задовольняє всi умови леми 1. Справдi, оскiльки
\sum \infty 

k=0
vk(x) збiгається в M -

адичнiй топологiї, то
\sum \infty 

k=0
v\prime k(x) також збiгається в цiй топологiї, тому

\partial v

\partial x
(x, y)y \in \frakD (T ).

Також T \~f(x, y) = f(x) для f \in K[[x]] i

T
\Bigl( 
\~Dw
\Bigr) 
= T

\biggl( 
\partial w

\partial x
(x, y)y

\biggr) 
=

\biggl( 
\partial w

\partial x
(x, y)y

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
y=1

=
\partial w

\partial x
(x, 1) = (Tw)\prime .

Нехай w(x, y) =
\sum \infty 

k=0
wk(x)y

k. Тодi з леми 1 маємо, що w(x) =
\sum \infty 

k=0
wk(x) є розв’язком

рiвняння (1). За теоремою 2 w(x) можна записати як (3). Неважко перевiрити, що коефiцiєнт

при степенi xk дорiвнює
\sum \infty 

n=0
cn(k + 1)(k + 2) . . . (k + n)fk+n.

Наслiдок 1 доведено.
Нехай тепер характеристика поля часток F кiльця K дорiвнює 0. Розглянемо рiвняння (1)

з неоднорiднiстю iз F [[x]]. За теоремою 3 ряд (3) є формальним розв’язком рiвняння (1). В
теоремi 4 стверджується, що ряд (3) збiгається в M -адичнiй топологiї тодi й лише тодi, коли
f — полiном.

Оскiльки ряд (8) збiгається в M -адичнiй топологiї тодi й лише тодi, коли формальний
коефiцiєнт

\sum \infty 

j=0
cj(k + j)!fk+j має скiнченну кiлькiсть ненульових доданкiв для кожного k,

отримуємо наступну умову збiжностi.
Лема 2. Нехай cj , fj \in F, j = 0, 1, 2, . . . , — довiльнi елементи поля F. Ряд (8) збiгається

у кiльцi F [[x]] в M -адичнiй топологiї тодi й лише тодi, коли для кожного k iснує i таке, що
cjfj+k = 0 для будь-якого j > i.

Наступний приклад демонструє, що теорема 4 не випливає очевидним чином з цiєї леми,
тому що умова леми може виконуватись навiть якщо нi \{ cj\} , нi \{ fj\} не є фiнiтними послiдов-
ностями.

Приклад 4. Нехай F = \BbbQ . Розглянемо послiдовнiсть \{ ci\} , для якої cj = 1, якщо iснує r

таке, що j = 2r ; iнакше ci = 0. Також розглянемо таку послiдовнiсть \{ fi\} , що fi = 1, якщо
i = 2r + r, i fi = 0 в iншому випадку.
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Для будь-якого k позначимо i = 2k+1. Оскiльки для будь-якого j > i, для якого cj \not = 0,

iснує таке r, що j = 2r, маємо j = 2r > i = 2k+1, отже, k \leq r  - 1. Тодi fk+j = f2r+k = 0,

позаяк 2r - 1 + r  - 1 < 2r < 2r + k < 2r + r. Отже, якщо cj \not = 0, то fk+j = 0, а тому
cjfj+k = 0.

Незважаючи на це, якщо \{ cj\} не є довiльною послiдовнiстю, а задовольняє (4), справджу-
ється така теорема.

Теорема 4. Нехай f \in F [[x]], a0, . . . , am \in F, a0 \not = 0 i cj задовольняють рiвнiсть (4).
Ряд (3) збiгається в M -адичнiй топологiї в F [[x]] тодi й лише тодi, коли f \in F [x].

Доведення. Насамперед зауважимо, що оскiльки послiдовнiсть \{ cj\} задовольняє рiвнян-
ня (4), вона не є фiнiтною i є розв’язком системи

a0c0 = 1,

j\sum 
i=0

aicj - i = 0, j = 1, 2, 3, . . . ,m,

m\sum 
i=0

aicj - i = 0, j = m+ 1,m+ 2, . . . .

Далi, зазначимо, що для будь-якого j iснує таке 1 \leq i \leq m, що cj+i \not = 0. Справдi, якщо iснує
таке j, що cj+1 = cj+2 = . . . = cj+m = 0, то з системи маємо ci = 0 для всiх i \geq j + 1. Це
суперечить тому, що послiдовнiсть \{ cj\} не є фiнiтною.

Доведемо тепер, що коли ряд f(x) не є полiномом, то для деякого k послiдовнiсть \{ cj(k+
+ j)!fk+j\} не є фiнiтною. Припустимо протилежне, тобто для кожного k iснує таке ik, що
cjfk+j = 0 для будь-якого j > ik. Розглянемо таке j > \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}k=0,1,...,m ik, що cj \not = 0. Тодi
fj = fj+1 = . . . = fj+m = 0. Як показано ранiше, iснує таке 1 \leq i \leq m, що cj+i \not = 0, отже,
fj+i = fj+i+1 = . . . = fj+i+m = 0. Таким чином, оскiльки j + i + m > j + m, для кожного
k > j маємо fk = 0, що суперечить припущенню.

Теорему 4 доведено.
4. Кiльце з неархiмедовим нормуванням. 4.1. Загальний випадок . Нехай (F, | \cdot | ) —

поле характеристики нуль з неархiмедовим нормуванням i K = \{ s \in F : | s| \leq 1\} — його кiльце
нормування. Зауважимо, що елемент a \in K є оборотним тодi й лише тодi, коли | a| = 1. В
цьому пунктi на кiльцi K[[x]] ми будемо розглядати топологiю покоефiцiєнтної збiжностi (див.
[12], гл. 1, розд. 3).

Теорема 5. Нехай у рiвняннi (1) коефiцiєнти a0, a1, . . . , am належать K, | a0| = 1 i | ai| < 1

для будь-якого 1 \leq i \leq m. Тодi це рiвняння має не бiльше одного розв’язку в K[[x]].

Доведення. Розглянемо однорiдне рiвняння

amy(m)(x) + am - 1y
(m - 1)(x) + . . .+ a1y

\prime (x) + a0y(x) = 0. (10)

Будемо шукати його розв’язок у виглядi y(x) = y0 + y1x + y2x
2 + . . . . Тодi для будь-якого k

виконується рiвнiсть
m\sum 
i=0

(k + i)!

k!
aiyk+i = 0.

Тому
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yk =  - a - 1
0

m - 1\sum 
i=0

(k + i+ 1)!

k!
ai+1yk+i+1. (11)

Для набору iндексiв i1, . . . , ik позначимо sk =
\sum k

j=0
ij , pk =

\prod k

j=1
aij+1. Тодi отримаємо

y0 =  - a - 1
0

m - 1\sum 
i1=0

(s1 + 1)!p1ys1+1 = a - 2
0

m - 1\sum 
i1=0

p1

m - 1\sum 
i2=0

(s2 + 2)!ai2+1ys2+2 =

= a - 2
0

m - 1\sum 
i1,i2=0

(s2 + 2)!p2ys2+2 =  - a - 3
0

m - 1\sum 
i1,i2,i3=0

(s3 + 3)!p3ys3+3 = . . .

. . . = ( - 1)ka - k
0

m - 1\sum 
i1,i2,...,ik=0

(sk + k)!pkysk+k.

Позначивши b = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}mi=1 | ai| < 1, переконаємося, що | pk| \leq bk \rightarrow 0 при k \rightarrow \infty . Оскiльки
нормування | \cdot | неархiмедове, то | y0| \leq bk, а отже, y0 = 0. Так само з рiвностi (11) отримуємо,
що yk = 0 для всiх k.

Теорему 5 доведено.
Тепер сформулюємо умови iснування розв’язку. Для цього розглянемо перетворення T, що

задається рiвнiстю (9) i має область визначення

\frakD (T ) =

\Biggl\{ \infty \sum 
i=0

vi(x)y
k :

\infty \sum 
i=0

vi(x) збiгається в топологiї покоефiцiєнтної збiжностi в K[[x]]

\Biggr\} 
.

Теорема 6. Нехай F повне щодо | \cdot | , | a0| = 1 i | ai| < 1 для всiх 1 \leq i \leq m. Тодi ряд (3)
збiгається в кiльцi K[[x]] у топологiї покоефiцiєнтної збiжностi i його сума є єдиним в K[[x]]

розв’язком рiвняння (1).
Доведення. Вiдображення T задовольняє умови леми 1. Справдi, так само, як в доведеннi

наслiдку 1, можна показати, що T
\Bigl( 
\~Dv
\Bigr) 
= (Tv)\prime (x) i T \~f(x, y) = f(x) для f \in K[[x]]. Якщо

v \in \frakD (T ), то для будь-якого j ряд
\sum \infty 

i=0
vij збiгається в K щодо нормування | \cdot | . Тодi для

будь-якого j ряд
\sum \infty 

j=0
(j + 1)vi(j+1) також збiгається в K щодо | \cdot | . Таким чином,

\partial v

\partial x
(x, y) =

\infty \sum 
i=0

\left(  \infty \sum 
j=0

(j + 1)vi(j+1)x
j

\right)  yi \in \frakD (T ).

За теоремою 2 ряд w(x, y) =
\sum \infty 

k=0
ckf

(k)(x)yk є розв’язком рiвняння (5). Перевiримо,

що w(x, y) належить \frakD (T ). Для цього оцiнимо коефiцiєнти cj ряду w(x, y), що знаходяться з
рiвностi (4). Маємо

1

a0 + a1t+ a2t2 + . . .+ amtm
=

a - 1
0

1 - a - 1
0

\bigl( 
 - a1  - a2t - . . . - amtm - 1

\bigr) 
t
=
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=

\infty \sum 
n=0

( - 1)na - n - 1
0

\bigl( 
a1 + a2t+ . . .+ amtm - 1

\bigr) n
tn =

=
\infty \sum 
n=0

\sum 
i1+i2+...+im=n

( - 1)n
n!

i1!i2! . . . im!

ai11 a
i2
2 . . . aimm
an+1
0

tn+i2+2i3+...+(m - 1)im .

Розглянемо степiнь tj . З огляду на те, що j = n+i2+2i3+. . .+(m - 1)im \leq mn, отримуємо

нерiвнiсть n \geq 
\biggl[ 
j

m

\biggr] 
.

Оскiльки | \cdot | неархiмедове, то | cj | не бiльший за максимум серед усiх чисел\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ( - 1)n
n!

i1!i2! . . . im!

ai11 a
i2
2 . . . aimm
an+1
0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
таких, що n+ i2 + 2i3 + . . .+ (m - 1)im = j.

Позначаючи b = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}mi=1 | ai| < 1, одержуємо\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ( - 1)na - n - 1
0

n!

i1!i2! . . . im!
ai11 a

i2
2 . . . aimm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < bn \leq b[
j
m
]. (12)

Оскiльки b < 1, то

| cj | \leq b[
j
m
] \rightarrow 0 при j \rightarrow \infty . (13)

Позаяк

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| (j + k)!

k!
fk+j

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1 для будь-якого k, то ряд
\sum \infty 

j=0
cj
(j + k)!

k!
fk+j з рiвностi (8)

збiгається в K. Тут ми скористалися тим фактом, що в повному неархiмедовому полi ряд
\sum 

ak
збiгається тодi й лише тодi, коли \{ ak\} прямує до 0 [22] (розд. 2.1).

Таким чином, w \in \frakD (T ). Тепер з леми 1 випливає, що Tw є розв’язком рiвняння (1).
Теорему 6 доведено.
4.2. Випадок цiлих чисел. У частковому випадку, коли (F, | \cdot | ) = (\BbbQ p, | \cdot | p) — поле p-адичних

чисел [22] (розд. 1.2), кiльце нормування \BbbQ p є кiльцем цiлих p-адичних чисел \BbbZ p.

Наступний результат є уточненням теореми 6 у випадку, коли коефiцiєнти рiвняння (1) є
цiлими числами.

Теорема 7. Нехай елементи a0, a1, . . . , am належать \BbbZ . Тодi рiвняння (1) має єдиний
розв’язок з \BbbZ p[[x]] для будь-якого простого p, що не є дiльником a0.

Доведення. Якщо p не є дiльником a0, то | a0| p = 1. Ряди
\sum \infty 

n=0
cn

\biggl( 
n+ k

n

\biggr) 
n!fk+n збiга-

ються в \BbbZ p, оскiльки | cn
\bigl( 
n+k
n

\bigr) 
fk+n| p \leq 1 i | n!| p прямує до 0. Тому, використовуючи таке саме

вiдображення T, що i в попереднiй теоремi, робимо висновок, що iснує розв’язок рiвняння (1)
з \BbbZ p[[x]].

Тепер доведемо єдинiсть. Для набору iндексiв i1, . . . , ik позначимо sk =
\sum k

j=0
ij . Коефi-

цiєнти розв’язку y(x) однорiдного рiвняння задовольняють рiвнiсть

y0 = k! \cdot ( - 1)ka - k
0

m - 1\sum 
ik=0,k\in \BbbN 

(sk + k)!

k!

k\prod 
j=1

aij+1ysk+k
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для будь-якого k. Оскiльки\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| ( - 1)ka - k
0

m - 1\sum 
ik=0,k\in \BbbN 

(sk + k)!

k!

k\prod 
j=1

aij+1ysk+k

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
p

\leq 1

i | k!| p \rightarrow 0 при k \rightarrow \infty , то y0 = 0. Так само отримуємо i рiвностi yk = 0 для всiх k \geq 1.

Теорему 7 доведено.
Зауваження 3. Розв’язок з кiльця \BbbZ p[[x]] не обов’язково належить \BbbZ [[x]]. Наприклад, рiв-

няння w\prime +w = 1+x+x2+x3+ . . . , за попередньою теоремою, має єдиний розв’язок в \BbbZ p[[x]],

але, як було зазначено у вступi, не має розв’язку у кiльцi \BbbZ [[x]].
5. Фундаментальний розв’язок. Нехай K — довiльна область цiлiсностi з одиницею, а

1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
— модуль формальних рядiв Лорана, що мають вигляд

\sum \infty 

j=1

gj
xj

. У цьому пунктi

розглядатимемо модуль
1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
як аналог кiльця K[[x]]. Ми побудуємо аналог згортки фор-

мального ряду Лорана i формального степеневого ряду i знайдемо фундаментальний розв’язок

\scrE диференцiального оператора \scrF =
\sum m

i=0
ai

di

dxi
, що дозволить записати розв’язок рiвнян-

ня (1) у виглядi згортки \scrE з неоднорiднiстю f. У класичнiй теорiї лiнiйних диференцiальних
рiвнянь фундаментальний розв’язок оператора \scrF — це розв’язок рiвняння \scrF \scrE = \delta , де \delta є
дельта-функцiєю i \scrE належить простору узагальнених функцiй (див., наприклад, [27], гл. 3). В

розглядуванiй ситуацiї аналогом дельта-функцiї буде моном Лорана
1

x
(див. лему 5).

Спочатку розглянемо в модулi
1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
рiвняння

amw(m)(x) + am - 1w
(m - 1)(x) + . . .+ a1w

\prime (x) + a0w(x) = g(x), (14)

де a0, . . . , am \in K i g(x) \in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
.

Лема 3. Нехай елемент a0 оборотний, g(x) =
\sum \infty 

j=1

gj
xj

, а послiдовнiсть \{ ck\} визначено

з рiвностi (4). Тодi ряд

w(x) =

\infty \sum 
k=0

ckg
(k)(x) (15)

є коректно визначеним рядом Лорана й єдиним у кiльцi
1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
розв’язком рiвняння (14).

Цей ряд також можна записати у виглядi

w(x) =

\infty \sum 
\ell =1

\Biggl( 
\ell  - 1\sum 
i=0

( - 1)icig\ell  - ii!

\biggl( 
\ell  - 1

i

\biggr) \Biggr) 
x - \ell . (16)

Доведення. Спочатку встановимо єдинiсть. Нехай w \in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
— розв’язок однорiдного

рiвняння
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amw(m)(x) + am - 1w
(m - 1)(x) + . . .+ a1w

\prime (x) + a0w(x) = 0.

Через  - k позначимо максимальний степiнь x у нетривiальному розв’язку w(x), що має нену-
льовий коефiцiєнт. Тодi максимальний степiнь доданкiв amw(m)(x), am - 1w

(m - 1)(x), . . . , a1w
\prime (x)

не перевищує  - k - 1. Таким чином, коефiцiєнт при x - k в w(x) дорiвнює нулю. З суперечностi
випливає, що однорiдне рiвняння має лише тривiальний розв’язок.

Тепер доведемо, що ряд (15) є коректно визначеним. Справдi, максимальний степiнь
\bigl\{ 
g(k)

\bigr\} 
зменшується. З цього випливає, що в сумi (15) коефiцiєнт при кожному степенi x складається
зi скiнченної кiлькостi доданкiв iз K.

Так само, як i в теоремi 1, можна перевiрити, що ряд (15) є розв’язком рiвняння (14).
Лему 3 доведено.

Наслiдок 2. Нехай елемент a0 є оборотним. Тодi рiвняння (14) з неоднорiднiстю g(x) =
1

x

має єдиний у кiльцi
1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
розв’язок

\scrE (x) =
\infty \sum 
k=0

ck
( - 1)kk!

xk+1
. (17)

Приклад 5. У випадку m = 2 послiдовнiсть \{ ck\} знайдено в зауваженнi 1. В цьому випадку
рiвняння

a2w
\prime \prime (x) + a1w

\prime (x) + a0w(x) =
1

x

має єдиний розв’язок у
1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
:

\scrE (x) =
\infty \sum 
k=0

ck
( - 1)kk!

xk+1
=

\infty \sum 
k=0

[ k2 ]\sum 
j=0

( - 1)j
\biggl( 
k  - j

j

\biggr) 
a - k+j - 1
0 ak - 2j

1 aj2
k!

xk+1
.

У статтi [9] ми розглядали згортку (добуток Гурвиця) двох формальних рядiв Лорана f(x) =

=
\sum \infty 

i=1

fi
xi

\in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
i g(x) =

\sum \infty 

i=1

gi
xi

\in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
, що була визначена таким чином:

(f \ast g)(x) =
\infty \sum 
i=0

( - 1)ifi+1
g
(i)
n (x)

i!
.

Неважко перевiрити, що

\biggl( 
1

x
\ast g
\biggr) 
(x) = g(x) для будь-якого g \in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
. Крiм того,

(\scrE \ast g)(x), де \scrE (x) визначено в (17), збiгається з правою частиною рiвностi (15), тобто
(\scrE \ast g)(x) — єдиний розв’язок рiвняння (14). Це дозволяє розглядати \scrE (x) як фундаментальний

розв’язок оператора \scrF =
\sum m

i=0
ai

di

dxi
(див. [27], гл. 3). Випадок рiвняння першого порядку

розглянуто в [9].
Приклад 6. У випадку m = 2 формальний ряд Лорана \scrE (x) з прикладу 5 є фундаменталь-

ним розв’язком оператора a2
d2

dx2
+ a1

d

dx
+ a0I в кiльцi

1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
.
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Зауваження 4. В [9] також було розглянуто означення згортки формального ряду Лорана

g(x) \in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
з полiномом f \in K[x] у виглядi (g \ast f)(x) =

\sum \infty 

i=0
( - 1)igi+1

f
(i)
n (x)

i!
. Легко

перевiрити, що згортка \scrE \ast f є єдиним полiномiальним розв’язком рiвняння (1).
Нехай тепер (K, | \cdot | ) — кiльце нормування поля F, де F — повне неархiмедове поле

характеристики нуль (див. пункт 4). Розглянемо топологiю покоефiцiєнтної збiжностi на кiльцi
K[[x]]. За допомогою ряду (17) можна подати розв’язок рiвняння (1) як згортку так само, як це
зроблено в [10] для рiвняння першого порядку у випадку, коли (K, | \cdot | ) = (\BbbZ p, | \cdot | p).

Лема 4. Нехай b(x) =
\sum \infty 

i=1

bi
xi

\in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
i f(x) =

\sum \infty 

i=0
fix

i \in K[[x]]. Якщо bi \rightarrow 0,

то ряд

\infty \sum 
i=0

( - 1)ibi+1
f (i)(x)

i!
(18)

збiгається в топологiї покоефiцiєнтної збiжностi в кiльцi K[[x]].

Доведення. Коефiцiєнти ряду
f (i)(x)

i!
належать K, тому вони не перевищують 1 за норму-

ванням | \cdot | . Оскiльки bi \rightarrow 0, коефiцiєнти при кожному степенi x у (18) є збiжними рядами.
З цiєї леми випливає, що наступне поняття згортки є коректно визначеним.
Означення 2. Так само, як у [8, 10], згорткою (b \ast f)(x) формального ряду Лорана b(x) =

=
\sum \infty 

i=1

bi
xi

\in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
, де bi прямує до 0, i довiльного формального степеневого ряду

f(x) =
\sum \infty 

i=0
fix

i \in K[[x]] будемо називати суму ряду (18).

Лема 5 (властивостi згортки). Для будь-яких b \in 1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
, де bi прямує до 0, i f \in K[[x]]

виконуються такi рiвностi:
1) (b \ast f)\prime (x) = (b \ast f \prime )(x) = (b\prime \ast f)(x);

2)

\biggl( 
1

x
\ast f
\biggr) 
(x) = f(x).

Доведення. Оскiльки b\prime (x) =  - 
\sum \infty 

i=1

ibi
xi+1

, то
\bigl( 
b\prime \ast f

\bigr) 
(x) =

\sum \infty 

i=1

( - 1)i - 1bi
(i - 1)!

f (i)(x). Тодi

отримуємо

(b \ast f)\prime (x) =
\infty \sum 
i=0

( - 1)ibi+1

i!
f (i+1)(x) =

\bigl( 
b \ast f \prime \bigr) (x) = \infty \sum 

i=1

( - 1)i - 1bi
(i - 1)!

f (i)(x) = (b\prime \ast f)(x).

Теорема 8. Припустимо, що виконуються умови теореми 6. Тодi єдиний розв’язок з K[[x]]

рiвняння (1) має вигляд
w(x) = (\scrE \ast f)(x),

де \scrE (x) визначено рiвнiстю (17).
Доведення. За умовами теореми 6 послiдовностi \{ ck\} , а тому i \{ k!ck\} , прямують до 0 (див.

нерiвнiсть (12)). Таким чином, за лемою 4 згортка \scrE \ast f є коректно визначеною.

Розглянемо диференцiальний оператор у кiльцi
1

x
K

\biggl[ \biggl[ 
1

x

\biggr] \biggr] 
: \scrF =

\sum m

i=0
ai

di

dxi
. Тодi рiв-

няння (14) набирає вигляду \scrF w = f. Розв’язок рiвняння (\scrF w)(x) =
1

x
отримуємо за форму-
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лою (17). З цього випливає, що
\bigl( 
\scrE \ast f

\bigr) 
(x) є розв’язком рiвняння (1). Справдi, за властивостями

згортки (лема 5) маємо

\scrF (\scrE \ast f)(x) = (\scrF \scrE \ast f)(x) =
\biggl( 
1

x
\ast f
\biggr) 
(x) = f(x).

Теорему 8 доведено.
Наступний наслiдок уточнює попереднiй результат для випадку рiвняння з цiлими коефiцi-

єнтами.
Наслiдок 3. Нехай ai \in \BbbZ , i = 0, . . . ,m, i просте число p не є дiльником a0. Тодi рiвнян-

ня (1) в кiльцi \BbbZ p[[x]] має єдиний розв’язок

w(x) = (\scrE \ast f)(x).

Доведення. Нехай (F, | \cdot | ) = (\BbbQ p, | \cdot | p). Повторимо мiркування з доведення теореми 8, окрiм
твердження, що \{ ck\} прямує до нуля. Тепер послiдовнiсть \{ k!ck\} прямує до нуля 0, оскiльки
| k!| p \rightarrow 0 i | ck| p \leq 1.

Зауваження 5. Теорема 8 дозволяє розглядати ряд \scrE (x) =
\sum \infty 

k=0
ck

( - 1)kk!

xk+1
як фундамен-

тальний розв’язок диференцiального оператора
\sum m

i=0
ai

di

dxi
для кiльця K[[x]].
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24. P. Robba, G. Christol, Equations différentielles p-adiques: applications aux sommes exponentielles, Actualités Math.,

vol. 12, Hermann (1994).
25. P. C. Sikkema, Differential operators and differential equations of infinite order with constant coefficients; researches

in connection with integral functions of finite order, P. Noordhoff, Groningen (1953); DOI: 10.2307/3610004.
26. M. F. Singer, Formal solutions of differential equations, J. Symbolic Comput., 10, 59 – 94 (1990).
27. V. S. Vladimirov, Generalized functions in mathematical physics, Mir, Moscow (1979).
28. О. Л. Пiвень, С. Л. Гефтер, Диференцiальнi оператори нескiнченного порядку в модулi формальних узагаль-

нених функцiй та у кiльцi формальних степеневих рядiв, Укр. мат. журн., 74, № 6, 784 – 799 (2022); DOI:
10.37863/umzh.v74i6.6955.

Одержано 19.08.22

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 11


