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K o6o6D..J:eHHIO o.n.uoif TeopeMhl Xap.n.u-JIHTTJibBY.li.a 

M. II. llJ,ez.;wB 

T. V, N~ 3 

B 1913 r. Xap.u.H H JlHTTJibBY.li.OM [1] 6biJia ycTaHOBJieHa cJie.U.yiOlll.a5I 

;reopeMa 1l: 

flyCTb IIOCJie.U.OBaTeJibHOCTb { S,.} (n = 0, 1, 2, ... ) TaKa5I, qTO 

1) 

1 "" -~ 
2) rp(u)= - ~ sve u -8,2) 

U v=O u-+OO 

r.u.e p5I.ll. rrpe.u.rroJiaraeTC5I 3apaHee CXO.li.5Illl.HMC5I rrpH 0 < u < oo, S - KOHeq

Hoe qHcJio. Tor.u.a 

__ 1 _ y. s 3) 
a,.= + 1 ~ Sv- . 

n v =O n-+oo 

06paTHoe yTBep)!(.ll.eHHe Bcer.u.a crrpaBe.U.JIHBO, T. e. rrpH on·--? S CJie.u.yeT 

<qJ ( u) --7 S 4). CcpopMyJIHpoBaHHa5I TeopeMa X.- JI. B o6meM BH.U.e He HMeeT 

MeCTa IIpH S = oo, TaK KaK MQ)KHO IIOCTpOHTb IIOCJie.U.OBaTeJibHOCTb { Sn}, 
r .u.e sn>O H .U.JI5I KOTopoil lim <p (u) =Dm rp (u) _:.__ oo(u--?oo),liman=O, 
lim an= oo (n--? oo) s) . H acT05Illl.35I 3aMeTim cJiyMHT HeKOTopbiM06o6me

H.HeM TeopeMbi X ap.u.u-JlHTTJibBY.U.a. 

0 rr p e .u. e JI e H u e. CKa)!(eM, qTo rroCJie.u.oBaTeJibHOCTb { s,.} E P, eCJIH 

.S11 > 0. BBe.u.eM qHcJia (KOHeqHbie HJIH 6ecKol!eqHbre) 

lima,. = D, limrp(u) = D'. 
n-+- c. u- oo 

l..J:HCJia D H D' (.U.JI5I MHOMeCTBa P) CB5I3aHbi orrpe.u.eJieHHOH 3aBHCHMOCTbJO. 

11TaK, rrycTb rrocJie.u.oBaTeJibHOCTb { s,.} E P, HMeJOT MecTo CJie.u.yJOlll.He 

Teop eMbi: 

I. D H D' - o.u.HoBpeMeHHO KOHeqHbie HJIH 6ecKoHeqHbie ( oo) qHCJia . 

I) CM. T3KLKe [2], CTp. 197, TeopeMa 93. 
2 ) BhlpaLKeHHe, onpe.n:eJIHiow:ee cp(u), npe.n:cTaBJIHeT OAHY H3 <j:JopM MeTo.n:a cyMMHpO· 

DaHHH ITyaccoHa (ronopHT TaK)I(e - A 6eJIH). 
3) an - onpe.n:eJIHeT npocTeiiumii MeTO.!I. cyMMHpoaaHHll 4 e3apo. 
4 ) CM. [2], CTp. 140, TeopeMa 55. 
S) HcnoJib30BaH npHMep, npHBe)leHHblii a pa6oTe [3], cTp . 277, c1!y'laii XIX. 
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II. flycTb, KpoMe Toro, 0 < D' < oo, npn 3THX yCJioBHHX: 

a) inf (D-D') = 0, 6) sup (D- D') = oo, 
(P) (P) 

B) . f D r) 
D 

In D' =1, sup D' = e, 
(P ) (P) 

r') 
D+a 

0 < a = const < oo. sup D'+ = e, r.n.e 
(P) (X 

III. ECJIH lim sn = D, Tor.n.a D' =D. 
IV. CymecTsyeT noCJie.n.osaTe.TibHOCTh { s,.} E P, .U.JIH KoTopoii D = D' < 

<Iimsn . 
.D. o K a 3 a T e JI b c T B o. Beer .n.a 

D'-<. D 11. (1) 

KpoMe Toro, JierKo noKa3aTh, liTO .U.JIH noCJie.n.osaTeJibHOCTH { s,. }e P HMeeM 

On<. e<p(n+ 1). (2) 
0TCIO,ll.a CJie,ll.yeT 

D <. eD'. (2') 
J.b (1) H (2'), olleBH,li.HO, BbiTeKaeT TeopeMa I. CJiyllaH a) .H a) TeopeMbi II 
llOJiyllaJOTCSI H3 COOTHOilleHHH ( 1) , YliHTbiBaH TOT !lJaKT, liTO JierKO o6pa30-

BaTb noCJie.n.osaTe.TibHOCTb {s,.}e P, ,li.JIH KOTopoii D = D'. 
PaccMoTpHM CJiyllaH 6), r) H r'). Bo3bMeM nocJie.n.osaTeJihHOCTb 

s,.= {~> O 
r.n.e 

(k = 0, 1, 2 ... ), 
npn n2k+l <. n < n2k+2 

HeTpy.n.Ho noKa3aTh, liTO ,li.JIH :.noii noCJie.n.osaTeJibHOCTH 

D = M ( 1- } ) , D' =MI.- <~t ( 1 - } ) . 

0TCIO,ll.a 

(3) 

D _ t _ 
_ =J.l-t-e. (4) 
D' <.-.t 

113 (3), OlleBH,li.HO, CJie.n.yeT 6). yJ:g ( 4), npHHHMaSI BO BHHMaHHe (2'), BbiTe

KaeT r). AHaJiorHl!HO noJiyllaeTcH r'). Dpn .n.oKa3aTeJibCTBe TeopeMbi III sse

.n.eM llOHHTHe ,llJIOTHOCTH'1• 

Bo3bMeM MHO)I{eCTBO 

N= {n}, (n=O, 1, 2, ... ) 

H llOCJie,li.OBaTe.TibHOCTb cerMeHTOB 

r.n.e 

I) CM. [4], CTp . 50. 
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DycTb ,n:aHo MHOMeCTBO N<m> C N. 06o3Ha'!HM qepe3 Nk<m> nopi.I,HIO ,n:aHHoro 

MHOMeCTBa, npHHa,n:JieMaiUyiO . ,k"-TOMY cerMeHTy, nk(m) - 'IHCJIO 3JieMeHTOB

B nopi.I,HH .,k". CocTaBHM OTHOllleHHe 

n~m) 
-=--_:_:_-:--o- = (l~m) • 
n 1.'- nk + 1 

lime~m>=e111, r,n:e O<e(m>< l, 
k-> 00 

6y,n:eT CJIYMHTb xapaKTepHCTHKOH .,nJIOTHOCTH" ,n:aHHoro MHOMeCTBa N<m>· 
DO 3a,n:aHHOH DOCJie,n:oBaTeJibHOCTH cerMeHTOB. 

0epeXOtJ:HM K tJ:OKa3aTeJibCTBy. 

ECJIH D = =, Tor,n:a D' = = (B CHJIY TeopeMbi I). ECJIH D = 0, Tor,n:a, 

oqesH,n:Ho, D' = 0. DoJIORmM 0 < D < =· 3a,n:a,n:HM npoH3BOJibHO MaJioe· 

'IHCJIO t:, 0 < t: < D H KaK yro,n:Ho 6oJibllloe '!HCJIO M > 0. Pa3o6heM MHO

MeCTBO 

N= {n}, (n = 0, 1, 2, .) 

Ha TPH no,n:MHOMeCTBa CJie,n:yroruHM o6pa3oM: 

N(I)[sn:>-D+ ~]· N(2)[sn<D-s] 

N<3>[D- t:< sn < D+ ~]. 
QqesH,n:Ho, N<l) - KOHe'IHoe MHOMeCTBO, TaK KaK lim s11 =D. Bo3bMelvt 

DOCJie,n:oBaTeJibHOCTb (o) H TaKyiO, 'ITO 

n , 
__!!__- oo, 
nk k--><x• 

06pa3yeM DOpi.I,HH MHO}I{eCTB 

N1ml (m= 1, 2, 3) 

H HM COOTBeTCTBYIOLUHe 'IHCJIOBble xapaKTepHCTHKH: 

nim)' eim)' (>(m) 1). 

YcTaHOBJieHo, Hail:,n:eTCH '!HCJio k0 TaKoe, 'ITO 

Npl = 0 2 l npH k> k0 

n, cJie,n:oaaTeJibHO, 

npH k > ko. 
DoKaMeM, 'ITO e<2> = 0, e<3> = 1. 

DoJIOMHM, k > k 0 • l1MeeM 

I) CM. Bhllllecromi.\He ¢opMyJihl (crp. 300). 
2) 0yCTOe MHO)I{eCTBO. 
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'OTKy.rr.a 

c D + f]( 3) ~ D- E(j(2) + _ n (3) + f]( 2) 1) 
" ~ .. , M"* it , 

HJIH 

E 
c.n(2) ~ _ 0 (3) + TJ('l) "* ~ M'k .,* . 

flepexo.rr.H K npe.rr.eJiy npH k _., oo, CIJHTaH 

(i= 1, 2, 3, 4), 

1 
(1(2)-< - Q(3). 

M 

0Tcio.rr.a, npHHHMaH BO BHHMaHHe, 'ITO M KaK yro.rr.Ho 60JiblliOe IJHCJIO 

> 0, CJie.rr.yer Harne yrBep1K.LI.eHHe. 

Ha OCHOB3HHH ;;noro cpaKTa H COOTHOllieHHH ( 1) HeTpy.LI.HO .li.OK333Tb 

D-e :r;;;D' -<. D. 

l-:13 3Toro BbiTeKaeT HCKOMoe paBeHCTBO D' = D. 
T.eopeMy IV MOJKHO onpaB.rr.aTb c noMOlll.biO Bblllie onpe.rr.eJieHHOH noCJie

. .rr.oBaTeJibHOCTH, npHHHl\1a51 }. = },k _., 1 (k-+ oo ). 

B 3TOM CJiyiJae 

D = D' = 0, lim Sn = M > 0. 

0 n p e .rr. e JI e H H e. CKa.iKeM, 'ITO nocJie.rr.oBaTeJibHOCTb { s,.} E P0 , ecJIH 

{sn}E P, D=D'=O 

{s,.}EP00 , eCJIH {s11 }EP, D=D'= oo . 

Teo p eM a V. :YhreeT MecTo 

l . an 1' CJ',. sup 1m ) = sup 1m = e. 
, ,, , , .... oo rp(n+l ( I'ocl , .... oo p(n+1) 

.UoKa3aTeJibCTBo anaJiorHIJHO reopeMe II, cJiyiJai-i r) (Heo6xo.rr.HMO HcnOJib-

30BaTb COOTHOllieHHe (2)) . 
0 n p e .rr. e JI e H H e. CKmKeM, 'ITO nocJie.rr.oBaTeJibHOCTb { s,} E P[x, yJ> 

CCJIH 
0 < X :::;;; Sn -< !J < 00. 

BBe.rr.eM cpyHKU.HIO 

D 
fl(x,y)= sup D'' 

(P[x, y]) 

YKaiKeM Ha HeKOTOpbie CBOHCTBa ::noi'! cpymm.HH: 

a) J.L(X, x) = 1, 6) 1 :::;;; fl(X, y) -< e, 
B) J.L(kx, fly) = f!.(X, y), r.rr.e 0 < fl < oo, 

y y' 
r) J.L(X, !J) :r;;;fl-(X', y'), eCJIH - -<: --, . 

X X 

Tipe.LI.CTaBJIHeT mnepec rJiy6iKe H3YIJHTb ¢YHKU.HIO fL (x, y) . 
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