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КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯННЯ ЛЯПУНОВА. II

We investigate the bifurcation conditions of the solutions for the nonlinearly perturbed Lyapunov equation. Statements of
boundary-value problems are proposed for the coupled systems of Lyapunov equations.

Дослiджуються умови бiфуркацiї розв’язкiв для нелiнiйно збуреного рiвняння Ляпунова. Запропоновано постановки
крайових задач для зв’язаних систем рiвнянь Ляпунова.

1. Бiфуркацiя розв’язкiв. Ця стаття є продовженням роботи [1]. У цiй частинi дослiджуються
умови розв’язностi нелiнiйної крайової задачi для операторно-диференцiального рiвняння Ля-
пунова. Отримано умови бiфуркацiї розв’язкiв та запропоновано загальнi постановки задач для
подальших дослiджень.

Розглянемо автономну крайову задачу

\.Z(t, \varepsilon ) = AZ(t, \varepsilon ) - Z(t, \varepsilon )B + \varepsilon R(Z(t, \varepsilon ), \varepsilon ) + \Phi (t), (1)

\ell Z(\cdot , \varepsilon ) = \alpha + \varepsilon J(Z(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ), (2)

де Z = Z(t, \varepsilon ) \in C1
\bigl( 
[a; b(\varepsilon )]; \scrL (H1)

\bigr) 
\times C(0; \varepsilon 0] при фiксованому \varepsilon 0 > 0 — невiдома оператор-

функцiя; A,B \in \scrL (H1) — лiнiйнi обмеженi оператори, оператор-функцiя \Phi (t) \in C([a; b(\varepsilon )];

\scrL (H1)]), H1, H2 — гiльбертовi простори, \alpha \in H2; нелiнiйна по Z оператор-функцiя R(Z(t, \varepsilon ), \varepsilon )

неперервно диференцiйовна по Z(t, \varepsilon ) в околi породжуючого розв’язку i неперервна по \varepsilon в око-
лi нуля:

R(Z(\cdot , \varepsilon )) \in C1
\bigl[ 
\| Z  - Z0\| \leq q

\bigr] 
, R(Z, \cdot ) \in C[0; \varepsilon 0];

q — достатньо мала константа; \ell : C1([a; b(\varepsilon )]; \scrL (H1)) \rightarrow H2 — лiнiйний обмежений оператор;
нелiнiйний оператор J(Z(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ) неперервно диференцiйовний по Z у розумiннi Фреше. Зна-
йдемо необхiдну та достатню умови iснування розв’язкiв Z(t, \varepsilon ) крайової задачi (1), (2), якi
при \varepsilon = 0 перетворюються в породжуючий розв’язок Z0(t, C) на [a; b\ast ] (b\ast = b(0)) вигляду

Z0(t, C) = \bfK t
a[PN(\bfL )C] + (G[\Phi , \alpha ])(t).

Правий кiнець b(\varepsilon ) вiдрiзка [a; b(\varepsilon )], на якому шукається розв’язок задачi (1), (2), невiдомий, i
його потрiбно визначити у процесi побудови розв’язку. Будемо шукати його у виглядi

b(\varepsilon ) = b\ast + \varepsilon (b\ast  - a)\beta (\varepsilon ), \beta (0) = \beta \ast .

Виконаємо замiну змiнної [2, с. 209]
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t = a+ (\tau  - a)(1 + \varepsilon \beta (\varepsilon )).

Отримаємо нелiнiйну автономну крайову задачу з невiдомою оператор-функцiєю Z = Z(\tau , \varepsilon ),

яка визначена на вiдрiзку [a; b\ast ] фiксованої довжини, з простору C1([a; b\ast ];\scrL (H1)) \times C(0; \varepsilon 0]

для фiксованого \varepsilon 0 > 0:

\.Z(\tau , \varepsilon ) = AZ(\tau , \varepsilon ) - Z(\tau , \varepsilon )B +\Phi 

+ \varepsilon 
\Bigl( 
\beta (\varepsilon )

\bigl( 
AZ(\tau , \varepsilon ) - Z(\tau , \varepsilon )B +\Phi 

\bigr) 
+ (1 + \varepsilon \beta (\varepsilon ))R(Z(\tau , \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr) 
,

(3)
\ell Z(\cdot , \varepsilon ) = \alpha + \varepsilon J(Z(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon ).

Виконаємо у крайовiй задачi (1), (3) замiну змiнних

Z(\tau , \varepsilon ) = Z0(\tau , C
0) + Y (\tau , \varepsilon ).

Розв’язок Z(\tau , \varepsilon ) = Z0(\tau , C
0)+Y (\tau , \varepsilon ) шукаємо в околi розв’язку породжуючої задачi (\varepsilon = 0).

Враховуючи, що Z0(\tau , C
0) є розв’язком породжуючої крайової задачi, отримуємо таку крайову

задачу:

\.Y (\tau , \varepsilon ) = AY (\tau , \varepsilon ) - Y (\tau , \varepsilon )B

+ \varepsilon 
\Bigl( 
\beta (\varepsilon )

\bigl( 
A(Z0(\tau , C

0) + Y (\tau , \varepsilon )) - (Z0(\tau , C
0) + Y (\tau , \varepsilon ))B +\Phi (\tau )

\bigr) 
+ (1 + \varepsilon \beta (\varepsilon ))R

\bigl( 
Z0(\tau , C

0) + Y (\tau , \varepsilon ), \varepsilon 
\bigr) \Bigr) 

,

(4)
\ell Y (\cdot , \varepsilon ) = \varepsilon J

\bigl( 
Z0(\tau , C

0) + Y (\tau , \varepsilon ), \varepsilon 
\bigr) 

на фiксованому вiдрiзку [a; b\ast ]. Застосовуючи теорему розв’язностi (див. [1]) до задачi (1), (4),
приходимо до необхiдної умови iснування розв’язкiв задачi (1), (2):

\scrP Y\bfL 

\left[  J(Z0(\cdot , C0), 0) - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
\tau 

\Bigl[ 
\beta \ast \bigl( AZ0(\tau , C

0) - Z0(\tau , C
0)B +\Phi (\tau )

\bigr) 

+R
\bigl( 
Z0(\tau , C

0), 0
\bigr) \Bigr] 
d\tau 

\right]  = 0.

Вводячи позначення

F0(\tau , C
0) = \beta \ast \bigl[ AZ0(\tau , C

0) - Z0(\tau , C
0)B +\Phi 

\bigr] 
+R

\bigl( 
Z0(\tau , C

0), 0
\bigr) 
,

приходимо до такого твердження.
Теорема 1. Нехай автономна крайова задача (1), (3) має розв’язок Z(\tau , \varepsilon ) \in C1

\bigl( 
[a; b\ast ];

\scrL (H1)
\bigr) 
\times C(0; \varepsilon 0], який при \varepsilon = 0 обертається у породжуючий розв’язок Z0(\tau , 0) = Z0(\tau , C

0)

(\varepsilon = 0). Тодi оператор C0 \in \scrL (H1) задовольняє операторне рiвняння

PY\bfL 

\left[  J(Z0(\cdot , C0), 0) - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
\tau 

\bigl[ 
F0(\tau , C

0)
\bigr] 
d\tau 

\right]  = 0. (5)
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Рiвняння (5) будемо називати рiвнянням для породжуючих операторiв крайової зада-
чi (1), (2).

Знайдемо достатню умову iснування розв’язкiв Z(t, \varepsilon ) крайової задачi (1), (2). Нехай опе-
ратор C0 задовольняє рiвняння для породжуючих операторiв (5). Розв’язок крайової задачi (1),
(4) має вигляд

Y (\tau , \varepsilon ) = \bfK \tau 
0

\bigl[ 
PN(\bfL )C

0
\bigr] 
+ Y (1)(\tau , \varepsilon ),

де

Y (1)(\tau , \varepsilon ) = \varepsilon \bfK t
0

\bigl[ 
\bfL  - J

\bigl( 
Z0(\tau , C

0) + Y (\tau , \varepsilon ), \varepsilon 
\bigr) \bigr] 

+ \varepsilon G1

\biggl\{ 
\beta (\varepsilon )

\Bigl[ 
A(Z0(\tau , C

0) + Y (\tau , \varepsilon )) - (Z0(\tau , C
0) + Y (\tau , \varepsilon ))B +\Phi 

\Bigr] 
+
\bigl( 
1 + \varepsilon \beta (\varepsilon )

\bigr) 
R
\bigl( 
Z0(\tau , C

0) + Y (\tau , \varepsilon ), \varepsilon 
\bigr) \biggr\} 

(\tau )

i

G1\{ F\} (t) =
t\int 

0

\bfK t
\tau [F ]d\tau  - \bfK t

0

\left[  \bfL  - \ell 

\cdot \int 
0

\bfK \cdot 
\tau [F ]d\tau 

\right]  .
Видiлимо в оператор-функцiї R(Z0 + Y, \varepsilon ) i оператора J(Z0 + Y, \varepsilon ) лiнiйну частину по Y i
члени нульового порядку по \varepsilon :

R
\bigl( 
Z0(\tau , C

0) + Y (\tau , \varepsilon ), \varepsilon 
\bigr) 
= R

\bigl( 
Z0(\tau , C

0), 0
\bigr) 
+A1(\tau )Y + \varphi 1(Y, \varepsilon ), (6)

J
\bigl( 
Z0(\cdot , C0) + Y (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
= J

\bigl( 
Z0(\cdot , C0), 0

\bigr) 
+ \ell 1Y (\cdot , \varepsilon ) + J1

\bigl( 
Y (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
, (7)

де

A1(\tau ) =
\partial 

\partial Z
R(Z, 0)| Z=Z0(\tau ,C0), \varphi 1(0, 0) = 0,

\partial \varphi 1(0, 0)

\partial Y
= 0,

\ell 1 =
\partial 

\partial Z
J(Z, 0)| Z=Z0(\tau ,C0), J(0, 0) = 0,

\partial 

\partial Y
J(0, 0) = 0.

Перетворимо неоднорiднiсть системи (1), використавши розклад (6):

\beta 
\bigl[ 
A(Z0 + Y ) - (Z0 + Y )B +\Phi 

\bigr] 
+ (1 + \varepsilon \beta )R

\bigl( 
Z0 + Y, \varepsilon 

\bigr) 
= \beta AZ0 + \beta AY  - \beta Z0B  - \beta Y B + \beta \Phi +R

\bigl( 
Z0, 0

\bigr) 
+A1(\tau )Y + \varphi 1(Y, \varepsilon ) + \varepsilon \beta R(Z, \varepsilon )

= \beta \ast AZ0 + \beta AZ0 + \beta \ast AY + \beta AY  - \beta \ast Z0B  - \beta Z0B  - \beta \ast Y B  - \beta Y B + \beta \ast \Phi  - \beta \Phi 

+R
\bigl( 
Z0, 0

\bigr) 
+A1(\tau )Y + \varphi 1(Y, \varepsilon ) + \varepsilon \beta R(Z, \varepsilon )

= F0(\tau , C
0) + \beta \ast AY +A1(\tau )Y  - \beta \ast A\bfK \tau 

0

\bigl[ 
PN(\bfL )C

0
\bigr] 
 - A1(\tau )\bfK 

\tau 
0

\bigl[ 
PN(\bfL )C

0
\bigr] 

+ \beta \ast A\bfK \tau 
0

\bigl[ 
PN(\bfL )C

0
\bigr] 
+A1(\tau )\bfK 

\tau 
0

\bigl[ 
PN(\bfL )C

0
\bigr] 
 - \beta \ast Y B + \beta \ast \bfK \tau 

0

\bigl[ 
PN(\bfL )C

0
\bigr] 
B
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 - \beta \ast \bfK \tau 
0

\bigl[ 
PN(\bfL )C

0
\bigr] 
B + \beta AZ0  - \beta Z0B  - \beta \Phi + \beta AY  - \beta Y B + \varphi 1(Y, \varepsilon ) + \varepsilon \beta R(Z, \varepsilon )

= F0(\tau , C
0) +A1[c](\tau ) +

\bigl[ 
\beta \ast A+A1(\tau )

\bigr] 
Y (1)(\tau , \varepsilon ) - \beta \ast Y (1)(\tau , \varepsilon )B +R1(Y, \varepsilon ),

де введено такi позначення:

A1[\cdot ](\tau ) =
\Bigl\{ \bigl[ 

\beta \ast A+A1(\tau )
\bigr] 
\bfK \tau 

0

\bigl[ 
PN(\bfL )\cdot 

\bigr] 
 - \beta \ast \bfK \tau 

0

\bigl[ 
PN(\bfL )\cdot 

\bigr] 
B,AZ0  - Z0B +\Phi 

\Bigr\} 
— блочний оператор; c =

\bigl( 
C0 \beta 

\bigr) 
, \beta = \beta  - \beta \ast \in \BbbR 1, а оператор R1(Y, \varepsilon ) має вигляд

R1(Y, \varepsilon ) = \beta AY  - \beta Y B + \varepsilon \beta R
\bigl( 
Z0 + Y, \varepsilon 

\bigr) 
+ \varphi 1(Y, \varepsilon ).

Таким чином, приходимо до задачi побудови розв’язку Y (\tau , \varepsilon ):

Y (\tau , \varepsilon ) \in C1([a; b\ast ]; \scrL (H1))\times C(0; \varepsilon 0], \tau \in [a; b\ast ], \varepsilon \in [0; \varepsilon 0], Y (\tau , 0) = 0

операторно-диференцiального рiвняння

dY (\tau , \varepsilon )

d\tau 
= AY (\tau , \varepsilon ) - Y (\tau , \varepsilon )B + \varepsilon 

\Bigl\{ 
F0(\tau , C

0) +A1[c](\tau )

+
\bigl[ 
\beta \ast A+A1(\tau )

\bigr] 
Y (1)(\tau , \varepsilon ) - \beta \ast Y (1)(\tau , \varepsilon )B +R1(Y, \varepsilon )

\Bigr\} 
, (8)

яке задовольняє крайову умову

\ell Y (\cdot , \varepsilon ) = \varepsilon J
\bigl( 
Z0(\cdot , C0) + Y (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
. (9)

Умова розв’язностi крайової задачi (1), (4) i, вiдповiдно, задачi (8), (9) у нових позначеннях
набирає вигляду

PY\bfL 

\left[  J\bigl( Z0(\cdot , C0), 0
\bigr) 
+ \ell 1Y (\cdot , \varepsilon ) + J1

\bigl( 
Y (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 

 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\Bigl[ 
F0(s, C

0) +A1[c](s) +
\bigl[ 
\beta \ast A+A1(\tau )

\bigr] 
Y (1)(s, \varepsilon )

 - \beta \ast Y (1)(s, \varepsilon )B +R1(Y, \varepsilon )
\Bigr] 
ds

\right]  = 0.

З урахуванням умови (5) маємо

PY\bfL 

\left[  \ell 1\bfK \cdot 
0

\bigl[ 
PN(\bfL )C0

\bigr] 
 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\bigl[ 
A1

\bigl[ 
(C0)\beta 

\bigr] 
(s)
\bigr] 
ds

\right]  

=  - PY\bfL 

\left[  \ell 1Y (1)(\cdot , \varepsilon ) + J1
\bigl( 
Y (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
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 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\Bigl[ \bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y (1)(s, \varepsilon ) - \beta \ast Y (1)(s, \varepsilon )B +R1(Y, \varepsilon )

\Bigr] 
ds

\right]  .
Отримуємо операторне рiвняння

B0C0 = G0, (10)

де

B0C = PY\bfL 

\left[  \ell 1\bfK \cdot 
0

\bigl[ 
PN(\bfL )C

\bigr] 
 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\biggl[ 
A1

\biggl[ \biggl( 
C

\beta 

\biggr) \biggr] 
(s)

\biggr] 
ds

\right]  ,
G0 =  - PY\bfL 

\left[  \ell 1Y (1)(\cdot , \varepsilon ) + J1
\bigl( 
Y (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 

 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\Bigl[ \bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y (1)(s, \varepsilon ) - \beta \ast Y (1)(s, \varepsilon )B +R1(Y, \varepsilon )

\Bigr] 
ds

\right]  .
Для розв’язностi рiвняння (10) за умови узагальненої оборотностi оператора B0 необхiдно i
достатньо, щоб

PYB0
PY\bfL 

\left[  \ell 1Y (1)(\cdot , \varepsilon ) + J1
\bigl( 
Y (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 

 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\Bigl[ \bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y (1)(s, \varepsilon ) - \beta \ast Y (1)(s, \varepsilon )B +R1(Y, \varepsilon )

\Bigr] 
ds

\right]  = 0.

Достатньою умовою розв’язностi операторного рiвняння (10) є умова

PYB0
PY\bfL 

= 0.

Таким чином, для побудови розв’язку

Y (\tau , \varepsilon ) \in C1([a; b\ast ]; \scrL (H1))\times C(0; \varepsilon 0], Y (\tau , 0) = 0

крайової задачi (8), (9) приходимо до операторної системи

Y (\tau , \varepsilon ) = \bfK \tau 
0 [PN(\bfL )C

0] + Y (1)(\tau , \varepsilon ),

C0 =  - B - 
0 PY\bfL 

\biggl[ 
\ell 1Y

(1)(\cdot , \varepsilon ) + J1
\bigl( 
Y (\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 

 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\Bigl[ \bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y (1)(s, \varepsilon ) - \beta \ast Y (1)(s, \varepsilon )B +R1(Y, \varepsilon )

\Bigr] 
ds

\biggr] 
+ \scrP N(B)C0,

Y (1)(\tau , \varepsilon ) = \varepsilon \bfK t
0

\bigl[ 
\bfL  - J

\bigl( 
Z0 + Y, \varepsilon 

\bigr) \bigr] 
+ \varepsilon G1

\Bigl\{ 
F0(s, C

0) +A1[c](s)

+
\bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y (1)(s, \varepsilon ) - \beta \ast Y (1)(s, \varepsilon )B +R1(Y, \varepsilon )

\Bigr\} 
(\tau ),

(11)
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де

G1\{ F\} (t) =
b\ast \int 
a

\bfK t
\tau [F ]d\tau  - \bfK t

0

\left[  \bfL  - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [F ]d\tau 

\right]  , c = (C0 \beta ).

Операторна система (11) належить до класу систем, для розв’язку яких застосовується
збiжний при всiх \varepsilon \in [0; \varepsilon \ast ] метод простих iтерацiй, причому величину \varepsilon \ast можна оцiнити знизу
за допомогою мажоруючих рiвнянь Ляпунова.

Перше наближення Y1(\tau , \varepsilon ) системи (11) природно шукати як розв’язок крайової задачi

dY1(\tau , \varepsilon )

d\tau 
= AY1(\tau , \varepsilon ) - Y1(\tau , \varepsilon )B + \varepsilon F0(\tau , C

0),

\ell Y1(\cdot , \varepsilon ) = \varepsilon J
\bigl( 
Z0(\cdot , C0), 0

\bigr) 
,

яке має вигляд

Y1(\tau , \varepsilon ) = \bfK \tau 
0 [PN(\bfL )C0] + Y

(1)
1 (\tau , \varepsilon ), C0 = 0,

Y
(1)
1 (\tau , \varepsilon ) = \varepsilon \bfK t

0

\bigl[ 
\bfL  - J

\bigl( 
Z0, 0

\bigr) \bigr] 
+ \varepsilon G1

\bigl\{ 
F0(s, C

0)
\bigr\} 
(\tau ).

Друге наближення Y2(\tau , \varepsilon ) шукаємо як розв’язок крайової задачi

dY2(\tau , \varepsilon )

d\tau 
= AY2(\tau , \varepsilon ) - Y2(\tau , \varepsilon )B + \varepsilon 

\Bigl\{ 
F0(\tau , C

0) +A1[c](\tau )

+
\bigl[ 
\beta \ast A+A1(\tau )

\bigr] 
Y

(1)
1 (\tau , \varepsilon ) - \beta \ast Y

(1)
1 (\tau , \varepsilon )B +R1(Y1, \varepsilon )

\Bigr\} 
,

\ell Y2(\cdot , \varepsilon ) = \varepsilon J
\bigl( 
Z0(\cdot , C0) + Y1(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 
у виглядi

Y2(\tau , \varepsilon ) = \bfK \tau 
0 [PN(\bfL )C1] + Y

(1)
2 (\tau , \varepsilon ),

Y
(1)
2 (\tau , \varepsilon ) = \varepsilon \bfK t

0

\bigl[ 
\bfL  - J

\bigl( 
Z0 + Y1, \varepsilon 

\bigr) \bigr] 
+ \varepsilon G1

\Bigl\{ 
F0(s, C

0) +A1[c](s)

+
\bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y

(1)
1 (s, \varepsilon ) - \beta \ast Y

(1)
1 (s, \varepsilon )B +R1(Y1, \varepsilon )

\Bigr\} 
(\tau ).

З умови розв’язностi системи для другого наближення отримаємо рiвняння щодо оператора C1 :

B0C1 =  - PY\bfL 

\left[  \ell 1Y (1)
1 (\cdot , \varepsilon ) + J1

\bigl( 
Y1(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 

 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\Bigl[ \bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y

(1)
1 (s, \varepsilon ) - \beta \ast Y

(1)
1 (s, \varepsilon )B +R1(Y1, \varepsilon )

\Bigr] 
ds

\right]  ,
розв’язок якого має вигляд
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C1 =  - B - 
0 PY\bfL 

\left[  \ell 1Y (1)
1 (\cdot , \varepsilon ) + J1

\bigl( 
Y1(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) 

 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\Bigl[ \bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y

(1)
1 (s, \varepsilon ) - \beta \ast Y

(1)
1 (s, \varepsilon )B +R1(Y1, \varepsilon )

\Bigr] 
ds

\right]  + PN(B)C1.

Продовжуючи обчислення далi, приходимо до висновку, що розв’язок операторної системи (11)
можна знайти за допомогою такого iтерацiйного процесу:

Ck =  - B - 
0 PY\bfL 

\left[  \ell 1Y (1)
k (\cdot , \varepsilon ) + J1

\Bigl( 
Yk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\Bigr) 

 - \ell 

b\ast \int 
a

\bfK \cdot 
s

\Bigl[ \bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y

(1)
k (s, \varepsilon ) - \beta \ast Y

(1)
k (s, \varepsilon )B +R1(Yk(s, \varepsilon ), \varepsilon )

\Bigr] 
ds

\right]  + PN(B)Ck,

Y
(1)
k+1(\tau , \varepsilon ) = \varepsilon \bfK t

0

\Bigl[ 
\bfL  - J

\bigl( 
Z0(\cdot , C0) + Yk(\cdot , \varepsilon ), \varepsilon 

\bigr) \Bigr] 
+ \varepsilon G1(F0(s, C

0)

+A1

\bigl[ 
Ck \beta 

\bigr] 
(s) +

\bigl[ 
\beta \ast A+A1(s)

\bigr] 
Y

(1)
k (s, \varepsilon ) - \beta \ast Y

(1)
k (s, \varepsilon )B +R1(Yk(s, \varepsilon ), \varepsilon )(\tau ),

(12)

Yk+1(\tau , \varepsilon ) = \bfK \tau 
0 [PN(\bfL )Ck] + Y

(1)
k+1(\tau , \varepsilon ),

Y0(\tau , \varepsilon ) = Y
(1)
0 (\tau , \varepsilon ) = 0, k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Теорема 2 (достатня умова розв’язностi). Припустимо, що оператор B0 є узагальнено-
оборотним i виконується умова PYB0

PY\bfL 
= 0. Тодi для кожного оператора C0, що є коренем

рiвняння для породжуючих операторiв (5), крайова задача (1), (3) має розв’язок Z(\tau , \varepsilon ) \in 
C1([a; b\ast ];\scrL (H1))\times C(0; \varepsilon 0], Z(\tau , 0) = Z(\tau , C0), який можна знайти за допомогою iтерацiй-
ного процесу (12), збiжного при \varepsilon \in [0; \varepsilon \ast ]:

Zk(\tau , \varepsilon ) = Z0(\tau , C
0) + Yk(\tau , \varepsilon ), k = 0, 1, 2, . . . .

2. Огляд дослiджень зi стiйкостi стану за входом. Концепцiю стiйкостi входу за станом
(input-to-state stability (ISS)), яка об’єднує класичну теорiю Ляпунова та теорiю ISS i має ши-
роке застосування в теорiї нелiнiйного керування, зокрема для надiйної стабiлiзацiї нелiнiйних
систем, введено в роботах E. D. Sontag [14 – 16] для звичайних диференцiальних рiвнянь.

У роботi [3] розроблено iнструменти для дослiдження властивостей ISS нескiнченновимiр-
них систем керування. Побудовано локальнi i глобальнi ISS функцiї Ляпунова для абстрактних
рiвнянь у банахових просторах. Доведено принцип лiнеаризацiї, який дозволяє побудувати
локальну ISS функцiю Ляпунова для системи, лiнiйним наближенням якої є ISS.

У роботi [4] розглядаються iмпульснi системи, якi мають ISS функцiю Ляпунова. Забезпе-
чено побудову локальних ISS функцiй Ляпунова методом лiнеаризацiї. Результати узагальнено
на випадок банахового простору.
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У роботi [5] дослiджується стiйкiсть нелiнiйної системи для параболiчного рiвняння у ча-
стинних похiдних, на яку впливають зовнiшнi збурення. Авторами розроблено пiдхiд до побудо-
ви вiдповiдної коерцитивної функцiї Ляпунова, за допомогою якої встановлюється коректнiсть
розглянутої системи та встановлюються умови, якi гарантують властивiсть ISS.

У роботi [6] показано, що iснування некоерцитивних функцiй Ляпунова передбачає нормо-
iнтегральну стiйкiсть ISS для рiвняння теплопровiдностi з граничними умовами Дiрiхле. Ця
властивiсть, у свою чергу, еквiвалентна ISS, якщо система задовольняє певнi м’якi припущення
щодо регулярностi.

У статтi [7] розроблено метод орiєнтованих многовидiв для дослiдження геометричних вла-
стивостей множин траєкторiй нелiнiйних диференцiальних систем з керуванням. Новий метод
дослiдження стiйкостi нелiнiйних збурених диференцiальних систем започатковано на концеп-
цiї матричнозначних функцiй Ляпунова. Цей метод узагальнено для систем з iмпульсною дiєю,
диференцiальних рiвнянь з розривними правими частинами та гiбридних систем. Розробле-
ний метод орiєнтованих многовидiв звiв проблему керованостi до дослiдження розв’язностi
диференцiальних рiвнянь щодо допомiжних функцiй при загальних припущеннях щодо регу-
лярностi векторних полiв керованої системи. Отриманi результати демонструють ефективнiсть
застосування методу траєкторiй множин для розв’язування обернених задач теорiї керування.

У статтi [8] надано iнструменти на основi функцiй Ляпунова для встановлення integral
input-to-state stability (iISS) i ISS для деяких класiв нелiнiйних параболiчних рiвнянь. Показано,
що для взаємозв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними вибiр правильного
стану та вхiдних просторiв є вирiшальним, зокрема для пiдсистем iISS, якi не є ISS.

У роботi [9] наведено метод побудови iISS функцiй Ляпунова для бiлiнiйних нескiнченно-
вимiрних систем керування у гiльбертовому просторi. Видiлено проблеми, що виникають через
нескiнченну вимiрнiсть простору.

Робота [10] мiстить огляд та основнi результати щодо властивостi ISS для нескiнченнови-
мiрних систем, а також широку бiблiографiю з цiєї тематики. Показано, що метод Ляпунова
корисний як для лiнiйних, так i для нелiнiйних систем, включаючи параболiчнi та гiперболiчнi
диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними.

У роботi [11] розглянуто нелiнiйнi iмпульснi системи зi збуреннями у банахових просторах.
Знайдено умови часу затримки, що гарантують властивiсть ISS. На вiдмiну вiд багатьох iсну-
ючих результатiв, цi умови охоплюють випадок, коли неперервна та дискретна динамiка може
бути водночас нестiйкою.

У роботi [12] доведено, що властивiсть ISS нелiнiйних систем над банаховими простора-
ми еквiвалентна iснуванню коерцитивної неперервної за Лiпшицем ISS функцiї Ляпунова для
цiєї системи. Для лiнiйних нескiнченновимiрних систем показано, що властивiсть ISS еквiва-
лентна iснуванню некоерцитивної ISS функцiї Ляпунова. Побудовано двi простiшi конструкцiї
коерцитивної та некоерцитивної ISS функцiй Ляпунова для таких систем.

У роботi [13] узагальнено вiдомi критерiї ISS, доведенi E. D. Sontag i Y. Wang для сис-
тем звичайних диференцiальних рiвнянь. В окремих випадках для диференцiальних рiвнянь у
банахових просторах доведено навiть ширшi критерiї для властивостей ISS. У цiй же роботi
введено нове поняття сильної ISS, яка еквiвалентна ISS у випадку звичайних диференцiальних
рiвнянь, але є строго слабшою, нiж ISS у нескiнченновимiрному випадку.

Як показує цей огляд робiт, властивостi ISS вiдiграють вирiшальну роль при дослiдженнi
задач, що у свою чергу свiдчить про велику кiлькiсть нерозв’язаних проблем i перспективнiсть
даної тематики.
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3. Застосування отриманих методiв до дослiдження операторних та операторно-дифе-
ренцiальних крайових задач для зв’язаних систем Ляпунова. Запропонованi вище методи
можуть бути використанi при дослiдженнi таких крайових задач.

1. Зв’язанi системи лiнiйних операторних рiвнянь Ляпунова. Розглянемо систему зв’язаних
рiвнянь Ляпунова у просторi Гiльберта

AiiXi(\varepsilon ) +Xi(\varepsilon )Bii + \varepsilon 

\Biggl( 
n\sum 

k=1,k \not =i

AikXk(\varepsilon )

\Biggr) 
= Hi + \varepsilon H i, i = 1, n. (13)

Тут Aij , Bii, Hi, H i \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють у гiльбер-
товому просторi \scrH .

Необхiдно знайти достатнi умови iснування розв’язкiв Xi(\varepsilon ) цiєї системи у двох випадках
(Xi(\varepsilon ) — лiнiйнi та обмеженi оператори):

а) породжуюча система рiвнянь (\varepsilon = 0) має розв’язки;

б) породжуюча система не має розв’язкiв.

2. Зв’язанi системи нелiнiйних операторних рiвнянь Ляпунова. Розглянемо систему зв’язаних
рiвнянь Ляпунова у просторi Гiльберта

AiiXi(\varepsilon ) +Xi(\varepsilon )Bii + \varepsilon Ri(X1(\varepsilon ), X2(\varepsilon ), . . . , Xi - 1(\varepsilon ), Xi+1(\varepsilon ), . . . , Xn(\varepsilon )) = Hi, i = 1, n.

Тут Aii, Bii, Hi \in \scrL (\scrH ), i = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють у гiльбертовому
просторi \scrH .

Потрiбно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої системи за умови,
що породжуюча система (\varepsilon = 0) має розв’язки i вiдповiднi розв’язки Xi(\varepsilon ) при \varepsilon \rightarrow 0 прямують
до розв’язкiв X0

i породжуючої задачi

AiiX
0
i +X0

i Bii = Hi, i = 1, n.

3. Зв’язанi системи керування лiнiйних операторних рiвнянь Ляпунова. Розглянемо систему
керування зв’язаних рiвнянь Ляпунова у просторi Гiльберта

AiiXi(\varepsilon ) +Xi(\varepsilon )Bii + \varepsilon 

\Biggl( 
n\sum 

k=1,k \not =i

AikXk(\varepsilon )

\Biggr) 
+ CiUi = Hi + \varepsilon H i, i = 1, n.

Тут Aij , Bii, Ci, Hi, H i \in \scrL (\scrH ), i = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють у гiльбер-
товому просторi \scrH .

Необхiдно знайти достатнi умови iснування розв’язкiв Xi системи (13) за додаткових умов

\ell iXi(\varepsilon ) = \alpha i, i = 1, n,

де \ell i, i = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють з простору \scrH у простiр \scrH 1

(\ell i \in \scrL (\scrH ,\scrH 1)), \alpha i \in \scrH 1 у двох випадках (Xi(\varepsilon ) — лiнiйнi та обмеженi оператори):

а) породжуюча система рiвнянь (\varepsilon = 0) має розв’язки;

б) породжуюча система не має розв’язкiв.
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I навiть бiльше, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi вiд норм Ui

та \alpha i (аналоги так званих умов ISS).

4. Зв’язанi системи керування нелiнiйних операторних рiвнянь Ляпунова. Розглянемо си-
стему зв’язаних рiвнянь Ляпунова у просторi Гiльберта

AiiXi(\varepsilon ) +Xi(\varepsilon )Bii

+ \varepsilon Ri(X1(\varepsilon ), X2(\varepsilon ), . . . , Xi - 1(\varepsilon ), Xi+1(\varepsilon ), . . . , Xn(\varepsilon )) + CiUi = Hi, i = 1, n.

Тут Aii, Bii, Ci, Hi \in \scrL (\scrH ), i = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють у гiльбертовому
просторi \scrH з додатковими умовами

\ell iXi(\varepsilon ) = \alpha i.

Необхiдно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої системи за умови,
що породжуюча система (\varepsilon = 0) має розв’язки.

I навiть бiльше, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi вiд норм Ui

та \alpha i (аналоги так званих умов ISS).

5. Зв’язанi системи лiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпунова. Розглянемо
крайову задачу для операторно-диференцiальних систем зв’язаних рiвнянь Ляпунова у просторi
Гiльберта

dXi(t, \varepsilon )

dt
= Aii(t)Xi(t, \varepsilon ) +Xi(t, \varepsilon )Bii(t)

+ \varepsilon 

\Biggl( 
n\sum 

k=1,k \not =i

AikXk(t, \varepsilon )

\Biggr) 
+Hi(t) + \varepsilon H i(t), i = 1, n, t \in J,

\ell iXi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha i.

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що при
кожному t \in J дiють у гiльбертовому просторi \scrH (t \in J, J \subset R). Лiнiйнi та обмеженi опера-
тори \ell i переводять розв’язки операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта
\scrH 1, \alpha i \in \scrH 1.

Необхiдно знайти достатнi умови iснування розв’язкiв Xi(t, \varepsilon ) системи (13) у двох випадках
(Xi(t, \varepsilon ) — лiнiйнi та обмеженi оператори):

а) породжуюча крайова задача (\varepsilon = 0) має розв’язки;

б) породжуюча крайова задача не має розв’язкiв.

Така задача становить окремий iнтерес як у випадку сталих операторних коефiцiєнтiв
(Aii(t) = Aii, Bii(t) = Bii), так i у випадку необмежених операторних коефiцiєнтiв. I на-
вiть бiльше, окремим випадком є дослiдження розв’язкiв таких задач на всiй осi (з крайовими
умовами на нескiнченностi).

6. Зв’язанi системи нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпунова. Розглянемо
крайову задачу для операторно-диференцiальних нелiнiйних систем зв’язаних рiвнянь Ляпуно-
ва у просторi Гiльберта
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dXi(t, \varepsilon )

dt
= Aii(t)Xi(t, \varepsilon ) +Xi(t, \varepsilon )Bii(t)

+ \varepsilon Ri(X1(t, \varepsilon ), X2(t, \varepsilon ), . . . , Xi - 1(t, \varepsilon ), Xi+1(t, \varepsilon ), . . . , Xn(t, \varepsilon ))

+Hi(t), i = 1, n,

\ell iXi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha i.

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що при
кожному t \in J дiють у гiльбертовому просторi \scrH (t \in J, J \subset R). Лiнiйнi та обмеженi опера-
тори \ell i переводять розв’язки операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта
\scrH 1, \alpha i \in \scrH 1.

Потрiбно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої системи за умови,
що породжуюча система (\varepsilon = 0) має розв’язки i вiдповiднi розв’язки Xi(t, \varepsilon ) при \varepsilon \rightarrow 0

прямують до розв’язкiв X0
i (t) породжуючої крайової задачi

dX0
i (t)

dt
= Aii(t)X

0
i (t) +X0

i (t)Bii(t) +Hi(t), i = 1, n,

\ell iX
0
i (\cdot ) = \alpha i.

7. Зв’язанi системи керування лiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпунова. Роз-
глянемо операторно-диференцiальну крайову задачу для системи керування зв’язаних рiвнянь
Ляпунова у просторi Гiльберта

dXi(t, \varepsilon )

dt
= Aii(t)Xi(t, \varepsilon ) +Xi(t, \varepsilon )Bii(t)

+ \varepsilon 

\Biggl( 
n\sum 

k=1,k \not =i

AikXk(\varepsilon )

\Biggr) 
+ Ci(t)Ui +Hi(t) + \varepsilon H i(t), i = 1, n,

\ell iXi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha i, i = 1, n.

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що при
кожному t \in J дiють у гiльбертовому просторi \scrH (t \in J, J \subset R). Лiнiйнi та обмеженi опера-
тори \ell i переводять розв’язки операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта
\scrH 1, \alpha i \in \scrH 1. Задача розглядається у двох випадках (Xi(t, \varepsilon ) — лiнiйнi та обмеженi оператори):

а) породжуюча задача (\varepsilon = 0) має розв’язки;
б) породжуюча задача не має розв’язкiв.
I навiть бiльше, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi вiд норм Ui

та \alpha i (аналоги так званих умов ISS).
8. Зв’язанi системи керування нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпунова.

Розглянемо систему зв’язаних рiвнянь Ляпунова у просторi Гiльберта

dXi(t, \varepsilon )

dt
= Aii(t)Xi(t, \varepsilon ) +Xi(t, \varepsilon )Bii(t)

+ \varepsilon Ri(X1(t, \varepsilon ), X2(t, \varepsilon ), . . . , Xi - 1(t, \varepsilon ), Xi+1(t, \varepsilon ), . . . , Xn(t, \varepsilon ))

+ Ci(t)Ui +Hi(t),
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\ell iXi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha i.

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що при
кожному t \in J дiють у гiльбертовому просторi \scrH (t \in J, J \subset R). Лiнiйнi та обмеженi опера-
тори \ell i переводять розв’язки операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта
\scrH 1, \alpha i \in \scrH 1. Задача розглядається у двох випадках (Xi(t, \varepsilon ) — лiнiйнi та обмеженi оператори).

Потрiбно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої системи за умови,
що породжуюча система (\varepsilon = 0) має розв’язки i вiдповiднi розв’язки Xi(\varepsilon ) при \varepsilon \rightarrow 0 прямують
до розв’язкiв X0

i породжуючої задачi

dX0
i (t)

dt
= Aii(t)X

0
i (t) +X0

i (t)Bii(t) + Ci(t)Ui +Hi(t), i = 1, n,

\ell iX
0
i (\cdot , \varepsilon ) = \alpha i.

I навiть бiльше, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi вiд норм Ui

та \alpha i (аналоги так званих умов ISS).
9. Зв’язанi системи лiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпунова з iмпульсами.

Розглянемо крайову задачу для операторно-диференцiальних систем зв’язаних рiвнянь Ляпу-
нова у просторi Гiльберта з iмпульсними умовами

dXi(t, \varepsilon )

dt
= Aii(t)Xi(t, \varepsilon ) +Xi(t, \varepsilon )Bii(t)

+ \varepsilon 

\Biggl( 
n\sum 

k=1,k \not =i

AikXk(t, \varepsilon )

\Biggr) 
+Hi(t) + \varepsilon H i(t), i = 1, n, t \in J,

\ell iXi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha i,

\phi j
ixi(\cdot , \varepsilon ) := EjXi(\tau j+, \varepsilon ) - (Ej + Sj)Xi(\tau j - , \varepsilon ) = Gj

i , j = 1, p.

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що при
кожному t \in J дiють у гiльбертовому просторi \scrH (t \in J, J \subset R). Лiнiйнi та обмеженi опера-
тори \ell i переводять розв’язки операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта
\scrH 1, \alpha i \in \scrH 1. Ej , Sj — лiнiйнi та обмеженi оператори у функцiональних просторах, що перево-
дять вiдповiднi розв’язки у деякий простiр Гiльберта \scrH 3, G

j
i \in \scrL (\scrH 3) з певними додатковими

умовами продовжуваностi через точки розриву \tau j , j = 1, p.

Необхiдно знайти достатнi умови iснування розв’язкiв Xi(t, \varepsilon ) вiдповiдної крайової задачi
у двох випадках (Xi(t, \varepsilon ) — лiнiйнi та обмеженi оператори):

а) породжуюча крайова задача (\varepsilon = 0) має розв’язки;
б) породжуюча крайова задача не має розв’язкiв.
Така задача становить окремий iнтерес як у випадку сталих операторних коефiцiєнтiв

(Aii(t) = Aii, Bii(t) = Bii), так i у випадку необмежених операторних коефiцiєнтiв. I на-
вiть бiльше, окремим випадком є дослiдження розв’язкiв таких задач на всiй осi (з крайовими
умовами на нескiнченностi).

10. Зв’язанi системи нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпунова з iмпуль-
сами. Розглянемо крайову задачу для операторно-диференцiальних нелiнiйних систем зв’язаних
рiвнянь Ляпунова у просторi Гiльберта з iмпульсами
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dXi(t, \varepsilon )

dt
= Aii(t)Xi(t, \varepsilon ) +Xi(t, \varepsilon )Bii(t)

+ \varepsilon Ri(X1(t, \varepsilon ), X2(t, \varepsilon ), . . . , Xi - 1(t, \varepsilon ), Xi+1(t, \varepsilon ), . . . , Xn(t, \varepsilon ))

+Hi(t), i = 1, n,

\ell iXi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha i,

\phi j
iXi(\cdot , \varepsilon ) := EjXi(\tau j+, \varepsilon ) - (Ej + Sj)Xi(\tau j - , \varepsilon ) = Gj

i , j = 1, p.

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що при
кожному t \in J дiють у гiльбертовому просторi \scrH (t \in J, J \subset R). Лiнiйнi та обмеженi опера-
тори \ell i переводять розв’язки операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта
\scrH 1, \alpha i \in \scrH 1. Ej , Sj — лiнiйнi та обмеженi оператори у функцiональних просторах, що перево-
дять вiдповiднi розв’язки у деякий простiр Гiльберта \scrH 3, G

j
i \in \scrL (\scrH 3) з певними додатковими

умовами продовжуваностi через точки розриву \tau j , j = 1, p.

Потрiбно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої системи за умови,
що породжуюча система (\varepsilon = 0) має розв’язки i вiдповiднi розв’язки Xi(t, \varepsilon ) при \varepsilon \rightarrow 0

прямують до розв’язкiв X0
i (t) породжуючої крайової задачi

dX0
i (t)

dt
= Aii(t)X

0
i (t) +X0

i (t)Bii(t) +Hi(t), i = 1, n,

\ell iX
0
i (\cdot ) = \alpha i,

\phi j
iX

0
i (\cdot , \varepsilon ) := EjX

0
i (\tau j+) - (Ej + Sj)X

0
i (\tau j - ) = Gj

i , j = 1, p.

11. Зв’язанi системи керування лiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпунова з
iмпульсами. Розглянемо операторно-диференцiальну крайову задачу для системи керування
зв’язаних рiвнянь Ляпунова у просторi Гiльберта

dXi(t, \varepsilon )

dt
= Aii(t)Xi(t, \varepsilon ) +Xi(t, \varepsilon )Bii(t)

+ \varepsilon 

\Biggl( 
n\sum 

k=1,k \not =i

AikXk(\varepsilon )

\Biggr) 
+ Ci(t)Ui +Hi(t) + \varepsilon H i(t), i = 1, n,

\ell iXi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha i, i = 1, n,

\phi j
iXi(\cdot , \varepsilon ) := EjXi(\tau j+, \varepsilon ) - (Ej + Sj)Xi(\tau j - , \varepsilon ) = Gj

i , j = 1, p.

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що при
кожному t \in J дiють у гiльбертовому просторi \scrH (t \in J, J \subset R). Лiнiйнi та обмеженi опера-
тори \ell i переводять розв’язки операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта
\scrH 1, \alpha i \in \scrH 1. Ej , Sj — лiнiйнi та обмеженi оператори у функцiональних просторах, що перево-
дять вiдповiднi розв’язки у деякий простiр Гiльберта \scrH 3, G

j
i \in \scrL (\scrH 3) з певними додатковими

умовами продовжуваностi через точки розриву \tau j , j = 1, p. Задача розглядається у двох випад-
ках (Xi(t, \varepsilon ) — лiнiйнi та обмеженi оператори):

а) породжуюча задача (\varepsilon = 0) має розв’язки;
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б) породжуюча задача не має розв’язкiв.
I навiть бiльше, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi вiд норм Ui

та \alpha i (аналоги так званих умов ISS).
12. Зв’язанi системи керування нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Ляпунова з

iмпульсами. Розглянемо систему зв’язаних рiвнянь Ляпунова у просторi Гiльберта з iмпульсами

dXi(t, \varepsilon )

dt
= Aii(t)Xi(t, \varepsilon ) +Xi(t, \varepsilon )Bii(t)

+ \varepsilon Ri(X1(t, \varepsilon ), X2(t, \varepsilon ), . . . , Xi - 1(t, \varepsilon ), Xi+1(t, \varepsilon ), . . . , Xn(t, \varepsilon ))

+ Ci(t)Ui +Hi(t),

\ell iXi(\cdot , \varepsilon ) = \alpha i,

\phi j
iXi(\cdot , \varepsilon ) := EjXi(\tau j+, \varepsilon ) - (Ej + Sj)Xi(\tau j - , \varepsilon ) = Gj

i , j = 1, p.

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) \in \scrL (\scrH ), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що при
кожному t \in J дiють у гiльбертовому просторi \scrH (t \in J, J \subset R). Лiнiйнi та обмеженi опера-
тори \ell i переводять розв’язки операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта
\scrH 1, \alpha i \in \scrH 1. Ej , Sj — лiнiйнi та обмеженi оператори у функцiональних просторах, що перево-
дять вiдповiднi розв’язки у деякий простiр Гiльберта \scrH 3, G

j
i \in \scrL (\scrH 3) з певними додатковими

умовами продовжуваностi через точки розриву \tau j , j = 1, p. Задача розглядається у двох випад-
ках (Xi(t, \varepsilon ) — лiнiйнi та обмеженi оператори).

Потрiбно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої системи за умови,
що породжуюча система (\varepsilon = 0) має розв’язки i вiдповiднi розв’язки Xi(\varepsilon ) при \varepsilon \rightarrow 0 прямують
до розв’язкiв X0

i породжуючої задачi

dX0
i (t)

dt
= Aii(t)X

0
i (t) +X0

i (t)Bii(t) + Ci(t)Ui +Hi(t), i = 1, n,

\ell iX
0
i (\cdot , \varepsilon ) = \alpha i,

\phi j
iX

0
i (\cdot ) := EjX

0
i (\tau j+) - (Ej + Sj)X

0
i (\tau j - ) = Gj

i , j = 1, p.

I навiть бiльше, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi вiд норм Ui

та \alpha i (аналоги так званих умов ISS).
Умови на нелiнiйностi Ri залежать вiд вiдповiдної задачi i будуть визначенi окремо.
Зауваження. Аналогiчнi задачi можна розглядати у випадку рiзницевих операторних кра-

йових задач для системи рiвнянь Ляпунова та задач на часових шкалах.

Конфлiкт iнтересiв. Автори заявляють, що вони не мають потенцiйного конфлiкту iнтере-
сiв щодо дослiдження у цiй статтi.

Олександр Бойчук є членом редколегiї „Українського математичного журналу”. Вiдповi-
дальним редактором з розгляду цiєї статтi був iнший член редколегiї. Стаття пройшла належне
таємне рецензування. Олександр Бойчук не був залучений до процесу рецензування i прийняття
рiшення щодо публiкацiї цiєї статтi.

Фiнансування. Цю роботу пiдтримано грантом Simons Foundations (1290607, О. Бойчук,
О. Покутний).
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