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БIГАРМОНIЧНЕ ПРОДОВЖЕННЯ ГРАДIЄНТIВ ЗА ДОПОМОГОЮ
МОНОГЕННИХ ФУНКЦIЙ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ У БIГАРМОНIЧНIЙ АЛГЕБРI

Necessary and sufficient conditions are established for the existence of the continuations of gradients of biharmonic
functions u1 and u2 across a smooth curve \Gamma (uk : Dk  - \rightarrow \BbbR , k = 1, 2, and \Gamma is a common part of the boundaries
of D1 and D2 ). Moreover, the indicated continuation of gradients determines the gradient of the biharmonic function (in
D1 \cup \Gamma \cup D1 ).

Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування продовження через гладку криву для градiєнтiв функцiй, якi
визначенi та є бiгармонiчними функцiями у вiдповiдних областях, що межують з даною кривою. Навiть бiльше,
знайдене продовження визначає градiєнт бiгармонiчної функцiї в областi, яка є об’єднанням зазначених областей
та кривої.

1. Вступ. Однiєю з класичних задач теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
є задача про продовження розв’язкiв рiвнянь за межi областi їх визначення. Дослiдженням
цiєї проблеми присвячено роботи багатьох математикiв (див., наприклад, оглядову статтю [4] i
наведену в нiй бiблiографiю). Значну увагу в цiй роботi придiлено модифiкацiї методу Левi –
Векуа (див. [5, 8]), який полягає у зведеннi рiвнянь з частинними похiдними вигляду L(x, y) = 0

вiд двох дiйсних змiнних x, y до рiвнянь вигляду L1((z+w)/2, (z - w)/2i) = 0 з комплексними
похiдними вiд двох змiнних z = x + iy, w = x  - iy комплексної площини \BbbC . Зокрема, для
побудови формул продовження бiгармонiчних функцiй, значення яких на частинi межi (для якої
будується продовження i яка є аналiтичною кривою) пов’язанi певними крайовими умовами,
метод Левi – Векуа розвивається у роботах [10, 13], причому в останнiй роботi розглянуто п’ять
рiзних крайових умов та одержано явнi формули продовження бiгармонiчних функцiй для
кожного випадку. Крiм того, у роботi [13] проведено детальний аналiз внескiв попередникiв
стосовно побудови продовження бiгармонiчних функцiй через частини межi, яка має спецiальнi
форми (див., наприклад, [9, 11, 12]).

При розв’язуваннi крайових задач для плоских бiгармонiчних функцiй, зокрема пов’язаних
з теорiєю пружностi, часто бiльш важливим є знаходження не самої шуканої бiгармонiчної
функцiї, а її градiєнта (див., наприклад, [6, 7, 14]).

2. Формулювання задачi та резюме основного результату. Нехай \BbbR — множина дiйсних
чисел, D — обмежена однозв’язна область площини \BbbR 2, \partial D — межа областi D, точки Al \in \partial D,

l = 1, 2, A1 \not = A2; гладкi жордановi кривi \Gamma \subset D, \Gamma l \subset \partial D, l = 1, 2, мають як кiнцi точки A1

та A2, Al /\in \Gamma , Al /\in \Gamma k, l = 1, 2, k = 1, 2. Тодi \partial D = \Gamma 1 \cup \{ A1, A2\} \cup \Gamma 2, а крива \Gamma розбиває
множину D на двi обмеженi однозв’язнi множини Dk, k = 1, 2, де межа \partial Dk областi Dk,

k = 1, 2, визначається як \partial Dk = \Gamma \cup \{ A1, A2\} \cup \Gamma k, k = 1, 2, при цьому D = D1 \cup \Gamma \cup D2.

Символом D0 будемо позначати далi одну з трьох областей: D1, D2, D.

Нехай функцiя v : D0  - \rightarrow \BbbR має в D0 неперервнi похiднi першого порядку \partial v/\partial x, \partial v/\partial y.

Символом \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} v будемо позначати упорядковану пару (\partial v/\partial x, \partial v/\partial y), отже, \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} v : D0  - \rightarrow 
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\BbbR 2 i \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} v(x, y) =

\biggl( 
\partial v(x, y)

\partial x
,
\partial v(x, y)

\partial y

\biggr) 
для всiх (x, y) \in D0. Якщо функцiя v бiгармонiчна в

областi D0, то частиннi похiднi \partial v/\partial x, \partial v/\partial y також бiгармонiчнi функцiї в областi D0, тому
градiєнт \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} v будемо називати бiгармонiчним у цiй областi.

Предметом дослiдження цiєї роботи є знаходження необхiдних та достатнiх умов iснування
неперервного продовження через криву \Gamma бiгармонiчних градiєнтiв \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}uk, k = 1, 2, вiд
бiгармонiчних функцiй uk : Dk  - \rightarrow \BbbR , k = 1, 2, так, щоб продовження в область D градiєнтiв
\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}uk, k = 1, 2, визначало бiгармонiчний градiєнт певної бiгармонiчної функцiї u в D.

Iншими словами, потрiбно з’ясувати, коли iснує бiгармонiчна функцiя u : D  - \rightarrow \BbbR , звуження
градiєнта якої на областi Dk, k = 1, 2, збiгаються вiдповiдно з градiєнтами наперед заданих
бiгармонiчних функцiй uk, k = 1, 2.

Шуканi умови продовження знаходяться нижче у термiнах граничної поведiнки на \Gamma дiйсних
компонент для похiдних вiдповiдних порядкiв вiд аналiтичних функцiй, якi набувають значень у
комутативнiй двовимiрнiй бiгармонiчнiй алгебрi (див., наприклад, [19]), причому певнi їх пари
дiйсних компонент у областях Dk, k = 1, 2, збiгаються вiдповiдно зi значеннями градiєнтiв
функцiй uk, k = 1, 2.

3. Моногеннi функцiї. Розбиття кривої \bfitgamma на порцiї. У роботi [19] асоцiативну комутатив-
ну двовимiрну алгебру \BbbB з одиницею e над полем комплексних чисел \BbbC названо бiгармонiчною,
якщо вона мiстить базис \{ e1, e2\} , що задовольняє умови

(e21 + e22)
2 = 0, e21 + e22 \not = 0 (1)

(який також названо бiгармонiчним), i запропоновано наступну таблицю множення для такого
базису:

e21 = e1 = e, e2e1 = e2, e22 = e+ 2ie2,

де i — уявна комплексна одиниця.
У роботi [20] доведено єдинiсть бiгармонiчної алгебри \BbbB i показано, що вона породжується

небiгармонiчним базисом \{ e, \rho \} , де

\rho = 2e+ 2ie2 ,

при цьому \rho 2 = 0 , а також описано всi бiгармонiчнi базиси в \BbbB . Зауважимо, що алгебра
\BbbB iзоморфна чотиривимiрним алгебрам над полем дiйсних чисел \BbbR , розглянутим у роботах
[21, 22].

В алгебрi \BbbB визначимо евклiдову норму

\| a\| :=
\sqrt{} 

| z1| 2 + | z2| 2, a = z1e1 + z2e2 \in \BbbB , zk \in \BbbC , k = 1, 2.

Як i в роботi [19], розглянемо бiгармонiчну площину \mu e1,e2 := \{ \zeta = x e1 + y e2 : x, y \in \BbbR \} . Кон-
груентнi множини у бiгармонiчнiй площинi \mu e1,e2 (вiдповiднiсть: \zeta = xe1+ye2 \in \mu e1,e2 , (x, y) \in 
\BbbR 2) для множин D, \Gamma , \Gamma k, \{ Ak\} , D0, Dk, k = 1, 2, позначимо вiдповiдно символами D\zeta , \gamma ,

\gamma k, \{ ak\} , (D0)\zeta , (Dk)\zeta , k = 1, 2. Тодi межi \partial (Dk)\zeta , \partial D\zeta вiдповiдно областей \partial (Dk)\zeta , k = 1, 2,

D\zeta задовольняють рiвностi

\partial (Dk)\zeta = \gamma \cup \{ a1, a2\} \cup \gamma k, k = 1, 2, \partial D\zeta = \gamma 1 \cup \{ a1, a2\} \cup \gamma 2.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2024, т. 76, № 4



БIГАРМОНIЧНЕ ПРОДОВЖЕННЯ ГРАДIЄНТIВ ЗА ДОПОМОГОЮ МОНОГЕННИХ ФУНКЦIЙ . . . 489

Крiм того, справджуються рiвностi D\zeta = (D1)\zeta \cup \gamma \cup (D2)\zeta , (D0)\zeta = (Dk)\zeta при D0 = Dk,

k = 1, 2. Якщо D0 = D, то (D0)\zeta := D\zeta .

Назвемо криву \widetilde \gamma \subset \mu e1,e2 гладкою, якщо її конгруентна крива \gamma 0 := \{ z = x + iy \in \BbbC :

xe1 + ye2 \in \mu e1,e2\} комплексної площини \BbbC є гладкою, i вiдповiдно кусково-гладкою, якщо
\gamma 0 — кусково-гладка крива. Тодi \gamma є гладкою кривою, \gamma k — гладкi кривi, межi \partial D\zeta i \partial D\zeta k —
кусково-гладкi кривi, k = 1, 2.

Позначимо через \gamma x не бiльш нiж злiченне об’єднання гладких попарно неперетинних
кривих \gamma x(Ak,x, Bk,x) \subset \gamma (k — натуральне число), кожна з яких має як кiнцi точки Ak,x i Bk,x

кривої \gamma , Ak,x /\in \gamma x, Bk,x /\in \gamma x, а кожна крива \gamma x(Ak,x, Bk,x) належить вiдповiднiй прямiй, яка
паралельна осi \{ \zeta = xe1 + ye2 \in \mu e1,e2 : y = 0\} (можливий випадок, коли \gamma x = \varnothing ).

Позначимо через \gamma y не бiльш нiж злiченне об’єднання вiдкритих гладких попарно непере-
тинних кривих \gamma y(Ak,y, Bk,y) \subset \gamma (k — натуральне число), кожна з яких має як кiнцi точки
Ak,y i Bk,y кривої \gamma , Ak,y /\in \gamma y, Bk,y /\in \gamma y, а кожна крива \gamma y(Ak,y, Bk,y) належить вiдповiднiй
прямiй, яка паралельна осi \{ \zeta = xe1 + ye2 \in \mu e1,e2 : x = 0\} (можливий випадок, коли \gamma y = \varnothing ).

Введемо до розгляду множину \widetilde \gamma := \gamma \setminus (\gamma x \cup \gamma y). Тодi \gamma = \widetilde \gamma \cup \gamma x \cup \gamma y. Скрiзь далi
\zeta := x e1 + y e2, z := x+ iy, (x, y) \in D.

Оскiльки в бiгармонiчнiй площинi вiдсутнi дiльники нуля, то похiдна функцiї \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB 
визначається так, як i для аналiтичних функцiй комплексної змiнної, а саме:

\Phi \prime (\zeta ) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
h\rightarrow 0, h\in \mu e1,e2

\bigl( 
\Phi (\zeta + h) - \Phi (\zeta )

\bigr) 
h - 1 . (2)

Функцiя \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB називається моногенною в областi D\zeta , якщо її похiдна \Phi \prime (\zeta ) iснує в
кожнiй точцi \zeta \in D\zeta .

Якщо iснує похiдна другого порядку вiд функцiї \Phi (похiдна вiд \Phi \prime ) у кожнiй точцi \zeta \in D\zeta ,

то будемо позначати її символом \Phi \prime \prime ; якщо iснує похiдна третього порядку вiд функцiї \Phi 

(похiдна вiд \Phi \prime \prime ), то — символом \Phi \prime \prime \prime , тощо.
Кожну функцiю \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB подаємо у виглядi

\Phi (\zeta ) = U1(x, y) e1 + U2(x, y) ie1 + U3(x, y) e2 + U4(x, y) ie2 , (3)

де Uk : D  - \rightarrow \BbbR , k = 1, 4, — дiйснозначнi компоненти-функцiї. Для них також будемо викори-
стовувати позначення \mathrm{U}k[\Phi ] := Uk, k = 1, 4.

Очевидно, що кожна моногенна функцiя \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB є неперервною в областi D\zeta , а
її компоненти Uk(x, y) = \mathrm{U}k[\Phi (\zeta )], k = 1, 4, — неперервними лiнiйними операторами щодо
додавання моногенних функцiй та множення їх на дiйснi числа.

У роботi [19] доведено, що функцiя \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB є моногенною в областi D\zeta тодi й лише
тодi, коли всi її дiйснозначнi компоненти з розкладу (3) диференцiйовнi в D i виконується
такий аналог умов Кошi – Рiмана:

\partial \Phi (\zeta )

\partial y
=

\partial \Phi (\zeta )

\partial x
e2. (4)

У роботах [1, 2] доведено, що кожна моногенна функцiя \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB має (неперервнi)
похiднi \Phi (n)(\zeta ) усiх порядкiв в областi D\zeta i задовольняє рiвняння

\Delta 2u(x, y) :=

\biggl( 
\partial 4

\partial x4
+ 2

\partial 4

\partial x2\partial y2
+

\partial 4

\partial y4

\biggr) 
u(x, y) = 0 \forall (x, y) \in D

в силу першого зi спiввiдношень (1) i рiвностi \Delta 2\Phi (\zeta ) = \Phi (4)(\zeta ) (e21+e22)
2. Тому всi компоненти

Uk : D  - \rightarrow \BbbR , k = 1, 4, з розкладу (3) є бiгармонiчними функцiями в областi D.
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4. Допомiжнi твердження. Розглянемо допомiжнi результати про зображення бiгармонiч-
ного градiєнта за допомогою компонент моногенних функцiй.

Лема 1. Нехай u : D0  - \rightarrow \BbbR — бiгармонiчна функцiя. Тодi iснує моногенна функцiя
\Phi : (D0)\zeta  - \rightarrow \BbbB , яка задовольняє рiвнiсть

\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u(x, y) = (\mathrm{U}1[\Phi (\zeta )],\mathrm{U}3[\Phi (\zeta )]) \forall \zeta \in (D0)\zeta . (5)

Усi моногеннi функцiї, якi задовольняють рiвнiсть (5), визначаються рiвнiстю

\Phi (\zeta ) = \Phi \prime 
u + ik\zeta + ine+ ie2m, (6)

де k, n, m — довiльнi дiйснi числа, \Phi u — моногенна в D\zeta функцiя, яка задовольняє умову

\mathrm{U}1[\Phi u(\zeta )] = u(x, y) \forall (x, y) \in D. (7)

Доведення. За теоремою 5 роботи [1] iснують моногеннi функцiї \Phi u : (D0)\zeta  - \rightarrow \BbbB , якi
задовольняють умову (7). Крiм того, потужнiсть множини функцiй \Phi u є континуумом.

З умови (4) для \Phi := \Phi u та спiввiдношення (7) для кожного \zeta \in (D0)\zeta випливають рiвностi

\mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi u

\prime (\zeta )
\bigr] 
=

\partial \mathrm{U}1[\Phi u(\zeta )]

\partial x
\equiv \partial u(x, y)

\partial x
, \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi u

\prime (\zeta )
\bigr] 
=

\partial \mathrm{U}1[\Phi u(\zeta )]

\partial y
\equiv \partial u(x, y)

\partial y
.

Тому моногенна функцiя \Phi := \Phi \prime 
u задовольняє умову (5). Опишемо всю сукупнiсть моногенних

функцiй \Phi , якi задовольняють умову (5).
Нехай тепер \Phi — довiльна моногенна в (D0)\zeta функцiя, яка задовольняє умову (7). Тодi

моногенна в D\zeta функцiя \widetilde \Phi := \Phi  - \Phi u задовольняє в (D0)\zeta умови

\mathrm{U}1

\Bigl[ \widetilde \Phi (\zeta )\Bigr] = 0, \mathrm{U}3

\Bigl[ \widetilde \Phi (\zeta )\Bigr] = 0 \forall \zeta \in D\zeta . (8)

У лемi 3 роботи [1] описано всi моногеннi функцiї, якi задовольняють першу умову з
(8). Враховуючи далi другу умову з (8) та рiвнiсть \zeta = xe + ye2, приходимо до рiвностi\widetilde \Phi (\zeta ) = ik\zeta + in e + im e2 для кожного \zeta \in D\zeta (k, n, m — довiльнi дiйснi числа), яка разом з
рiвнiстю \widetilde \Phi := \Phi  - \Phi \prime 

u i доводить формулу (6).
Лему доведено.
Нехай дiйснозначнi функцiї P, Q є неперервними в областi D. Функцiя u : D  - \rightarrow \BbbR 

називається примiтивною функцiєю (див., наприклад, [16, c. 250]) диференцiального виразу
\omega := P dx +Qdy в областi D, якщо функцiя u є неперервно диференцiйовною в областi D i
виконується рiвнiсть мiж диференцiальним виразом \omega i (повним) диференцiалом функцiї u в
областi D:

\omega \equiv P (x, y) dx+Q(x, y) dy = d u(x, y) \forall (x, y) \in D.

Очевидно, що неперервно диференцiйовна функцiя u : D  - \rightarrow \BbbR є примiтивною функцiєю
диференцiального виразу \omega = P dx + Qdy тодi й лише тодi, коли (P,Q) = \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u в областi
D. Зазначимо, що у випадку, коли шукана неперервно диференцiйовна функцiя u задовольняє
рiвнiсть (P,Q) = \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u в областi D, функцiя u вiдновлюється (з точнiстю до довiльного
дiйсного доданка) за формулою

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2024, т. 76, № 4



БIГАРМОНIЧНЕ ПРОДОВЖЕННЯ ГРАДIЄНТIВ ЗА ДОПОМОГОЮ МОНОГЕННИХ ФУНКЦIЙ . . . 491

u(x, y) =

(x,y)\int 
(x0,y0)

P dx+Qdy + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} \forall (x, y) \in D, (9)

де iнтегрування проводиться уздовж довiльної гладкої кривої областi D, яка сполучає фiксовану
точку (x0, y0) \in D з точкою (x, y).

Лема 2 [18, с. 18]. Нехай функцiї P : D  - \rightarrow \BbbR , Q : D  - \rightarrow \BbbR та всi їхнi частиннi похiднi
першого порядку неперервнi в областi D.

Тодi для того, щоб iснувала двiчi неперервно диференцiйовна примiтивна функцiя u : D  - \rightarrow 
\BbbR диференцiального виразу \omega = P dx+Qdy, необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

\partial P (x, y)

\partial y
=

\partial Q(x, y)

\partial x
\forall (x, y) \in D. (10)

З використанням формули (9) легко встановлюємо узагальнення другого твердження леми 2
для n разiв неперервної диференцiйовностi (при n = 1 — це друге твердження леми 2) функ-
цiї u.

Наслiдок 1. Нехай функцiї P : D  - \rightarrow \BbbR , Q : D  - \rightarrow \BbbR є n разiв (n \geq 1) неперервно
диференцiйовними функцiями в областi D i виконується спiввiдношення (10). Тодi iснує n+ 1

раз неперервно диференцiйовна примiтивна функцiя u : D  - \rightarrow \BbbR диференцiального виразу
\omega = P dx+Qdy.

Нехай функцiї P : D  - \rightarrow \BbbR , Q : D  - \rightarrow \BbbR неперервнi. Їх звуження вiдповiдно на областi
Dk, k = 1, 2, позначаємо так:

Pk(x, y) := P (x, y), Qk(x, y) := Q(x, y) \forall (x, y) \in Dk, k = 1, 2.

Введемо до розгляду числовi множини: \BbbN — множина натуральних чисел, \BbbN 0 := \BbbN \cup \{ 0\} .
Нехай функцiя \widetilde P : D0  - \rightarrow \BbbR є n разiв неперервно диференцiйовною (n \in \BbbN 0). Для кожних

n1, n2 \in \BbbN 0, n1 + n2 \leq n, позначимо

\frakD n1,n2
\widetilde P (x, y) :=

\partial n1+n2 \widetilde P (x, y)

\partial xn1\partial yn2
\forall (x, y) \in D0. (11)

У правiй частинi рiвностi (11) порядок диференцiювання при n \in \BbbN можна вибирати
довiльним чином внаслiдок n разiв неперервної диференцiйовностi функцiї \widetilde P .

Нехай \delta > 0, \zeta 0 \in \gamma , G \subset \mu e1,e2 . Введемо позначення

U\delta (\zeta 0, G) := \{ \zeta \in G : \| \zeta  - \zeta 0\| < \delta \} .

Лема 3. Нехай функцiї P : D  - \rightarrow \BbbR , Q : D  - \rightarrow \BbbR неперервнi, а їх звуження Pk, Qk на
Dk, k = 1, 2, є n разiв (n \in \BbbN ) неперервно диференцiйовними функцiями вiдповiдно на Dk,

k = 1, 2, i задовольняють умови:

1) має мiсце рiвнiсть

\partial Pk(x, y)

\partial y
=

\partial Qk(x, y)

\partial x
\forall (x, y) \in Dk, k = 1, 2; (12)
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2) для кожних n1, n2 \in \BbbN 0, n1+n2 = n, усi частиннi похiднi \frakD n1,n2Pk, \frakD n1,n2Qk, k = 1, 2,

неперервно продовжуються в точки кривої \Gamma , причому їх граничнi значення задовольняють для
кожного (x0, y0) \in \Gamma рiвностi

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
(x,y)\rightarrow (x0,y0),(x,y)\in D1

\frakD n1,n2P1(x, y)

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
(x,y)\rightarrow (x0,y0),(x,y)\in D2

\frakD n1,n2P2(x, y) =: pn1,n2(x0, y0), (13)

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
(x,y)\rightarrow (x0,y0),(x,y)\in D1

\frakD n1,n2Q1(x, y)

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
(x,y)\rightarrow (x0,y0),(x,y)\in D2

\frakD n1,n2Q2(x, y) =: qn1,n2(x0, y0); (14)

3а) iснує таке \delta > 0, що для кожних n1 \in \BbbN , n2 \in \BbbN 0, n1 + n2 = n, k1 \in \BbbN 0, k2 \in \BbbN ,
k1 + k2 = n, виконуються асимптотичнi спiввiдношення

\frakD n1 - 1,n2Pk(x, y) - pn1 - 1,n2(x0, y0) - (x - x0)pn1,n2(x0, y0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (15)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

\frakD n1 - 1,n2pk(x, y) - pn1 - 1,n2(x0, y0) - (x - x0)pn1,n2(x0, y0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (16)

\forall \zeta 0 \in \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma x), k = 1, 2,

\frakD k1,k2 - 1Pk(x, y) - pk1,k2 - 1(x0, y0) - (y  - y0)pk1,k2(x0, y0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (17)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

\frakD k1,k2 - 1pk(x, y) - pk1,k2 - 1(x0, y0) - (y  - y0)pk1,k2(x0, y0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (18)

\forall \zeta 0 \in \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma y), k = 1, 2,

де o(v)/v \rightarrow 0 при v \rightarrow 0;

3б) iснує таке \delta > 0, що для кожних n1 \in \BbbN , n2 \in \BbbN 0, n1 + n2 = n, k1 \in \BbbN 0, k2 \in \BbbN ,
k1 + k2 = n, виконуються асимптотичнi спiввiдношення, якi одержуються при k = 1, 2 з
(15) – (18) замiною Pk на Qk, pn1,n2 на qn1,n2 , pk1,k2 на qk1,k2 вiдповiдно.

Тодi iснує n + 1 раз неперервно диференцiйовна функцiя u : D  - \rightarrow \BbbR , яка є примiтивною
функцiєю диференцiального виразу \omega = P dx+Qdy.

Доведення. Покажемо спочатку, що функцiї P, Q є n разiв неперервно диференцiйовними в
областi D. Враховуючи, що їх звуження Pk, Qk вiдповiдно на Dk, k = 1, 2, є n разiв неперервно
диференцiйовними, достатньо довести, що P i Q є n разiв неперервно диференцiйовними
функцiями у точках кривої \Gamma . З того, що для кожних nj \in \BbbN 0, j = 1, 2, n1 + n2 = n, частиннi
похiднi \frakD n1,n2Pk, \frakD n1,n2Qk, k = 1, 2, неперервно продовжуються у точки кривої \Gamma , причому
їх граничнi значення задовольняють для кожного (x0, y0) \in \Gamma рiвностi (13), (14), випливає,
що всi частиннi похiднi \frakD n1,n2Pk, \frakD n1,n2Qk, k = 1, 2, порядку n = n1 + n2 неперервно
продовжуються вiдповiдно з Dk, k = 1, 2, на всю область D. Враховуючи додатково вiдповiднi
асимптотичнi спiввiдношення, одержуємо, що продовженi за неперервнiстю частиннi похiднi
\frakD n1,n2Pk, \frakD n1,n2Qk, k = 1, 2, порядку n = n1 + n2 збiгаються з одноiменними частинними
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похiдними порядку n вiдповiдно для функцiй P, Q у точках кривої \Gamma , причому значення кожної
похiдної не залежить вiд порядку диференцiювання.

Отже, всi частиннi похiднi функцiй \frakD n1,n2P, \frakD n1,n2Q порядку n = n1+n2 є неперервними
в областi D. Тодi в силу вiдповiдного результату (див., наприклад, [17, с. 276]) функцiї P, Q є
n разiв неперервно диференцiйовними в областi D.

Оскiльки функцiї P i Q мають неперервнi похiднi в областi D за доведеним, то з рiвностей
(12) для областей Dk, k = 1, 2, випливає справедливiсть рiвностi (10). Тодi за наслiдком 1 з
леми 2 випливає необхiдне твердження про iснування примiтивної функцiї u.

Лему доведено.
Зауваження 1. У лемi 3 для кожних n1, n2 \in \BbbN 0, n1 + n2 = n, функцiї pn1,n2 , qn1,n2

вiдповiдно з (13), (14) виражаються через функцiї P, Q за допомогою рiвностей

pn1,n2(x0, y0) = \frakD n1,n2P (x0, y0), qn1,n2(x0, y0) = \frakD n1,n2Q(x0, y0) \forall (x0, y0) \in \Gamma .

Якщо моногенна функцiя \Phi k : (D\zeta )k  - \rightarrow \BbbB , k \in \{ 1, 2\} , має для певного l \in \{ 1, 2, 3, 4\} 
скiнченну границю

\widehat \mathrm{U}l[\Phi k](\zeta 0) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\zeta \rightarrow \zeta 0,\zeta \in Dk

\mathrm{U}l[\Phi k(\zeta )] \forall \zeta 0 \in \gamma ,

то функцiя \mathrm{U}l[\Phi k] допускає неперервне продовження з (Dk)\zeta на (Dk)\zeta \cup \gamma для вiдповiдних
k \in \{ 1, 2\} та l \in \{ 1, 2, 3, 4\} .

Лема 4. Нехай моногеннi функцiї \Phi k : (D\zeta )k  - \rightarrow \BbbB , k = 1, 2, задовольняють чотири
граничнi умови

\widehat \mathrm{U}l[\Phi 1](\zeta 0) := \widehat \mathrm{U}l[\Phi 2](\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma , l = 1, 4. (19)

Тодi функцiя \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB , компоненти \mathrm{U}l[\Phi ] якої визначаються для кожного l \in \{ 1, 2, 3, 4\} 
рiвностями

Ul[\Phi (\zeta )] :=

\left\{   \mathrm{U}l[\Phi k(\zeta )], якщо \zeta \in Dk, k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}l[\Phi 1](\zeta ) \equiv \widehat \mathrm{U}l[\Phi 2](\zeta ), якщо \zeta \in \gamma ,

є моногенною в областi D\zeta i виконуються асимптотичнi спiввiдношення

\mathrm{U}1[\Phi (\zeta ) - \Phi (\zeta 0)] - ((x - x0)\mathrm{U}1 + (y  - y0)\mathrm{U}3)
\bigl[ 
\Phi \prime (\zeta )

\bigr] 
= o(\zeta  - \zeta 0), (20)

\mathrm{U}2[\Phi (\zeta ) - \Phi (\zeta 0)] - ((x - x0)\mathrm{U}2 + (y  - y0)\mathrm{U}4)
\bigl[ 
\Phi \prime (\zeta )

\bigr] 
= o(\zeta  - \zeta 0), (21)

\mathrm{U}3[\Phi (\zeta ) - \Phi (\zeta 0)] - ((x - x0)\mathrm{U}3 + (y  - y0)(\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4))
\bigl[ 
\Phi \prime (\zeta )

\bigr] 
= o(\zeta  - \zeta 0), (22)

\mathrm{U}4[\Phi (\zeta ) - \Phi (\zeta 0)] - ((x - x0)\mathrm{U}4 + (y  - y0)(\mathrm{U}2 + 2\mathrm{U}3))
\bigl[ 
\Phi \prime (\zeta )

\bigr] 
= o(\zeta  - \zeta 0) (23)

при \zeta \rightarrow \zeta 0, де \zeta 0 — довiльна точка з \gamma , \zeta \in D\zeta .

Доведення. З рiвностей (19) та неперервностi компонент \mathrm{U}l[\Phi k(\zeta )], l = 1, 4, k = 1, 2,

випливає, що функцiї P (x, y) := \mathrm{U}1[\Phi (\zeta )] , Q(x, y) := \mathrm{U}3[\Phi (\zeta )], U2k(x, y) := \mathrm{U}2k[\Phi (\zeta )],

k = 1, 2, неперервнi в D. Оскiльки \Phi (\zeta ) \equiv \Phi k(\zeta ) для всiх \zeta \in (Dk)\zeta , k = 1, 2, то функцiя \Phi 

моногенна вiдповiдно в (D\zeta )k, k = 1, 2.
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Покажемо, що \Phi моногенна також в усiй областi D\zeta . Враховуючи аналоги теореми Кошi та
теореми Морери для моногенних функцiй (див., наприклад, [2, 3]), легко показати, аналогiчно
випадку голоморфних функцiй комплексної змiнної (див., наприклад, теорему 1 в пунктi 25
монографiї [23]), що функцiя \Phi є моногенною в усiй областi D\zeta . Тодi на пiдставi аналога
теореми Кошi для моногенної функцiї \Phi виконується рiвнiсть\int 

\widetilde \gamma 
\Phi (\zeta ) d\zeta = 0, (24)

де \widetilde \gamma — довiльна кусково-гладка крива в областi D\zeta . Дiючи оператором \mathrm{U}1 на обидвi частини
рiвностi (24), одержуємо спiввiдношення

\mathrm{U}1

\left[   \int 
\widetilde \gamma 

\Phi (\zeta ) d\zeta 

\right]   =

\int 
\widetilde \Gamma 

P dx+Qdy \equiv 0, (25)

де \widetilde \Gamma := \{ (x, y) : xe1+ye2 \in \widetilde \gamma \} — довiльна кусково-гладка крива в областi D (внаслiдок довiль-
ностi кривої \widetilde \gamma ). З рiвностi (25), враховуючи лему 3 (с. 529) та теорему 7 (с. 530) монографiї [17],
приходимо до висновку про iснування примiтивної функцiї u : D\zeta  - \rightarrow \BbbB диференцiального ви-
разу P dx+Qdy, тобто \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u = (P,Q). Тодi з рiвностi (9) отримуємо, що u є бiгармонiчною
функцiєю в усiй областi D. Рiвностi (20) – (23) є тривiальними наслiдками спiввiдношення (2)
для кожного \zeta 0 \in \gamma .

Лему доведено.
5. Основний результат. Нехай uk : Dk  - \rightarrow \BbbR , k = 1, 2, — бiгармонiчнi функцiї, а моногеннi

функцiї \Phi k : (Dk)\zeta  - \rightarrow \BbbB , k = 1, 2, задовольняють умови

\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}uk(x, y) = (\mathrm{U}1[\Phi k(\zeta )],\mathrm{U}3[\Phi k(\zeta )]) \forall \zeta \in (Dk)\zeta , k = 1, 2. (26)

З лем 1 i 4 випливає таке твердження: для iснування бiгармонiчної функцiї u, яка задовольняє
рiвностi

\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u(x, y) = \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}uk(x, y) \forall (x, y) \in Dk, k = 1, 2, (27)

достатньо, щоб зазначенi моногеннi функцiї \Phi k, k = 1, 2, задовольняли чотири граничнi умови
(19).

Проте умови (19) не є необхiдними умовами iснування бiгармонiчної функцiї u, яка задо-
вольняє рiвностi (27). Справдi, нехай uk \equiv 0, k = 1, 2, моногеннi функцiї \Phi k : (Dk)\zeta  - \rightarrow \BbbB ,
k = 1, 2, мають вигляд

\mathrm{U}1[\Phi k] = \mathrm{U}3[\Phi k] \equiv 0, \mathrm{U}2l[\Phi k] \equiv ak, a1 \not = a2, k = 1, 2, l = 1, 2.

Цi функцiї \Phi k, k = 1, 2, визначають бiгармонiчну функцiю вигляду u \equiv \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.

Наступна теорема встановлює у термiнах моногенних функцiй \Phi k : (Dk)\zeta  - \rightarrow \BbbB , k = 1, 2,

необхiднi i достатнi умови iснування бiгармонiчної функцiї u, яка задовольняє рiвностi (27).
Теорема 1. Нехай uk : Dk  - \rightarrow \BbbR , k = 1, 2, — бiгармонiчнi функцiї, а моногеннi функцiї

\Phi k : (Dk)\zeta  - \rightarrow \BbbB , k = 1, 2, задовольняють умови (26).
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Для iснування бiгармонiчної функцiї u : D  - \rightarrow \BbbR , яка задовольняє рiвностi (27), необхiдно
i достатньо, щоб моногеннi функцiї \Phi k, k = 1, 2, задовольняли граничнi умови

\widehat \mathrm{U}l[\Phi 1](\zeta 0) := \widehat \mathrm{U}l[\Phi 2](\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma , l \in \{ 1, 3\} , (28)

\widehat \mathrm{U}l

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}l

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma , l = 1, 4. (29)

Доведення. Достатнiсть. За лемою 1 iснують моногеннi функцiї \Phi k : (Dk)\zeta  - \rightarrow \BbbB , k =

1, 2, якi задовольняють рiвностi (26).
Компоненти для вектор-функцiй \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}uk, k = 1, 2, позначимо через Pk, Qk, k = 1, 2,

вiдповiдно, тобто

\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}uk(x, y) \equiv (\mathrm{U}1[\Phi k(\zeta )],\mathrm{U}3[\Phi k(\zeta )]) =: (Pk(x, y), Qk(x, y)) \forall \zeta \in (Dk)\zeta , k = 1, 2. (30)

З умов (28) та рiвностей (30) випливає, що функцiї

P (x, y) :=

\left\{   Pk(x, y), якщо (x, y) \in Dk, k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}1[\Phi 1](\zeta 0) \equiv \widehat \mathrm{U}1[\Phi 2](\zeta 0), якщо (x0, y0) \in \Gamma ,
(31)

Q(x, y) :=

\left\{   Qk(x, y), якщо (x, y) \in Dk, k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}3[\Phi 1](\zeta 0) \equiv \widehat \mathrm{U}3[\Phi 2](\zeta 0), якщо (x0, y0) \in \Gamma ,
(32)

неперервнi в областi D.

З урахуванням (30) одержуємо, що при (x, y) \in Dk, k = 1, 2, функцiї (31) i (32) мають
вигляд

P (x, y) = Pk(x, y) =
\partial uk(x, y)

\partial x
\equiv \mathrm{U}1[\Phi k(\zeta )] \forall (x, y) \in Dk, k = 1, 2, (33)

Q(x, y) = Qk(x, y) =
\partial uk(x, y)

\partial y
\equiv \mathrm{U}3[\Phi k(\zeta )] \forall (x, y) \in Dk, k = 1, 2. (34)

З огляду на те, що компоненти \mathrm{U}l, l = 1, 4, моногенних функцiй є бiгармонiчними функ-
цiями у вiдповiдних областях декартової площини xOy, отримуємо, що функцiї (33), (34),
k = 1, 2, є бiгармонiчними, а тому i нескiнченно неперервно диференцiйовними (див., напри-
клад, [15, c. 144]) в областях Dk, k = 1, 2. Звiдси приходимо до висновку, що неперервнi в
D функцiї (31), (32) є нескiнченно неперервно диференцiйовними бiгармонiчними функцiями
вiдповiдно в областях Dk, k = 1, 2.

Обчислимо похiднi першого порядку для функцiй Pk i Qk в областях Dk, k = 1, 2.

Враховуючи (33), (34), рiвностi

\mathrm{U}1[e2A] = \mathrm{U}3[A], A \in \BbbB , (35)

\mathrm{U}3[e2A] = \mathrm{U}1[A] - 2\mathrm{U}4[A], A \in \BbbB , (36)

й умову (4) при \Phi := \Phi k, k = 1, 2, одержуємо ланцюжки рiвностей
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\partial Pk(x, y)

\partial y
=

\partial \mathrm{U}1[\Phi k(\zeta )]

\partial y
= \mathrm{U}1

\biggl[ 
\partial \Phi k(\zeta )

\partial y

\biggr] 
= \mathrm{U}1

\biggl[ 
e2

\partial \Phi k(\zeta )

\partial x

\biggr] 
= \mathrm{U}1

\bigl[ 
e2\Phi 

\prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
\forall (x, y) \in Dk, k = 1, 2, (37)

\partial Qk(x, y)

\partial x
=

\partial \mathrm{U}3[\Phi k(\zeta )]

\partial x
= \mathrm{U}3

\biggl[ 
\partial \Phi k(\zeta )

\partial x

\biggr] 
= \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
\forall (x, y) \in Dk, k = 1, 2, (38)

\partial Pk(x, y)

\partial x
= \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi k

\prime (\zeta )
\bigr] 
, (39)

\partial Qk(x, y)

\partial y
= \mathrm{U}3

\bigl[ 
e2\Phi k

\prime (\zeta )
\bigr] 
= \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi k

\prime (\zeta )
\bigr] 
 - 2\mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi k

\prime (\zeta )
\bigr] 
. (40)

З огляду на (37), (38) отримуємо рiвностi (12).
Обчислимо похiднi другого порядку для функцiй Pk i Qk в областях Dk, k = 1, 2. З

урахуванням формул (37) – (40), рiвностей (35), (36), спiввiдношення

\mathrm{U}4[e2A] = \mathrm{U}2[A] + 2\mathrm{U}3[A], A \in \BbbB , (41)

й умови (4) для \Phi := \Phi k, k = 1, 2, одержуємо ланцюжки рiвностей

\partial 2Pk(x, y)

\partial x2
=

\partial 

\partial x
\mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
, (42)

\partial 2Pk(x, y)

\partial x\partial y
=

\partial 

\partial x
\mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
, (43)

\partial 2Pk(x, y)

\partial y\partial x
=

\partial 

\partial y
\mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= \mathrm{U}1

\bigl[ 
e2\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
, (44)

\partial 2Pk(x, y)

\partial y2
=

\partial 

\partial y
\mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= \mathrm{U}3

\bigl[ 
e2\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= (\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
, (45)

\partial 2Qk(x, y)

\partial x2
=

\partial 

\partial x
\mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
, (46)

\partial 2Qk(x, y)

\partial x\partial y
=

\partial 

\partial x
(\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= (\mathrm{U}1  - 2U4)

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
, (47)

\partial 2Qk(x, y)

\partial y\partial x
=

\partial 

\partial y
\mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= \mathrm{U}3

\bigl[ 
e2\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= (\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
, (48)

\partial 2Qk(x, y)

\partial y2
=

\partial 

\partial y
(\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\bigl[ 
\Phi \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
= (\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\bigl[ 
e2\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
=  - (2\mathrm{U}2 + 3\mathrm{U}3)

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
. (49)

Обчислимо похiднi третього порядку для функцiй Pk i Qk в областях Dk, k = 1, 2. З
використанням рiвностей (42) – (49), рiвностей (35), (36), (41), тотожностi

\mathrm{U}2[e2A] = \mathrm{U}4[A], A \in \BbbB ,

й умови (4) для \Phi := \Phi k, k = 1, 2, отримуємо ланцюжки рiвностей
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\partial 3Pk(x, y)

\partial x3
=

\partial 

\partial x
\mathrm{U}1

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= \mathrm{U}1

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (50)

\partial 3Pk(x, y)

\partial y\partial x2
=

\partial 

\partial y
\mathrm{U}1

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= \mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (51)

\partial 3Pk(x, y)

\partial x2\partial y
=

\partial 3Pk(x, y)

\partial x\partial y\partial x
=

\partial 

\partial x
\mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= \mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (52)

\partial 3Pk(x, y)

\partial y2\partial x
=

\partial 3Pk(x, y)

\partial y\partial x\partial y
=

\partial 

\partial y
\mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= (\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (53)

\partial 3Pk(x, y)

\partial x\partial y2
=

\partial 

\partial x
(\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= (\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (54)

\partial 3Pk(x, y)

\partial y3
=

\partial 

\partial y
(\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
=  - (2\mathrm{U}2 + 3\mathrm{U}3)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (55)

\partial 3Qk(x, y)

\partial x3
=

\partial 

\partial x
\mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= \mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (56)

\partial 3Qk(x, y)

\partial y\partial x2
=

\partial 

\partial y
\mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= (\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (57)

\partial 3Qk(x, y)

\partial x2\partial y
=

\partial 3Qk(x, y)

\partial x\partial y\partial x
=

\partial 

\partial x
(\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= (\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (58)

\partial 3Qk(x, y)

\partial y2\partial x
=

\partial 3Qk(x, y)

\partial y\partial x\partial y
=

\partial 

\partial y
(\mathrm{U}1  - 2\mathrm{U}4)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
=  - (2\mathrm{U}2 + 3\mathrm{U}3)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (59)

\partial 3Qk(x, y)

\partial x\partial y2
=

\partial 

\partial x
( - (2\mathrm{U}2 + 3\mathrm{U}3))

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
=  - (2\mathrm{U}2 + 3\mathrm{U}3)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
, (60)

\partial 3Qk(x, y)

\partial y3
=

\partial 

\partial y
( - (2\mathrm{U}2 + 3\mathrm{U}3))

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
k(\zeta )

\Bigr] 
= (4\mathrm{U}4  - 3\mathrm{U}1)

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
k (\zeta )

\Bigr] 
. (61)

Нам потрiбно встановити, коли знайденi похiднi другого та третього порядкiв для функцiй
Pk i Qk, k = 1, 2, допускають неперервне продовження з D1 \cup D2 на D. Пiсля цього потрiбно
довести, що продовженi таким чином похiднi третього порядку для функцiй Pk, Qk з Dk, k =

1, 2, на D збiгаються з продовженими частинними похiдними для вiдповiдних похiдних другого
порядку вiд функцiй P i Q, причому останнi повиннi iснувати в областi D (тодi вони будуть
неперервними в D). Очевидно, що для цього достатньо перевiрити на виконання вiдповiднi
твердження у точках кривої \Gamma . З (42) i (50) випливає, що для цього повиннi виконуватись
граничнi рiвностi

\widehat \mathrm{U}1

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}1

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma , (62)

\widehat \mathrm{U}1

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}1

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma (63)

та асимптотичнi спiввiдношення
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\mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
 - \widehat \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (x - x0)\widehat \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (64)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta ) - \widehat \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (x - x0)\widehat \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (65)

\forall \zeta 0 \in \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma x), k = 1, 2,

з деяким \delta > 0.

З (43), (44), (51), (52) i (56) випливає, що повиннi виконуватися граничнi рiвностi

\widehat \mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma , (66)

\widehat \mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}3

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma (67)

та асимптотичнi спiввiдношення

\mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta ) - \widehat \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (y  - y0)\widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (68)

\forall \zeta 0 \in \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma y), k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
 - \widehat \mathrm{U}1

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (y  - y0)\widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (69)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

\mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
 - \widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (x - x0)\widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (70)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta ) - \widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (x - x0)\widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(x - x0), x \rightarrow x0 (71)

\forall \zeta 0 \in \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma x), k = 1, 2,

з деяким \delta > 0.

На пiдставi cпiввiдношень (62), (45), (47), (48), (63) з рiвностей (53), (54), (57), (67) та
асимптотичних спiввiдношень (64), (65) випливає, що повиннi виконуватись граничнi рiвностi

\widehat \mathrm{U}4

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}4

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma , (72)

\widehat \mathrm{U}4

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}4

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma (73)

та асимптотичнi спiввiдношення

\mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
 - \widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (y  - y0)

\Bigl( \widehat \mathrm{U}1  - 2\widehat \mathrm{U}4

\Bigr) \bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (74)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta ) - \widehat \mathrm{U}3

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (y  - y0)

\Bigl( \widehat \mathrm{U}1  - 2\widehat \mathrm{U}4

\Bigr) \bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (75)

\forall \zeta 0 \in \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma y), k = 1, 2,
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\mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
 - \widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (x - x0)\widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (76)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta ) - \widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (x - x0)\widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (77)

\forall \zeta 0 \in \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma x), k = 1, 2,

з деяким \delta > 0.

На пiдставi (66), (49) з (59), (60), (67), (73) та асимптотичних спiввiдношень (68) – (71)
випливає, що повиннi виконуватись граничнi рiвностi

\widehat \mathrm{U}2

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}2

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma , (78)

\widehat \mathrm{U}2

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
1

\Bigr] 
(\zeta 0) = \widehat \mathrm{U}2

\Bigl[ 
\Phi 

\prime \prime 
2

\Bigr] 
(\zeta 0) \forall \zeta 0 \in \gamma (79)

та асимптотичнi спiввiдношення

\mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
 - \widehat \mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (x - x0)\widehat \mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (80)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2;

\widehat \mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta ) - \widehat \mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (x - x0)\widehat \mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(x - x0), x \rightarrow x0, (81)

\forall \zeta 0 \in \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma x), k = 1, 2,

\mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
 - \widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (y  - y0)

\Bigl( \widehat \mathrm{U}2 + 2\widehat \mathrm{U}3

\Bigr) \bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (82)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta ) - \widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (y  - y0)

\Bigl( \widehat \mathrm{U}2 + 2\widehat \mathrm{U}3

\Bigr) \bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (83)

\forall \zeta 0 \in \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma y), k = 1, 2,

з деяким \delta > 0.

На пiдставi (66), (70), (71), (78), (79) з рiвностi (60) випливає, що мають виконуватись
граничнi спiввiдношення

\widehat \mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta ) - \widehat \mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (y  - y0)\widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (84)

\forall \zeta 0 \in \gamma y \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, \gamma y), k = 1, 2,

\mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k(\zeta )

\bigr] 
 - \widehat \mathrm{U}2

\bigl[ 
\Phi \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) - (y  - y0)\widehat \mathrm{U}4

\bigl[ 
\Phi \prime \prime \prime 
k

\bigr] 
(\zeta 0) = o(y  - y0), y \rightarrow y0, (85)

\forall \zeta 0 \in \widetilde \gamma \cup \gamma x \forall \zeta \in U\delta (\zeta 0, D\zeta k), k = 1, 2,

з деяким \delta > 0.

Враховуючи (62), (72), (64), (65), (76), (77), з (61) отримуємо твердження про iснування
шуканого продовження для \partial 3Qk/\partial y

3, k = 1, 2, вiдповiдно з Dk, k = 1, 2, на D.
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Враховуючи лему 4 для \Phi k := \Phi \prime \prime 
k, k = 1, 2, з рiвностей (63), (67), (73), (79) одержуємо

висновок про iснування моногенної функцiї \Phi : D\zeta  - \rightarrow \BbbB , компоненти якої задовольняють
рiвностi

\Phi (\zeta ) :=

\left\{   \Phi \prime \prime 
k(\zeta ), якщо \zeta \in (Dk)\zeta , k = 1, 2,

\widehat \mathrm{U}1[\Phi 
\prime \prime 
1](\zeta ) \equiv \widehat \mathrm{U}1[\Phi 

\prime \prime 
2](\zeta ), якщо \zeta \in \gamma .

Тодi функцiя \Phi 3 := \Phi \prime є моногенною в областi D\zeta , крiм того, справджуються граничнi рiвностi
(62), (66), (72), (78) для звужень (\Phi 3)k := \Phi 

\prime \prime \prime 
k , k = 1, 2, функцiї \Phi 3 з D\zeta вiдповiдно на (Dk)\zeta ,

k = 1, 2. За лемою 4 для \Phi k := \Phi \prime \prime 
k, k = 1, 2, отримуємо асимптотичнi спiввiдношення (20) –

(23) для даних \Phi k, k = 1, 2, наслiдком яких (вiдповiдно для \zeta = xe та \zeta = ye2) є асимптотичнi
спiввiдношення (64), (65), (68) – (71), (74) – (83), (84), (85).

Тодi за лемою 3 для n = 3 одержуємо що iснує чотири рази неперервно диференцiйовна
функцiя u : D  - \rightarrow \BbbR така, що \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u = (P,Q). З (27) випливає, що функцiя u вiдповiдно
в областях Dk, k = 1, 2, вiдрiзняється вiд uk, k = 1, 2, на дiйснi доданки, тобто u(x, y) =

uk(x, y)+ak, де ak — дiйснi числа, k = 1, 2. Тому u є бiгармонiчною функцiєю в областях Dk,

k = 1, 2.

Функцiя \Delta 2u неперервна в областi D, крiм того, \Delta 2u(x, y) \equiv 0 при (x, y) \in Dk, k = 1, 2.

Отже, враховуючи неперервнiсть \Delta 2u на \Gamma , маємо \Delta 2u(x0, y0) \equiv 0 для всiх (x0, y0) \in \Gamma . Тому
функцiя u є бiгармонiчною функцiєю в усiй областi D.

Необхiднiсть доводиться тривiально з урахуванням знайдених похiдних (при доведеннi
достатностi) до третього порядку включно для функцiй (33), (34) у виглядi лiнiйних комбiнацiй
дiйсних компонент для вiдповiдних похiдних функцiй \Phi k, k = 1, 2, та можливостi продовження
цих похiдних (нульового та третього порядкiв) вiдповiдно з Dk, k = 1, 2, на криву \gamma .

Теорему доведено.

Подяка. Автор щиро вдячний професору С. А. Плаксi та учасникам семiнару вiддiлу ком-
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ня та пропозицiї пiд час апробацiї результатiв.

Конфлiкт iнтересiв. Автор заявляє, що вiн не має потенцiйного конфлiкту iнтересiв щодо
дослiдження у цiй статтi.
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