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РЕДУКЦIЯ ОПЕРАТОРА ГРАМА ДЕЯКИХ КЛАСIВ СИСТЕМ ПIДПРОСТОРIВ

In the investigation of the systems of subspaces with given conditions imposed on the pairs of subspaces, we encounter
the problem of nonnegativity of the associated Gram operator. We prove a theorem that enables us to reduce the indicated
problem, for some classes of subspaces, to the problem of nonnegativity of the Gram operator of a “smaller” system of
subspaces.

При дослiдженнi систем пiдпросторiв iз заданими умовами для пар пiдпросторiв виникає питання про невiд’ємнiсть
вiдповiдного оператора Грама. Доведено теорему, яка дозволяє для певного класу систем звести це питання до
питання невiд’ємностi оператора Грама „меншої” системи пiдпросторiв.

1. Вступ. У роботi [1] доведено теорему, яка дозволяє звести питання про невiд’ємну визначе-
нiсть матрицi Грама системи пiдпросторiв, що пов’язана з унiциклiчним графом, для кожного
ребра якого задано кут мiж вiдповiдними пiдпросторами, до питання про невiд’ємну визначе-
нiсть матрицi Грама системи, що пов’язана з циклом. Мета цiєї роботи — узагальнити вказаний
результат на випадок, коли замiсть циклу може бути довiльний зв’язний граф, а умови для
пар пiдпросторiв, що вiдповiдають ребрам цього графа, не обмежуються фiксацiєю кута мiж
пiдпросторами. Тобто дослiджуються системи пiдпросторiв, що пов’язанi з графом, який отри-
маємо, якщо до кожної вершини вихiдного зв’язного графа приєднано якесь дерево (можливо
тривiальне для деяких вершин). Для кожної пари вершин, з’єднаних ребром одного з приєдна-
них дерев, як i у випадку унiциклiчного графа, задано кут мiж вiдповiдними пiдпросторами.

Питання про невiд’ємнiсть оператора Грама системи пiдпросторiв виникає при пошуку кри-
терiїв iснування систем пiдпросторiв iз заданими умовами на пари пiдпросторiв та розв’язаннi
задачi опису всiх таких незвiдних систем з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi. Ми нагада-
ємо необхiднi означення i розглянемо приклади умов (пункт 2), наведемо означення оператора
Грама i нагадаємо, як його можна застосувати до задач пошуку критерiїв iснування та опису
вiдповiдних систем пiдпросторiв (пункт 3), доведемо основну теорему цiєї роботи (пункт 4) i
розглянемо приклад її застосування (пункт 5).

2. Системи пiдпросторiв. Iз системою пiдпросторiв S = (H;H1, . . . ,Hn) гiльбертово-
го простору H природним чином пов’язаний набiр ортогональних проєкторiв на вiдповiднi
пiдпростори Pi = PHi , i = 1, . . . , n. Такий набiр визначає \ast -зображення \ast -алгебри, що поро-
джується самоспряженими iдемпотентами

\BbbC \langle p1, . . . , pn | p2i = p\ast i = pi \rangle .

Задача класифiкацiї систем пiдпросторiв з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi тотожна задачi
опису \ast -зображень цiєї алгебри з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi. Вже у випадку n \geq 3

задача такого опису незвiдних \ast -зображень є \ast -дикою, тобто розглядається як нерозв’язна
(див. [2 – 4]). Тому дослiджуються системи пiдпросторiв з додатковими умовами, накладеними
на пари пiдпросторiв.

Найпростiшими прикладами додаткових умов є такi:
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(Ort) умова ортогональностi: PiPj = PjPi = 0, тобто пiдпростори Hi та Hj є ортого-
нальними мiж собою;

(Com) умова комутацiї: PiPj = PjPi;

(Ang) умова на кут: для деякого \varphi ij \in (0, \pi /2), \tau ij = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi ij , виконуються рiвностi
PiPjPi = \tau 2ijPi, PjPiPj = \tau 2ijPj ;

(Angs) умова на кути: для s = 2r + 1 + \sigma , r \in \BbbN , \sigma \in \{ 0, 1\} , i деякої впорядкованої
множини кутiв

\Phi i,j = \{ \varphi ij,1 > . . . > \varphi ij,r\} \subset (0;\pi /2)

виконуються спiввiдношення

r\prod 
k=1

(PiPjPi  - \tau 2ij,kPi)P
\sigma 
j = 0,

r\prod 
k=1

(PjPiPj  - \tau 2ij,kPj)P
\sigma 
i = 0,

де \tau ij,k = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi ij,k; очевидно, що для найменшого s = 3 ця умова збiгається з умовою (Ang).
Iз системою пiдпросторiв пов’язують скiнченний граф \Gamma = (V,E), де вершинам V =

(1, . . . , n) вiдповiдають пiдпростори. При цьому двi вершини пов’язанi ребром \gamma ij \in E тодi й
лише тодi, коли для пари пiдпросторiв Hi та Hj не накладено умову (Ort). Через E\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}, E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g},

E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g}s будемо позначати множини ребер \gamma ij таких, що на вiдповiднi пiдпростори Hi та Hj

накладено умови (Com), (Ang) або (Angs) вiдповiдно.
3. Оператор Грама. З системою пiдпросторiв пов’язано оператор Грама

G = (Gij) : \~H \rightarrow \~H, \~H =
n\bigoplus 

i=1

Hi, Gij : Hj \rightarrow Hi : x \mapsto \rightarrow Pix,

де \~H — зовнiшня пряма сума просторiв Hi.

Наведемо деякi властивостi оператора Грама:
1) G є самоспряженим невiд’ємним оператором;
2) Gii = IHi ;

3) Gij = G\ast 
ji;

4) Gij = 0 тодi й лише тодi, коли виконується умова (Ort);
5) \tau  - 1

ij Gij є унiтарним тодi й лише тодi, коли виконується умова (Ang);

6) спектр оператора GijGji є пiдмножиною множини \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2\Phi ij = \{ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 \varphi | \varphi \in \Phi ij\} тодi й
лише тодi, коли виконується умова (Angs), s — непарне число.

Навпаки, нехай задано оператор

B = (Bij) :
n\bigoplus 

i=1

\~Hi \rightarrow 
n\bigoplus 

i=1

\~Hi

такий, що B є самоспряженим невiд’ємним оператором i Bii = Ii = I \~Hi
. Тодi за допомогою так

званої G-конструкцiї можна побудувати систему пiдпросторiв (див. [5]) S = \scrG ( \~H1, . . . , \~Hn;B).

При цьому було показано, що правильним є таке твердження.
Твердження 1. Нехай G — оператор Грама системи пiдпросторiв S = (H;H1, . . . ,Hn)

такої , що сума пiдпросторiв H1 + . . . + Hn щiльна у просторi H. Тодi система \scrG (H1, . . . ,

Hn;G) є унiтарно еквiвалентною системi S.
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Отже, нехай розглядається задача опису систем пiдпросторiв, на якi задано певнi умови.
Вiдповiдно до умов будують граф \Gamma та записують вiдповiдний оператор B\Gamma : Bii = Ii, Bij =

B\ast 
ji, Bij = 0 тодi й лише тодi, коли вершини i та j не поєднано ребром. Крiм того, якщо,

наприклад, додатково визначено множину E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g}, то \tau  - 1
ij Bij є унiтарним оператором тодi й лише

тодi, коли \gamma ij \in E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g}, i т. д. Для того щоб за таким оператором можна було побудувати систему
пiдпросторiв, необхiдно i достатньо знайти при яких значеннях параметрiв, що задають умови
на пiдпростори, оператор B\Gamma є невiд’ємним. Це питання може бути досить нетривiальним.
Запропонована нижче технiка дозволяє у певних випадках звести його до питання про те, чи є
невiд’ємним оператор, що побудований для „меншої” системи пiдпросторiв.

4. Редукцiя. 4.1. Розглянемо такий клас систем, що вiдповiдний граф \Gamma = (V,E) має
вигляд

\Gamma = (\Gamma 0; \Gamma 1, . . . ,\Gamma m), m \in \BbbN ,

де \Gamma 0 = (V0, E0) — зв’язний граф; графи \Gamma k = (Vk, Ek), k = 1, . . . ,m, є деревами, Ek \subset E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g},

множини Vk попарно не перетинаються i їхнє об’єднання збiгається з множиною V ; V0 =

\{ i1, . . . , im\} , ik \in Vk, k = 1, . . . ,m, E = \cup m
k=0Ek.

Iнакше кажучи, граф \Gamma отримується „приєднанням” дерев \Gamma k до кожної вершини зв’язного
графа \Gamma 0.

Зауважимо, що випадок m = 1 є тривiальним: \Gamma = \Gamma 1. У подальшому будемо завжди
вважати, що \Gamma 0 мiстить принаймнi 2 вершини.

4.2. Для того щоб сформулювати основну теорему, нам знадобляться такi означення.
Для довiльної вершини i \in Vk, k = 1, . . . ,m, iснує єдиний шлях без повторiв l у деревi \Gamma k

з вершини i у вершину ik \in V0 \cap Vk. Означимо вiдстань d(i) вiд вершини i до графа \Gamma 0

як довжину цього шляху. Для довiльної вершини i \not \in V0, однозначно визначено „попередню”
вершину j = p(i), а саме це є вершина, що належить шляху l, така, що d(j) = d(i)  - 1.

Навпаки, для кожної вершини j визначено множину „наступних” вершин у графi \Gamma (можливо
порожню):

\scrV j = \scrV \Gamma ,j = \{ i \in V | p(i) = j\} , j \in V.

Множину всiх вершин V можна роздiлити на шари

\scrL r = \scrL \Gamma ,r = \{ i \in V | d(i) = r\} , r \in \BbbN \cup \{ 0\} ,

що не перетинаються. При цьому \scrL 0 = V0, i, починаючи з деякого r, всi \scrL r є порожнiми
множинами. Зауважимо, що виконуються рiвностi

\scrL r =
\bigsqcup 

j\in \scrL r - 1

\scrV j , r \in \BbbN .

Теорема 1. Нехай \Gamma = (\Gamma 0; \Gamma 1, . . . ,\Gamma m), m \geq 2. Оператор B\Gamma = (Bij) є невiд’ємним тодi
й лише тодi, коли виконуються такi умови:

(i) для всiх вершин j \in V числа

\nu j = 1 - 
\sum 
i\in \scrV j

\tau 2ij
\nu i

(1)

є додатними;
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(ii) оператор \^B\Gamma 0 = ( \^Bij), де

\^Bij =
Bij\surd 
\nu i\nu j

, i, j \in V0, i \not = j, \^Bii = Bii = Ii, i \in V0,

є невiд’ємним.
Зауважимо, що формула (1) коректно визначає числа \nu j . Справдi, зважаючи на те, що

множини \scrV j є порожнiми, якщо j \in \scrL d, d = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ r | \scrL r \not = \varnothing \} , за формулою (1) отримуємо
\nu j = 1 для вершин шару \scrL d. Далi за цiєю формулою визначаємо \nu j для вершин шару \scrL d - 1,

потiм для вершин шару \scrL d - 2 i так далi. Обчислити \nu j для кожного наступного шару можливо,
якщо всi \nu j , що отриманi для попереднього шару, є додатними.

4.3. Доведення теореми базується на двох лемах. Перша з них дозволяє перейти вiд графа \Gamma 

до графа, який можна отримати з \Gamma , якщо прибрати кiлька вершин, що належать зовнiшньому
шару, тобто до множини \scrL d.

Лема 1. Нехай для графа \Gamma = (V,E) iснують непорожня пiдмножина вершин \scrV i вер-
шина k, що не належить множинi \scrV , такi, що кожну вершину i \in \scrV з’єднано ребром, що
належить E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g}, з вершиною k, i лише з нею.

Якщо V \not = \scrV \cup \{ k\} , то оператор B\Gamma є невiд’ємним тодi й лише тодi, коли одночасно
виконуються двi умови:

(i) \nu = 1 - 
\sum 

i\in \scrV 
\tau 2ik > 0;

(ii) оператор B\prime 
\Gamma \prime = (B\prime 

ij),

\Gamma \prime = (V \prime , E\prime ), V \prime = V \setminus \scrV , E\prime = E \setminus \{ \gamma ik\} i\in \scrV ,

B\prime 
ij =

\left\{         
Ik, i = j = k,

Bij , i \not = k, j \not = k,

\nu  - 1/2Bij , i = k або j = k, i \not = j,

є невiд’ємним.
Доведення. 1. Припустимо, що оператор B\Gamma є невiд’ємним. Покажемо, що в цьому випадку

\nu > 0.

Оскiльки граф \Gamma є зв’язним, iснує хоча б одна вершина j \in V \prime , j \not = k, така, що \gamma kj \in 
E. Розглянемо дерево \^\Gamma = (\^V , \^E): \^V = \scrV \cup \{ k, j\} , \^E = \{ \gamma ik\} i\in \scrV \cup \{ j\} . Тодi оператор B\^\Gamma є
невiд’ємним.

Припустимо, що \nu \leq 0. Тодi для довiльного \^x = (xi)i\in \^V

\langle B\^\Gamma \^x, \^x \rangle = \| xk\| 2 +
\sum 

i\in \scrV \cup \{ j\} 

\| xi\| 2 +
\sum 

i\in \scrV \cup \{ j\} 

2\mathrm{R}\mathrm{e} \langle Bikxk, xi \rangle 

= \| xk\| 2 +
\sum 

i\in \scrV \cup \{ j\} 

\bigl( 
\| xi +Bikxk\| 2  - \| Bikxk\| 2

\bigr) 
= \nu \| xk\| 2  - \| Bjkxk\| 2 +

\sum 
i\in \scrV \cup \{ j\} 

\| xi +Bikxk\| 2.

Ми скористалися тим, що \| \tau  - 1
ik Bikxk\| = \| xk\| , i \in \scrV , а отже,
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\| xk\| 2  - 
\sum 
i\in \scrV 

\| Bikxk\| 2 = \| xk\| 2  - 
\sum 
i\in \scrV 

\tau 2ik\| xk\| 2 = \nu \| xk\| 2.

Таким чином, якщо взяти довiльний ненульовий xk, що не належить ядру оператора Bjk, i
покласти xi =  - Bikxk, i \in \scrV \cup \{ j\} , то для вiдповiдного \^x отримаємо нерiвнiсть \langle B\^\Gamma \^x, \^x \rangle =
\nu \| xk\| 2  - \| Bjkxk\| 2 < 0, а це суперечить тому, що оператор B\^\Gamma є невiд’ємним. З отриманої
суперечностi випливає, що \nu > 0.

2. Нехай \nu > 0. Покажемо, що для довiльного вектора x = (xi)i\in V виконується рiвнiсть

\langle B\Gamma x, x \rangle = \langle B\prime 
\Gamma \prime x\prime , x\prime \rangle +

\sum 
i\in \scrV 

\| xi +Bikxk\| 2, (2)

де вектор x\prime = (x\prime i)i\in V \prime визначено рiвнiстю

x\prime i =

\left\{   xi, i \in V \prime \setminus \{ k\} ,

\nu 1/2xi, i = k.

Для зручностi запису позначимо

\Delta \gamma ij = \langle Bijxj , xi \rangle + \langle Bjixi, xj \rangle = 2\mathrm{R}\mathrm{e} \langle Bijxj , xi \rangle .

Безпосередньо перевiряється, що для довiльного ребра \gamma ij \in E\prime виконується рiвнiсть \langle Bijxj ,

xi \rangle = \langle B\prime 
ijx

\prime 
j , x

\prime 
i \rangle , отже, \Delta \gamma ij = \langle B\prime 

ijx
\prime 
j , x

\prime 
i \rangle + \langle B\prime 

jix
\prime 
i, x

\prime 
j \rangle , якщо \gamma ij \in E\prime . Враховуючи, що

\| x\prime k\| 2 = \nu \| xk\| 2 = \| xk\| 2  - 
\sum 
i\in \scrV 

\tau 2ik\| xk\| 2 = \| xk\| 2  - 
\sum 
i\in \scrV 

\| Bikxk\| 2,

отримуємо рiвностi

\langle B\Gamma x, x \rangle  - \langle B\prime 
\Gamma \prime x\prime , x\prime \rangle 

=

\Biggl( \sum 
i\in V

\| xi\| 2 +
\sum 
\gamma ij\in E

\Delta \gamma ij

\Biggr) 
 - 

\Biggl( \sum 
i\in V \prime 

\| x\prime i\| 2 +
\sum 

\gamma ij\in E\prime 

\Delta \gamma ij

\Biggr) 

= \| xk\| 2  - \| x\prime k\| 2 +
\sum 
i\in \scrV 

\| xi\| 2 +
\sum 
i\in \scrV 

\Delta \gamma ik

=
\sum 
i\in \scrV 

\bigl( 
\| Bikxk\| 2 + 2\mathrm{R}\mathrm{e} \langle Bikxk, xi \rangle + \| xi\| 2

\bigr) 
=
\sum 
i\in \scrV 

\| xi +Bikxk\| 2.

3. Нехай \nu > 0 i оператор B\prime 
\Gamma \prime є невiд’ємним. Тодi для довiльного вектора x права частина

рiвностi (2) невiд’ємна, а отже оператор B\Gamma є невiд’ємним.
Навпаки, нехай оператор B\Gamma є невiд’ємним. Ми вже показали в п. 1, що в цьому випадку

\nu > 0. Розглянемо довiльний вектор x\prime i визначимо вектор x формулою
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xi =

\left\{         
x\prime i, i \in V \prime \setminus \{ k\} ,

\nu  - 1/2x\prime k, i = k,

 - Bikxk, i \in \scrV .

Тодi, вiдповiдно до доведеної в п. 2 рiвностi, маємо

\langle B\prime 
\Gamma \prime x\prime , x\prime \rangle = \langle B\Gamma x, x \rangle \geq 0.

Отже, оператор B\prime 
\Gamma \prime є невiд’ємним.

Лему 1 доведено.
4.4. Друга лема є безпосереднiм наслiдком леми 1. Вона дозволяє перейти вiд графа \Gamma до

такого, який отримаємо, якщо прибрати зовнiшнiй шар графа \Gamma цiлком.

Лема 2. Нехай \Gamma = (\Gamma 0; \Gamma 1, . . . ,\Gamma m), m \geq 2, i d = d(\Gamma ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i\in V d(i) > 0.

Оператор B\Gamma невiд’ємний тодi й лише тодi, коли виконуються такi умови:

(i) числа

\nu j = 1 - 
\sum 
i\in \scrV j

\tau 2ij , j \in \scrL d - 1,

є додатними;

(ii) невiд’ємним є оператор B\prime 
\Gamma \prime , де граф \Gamma \prime = (V \prime , E\prime ) отримуємо з графа \Gamma шляхом

видалення усiх вершин шару \scrL d i вiдповiдних ребер, а B\prime 
ij визначено на рештi ребер рiвнiстю

B\prime 
ij =

\left\{                 

Bij , i, j \not \in \scrL d - 1,

\nu 
 - 1/2
j Bij , i \not \in \scrL d - 1, j \in \scrL d - 1,

\nu 
 - 1/2
i Bij , j \not \in \scrL d - 1, i \in \scrL d - 1,

\nu 
 - 1/2
i \nu 

 - 1/2
j Bij , i, j \in \scrL d - 1.

Доведення. Зауважимо, що \nu j = 1 у випадку, коли \scrV j є порожньою множиною. Твердження
леми отримаємо, якщо для кожної вершини j \in \scrL d - 1 такої, що множина \scrV j не є порожньою,
по черзi (не важливо в якому порядку) застосуємо лему 1 (\scrV = \scrV j , k = j, V \not = \scrV \cup \{ j\} , бо
m \geq 2).

4.5. Доведення теореми 1. Випадок, коли граф \Gamma збiгається з \Gamma 0, тобто всi \Gamma k складаються
з однiєї точки k, де k = 1, . . . ,m, є тривiальним, бо для всiх j \in V виконуються рiвностi \nu j = 1

i B\Gamma = \^B\Gamma 0 .

Отже, далi розглядаємо випадок d = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i\in V d(i) > 0.

Доведемо твердження теореми iндукцiєю по d.

Базис iндукцiї : d = 1. Твердження теореми є безпосереднiм наслiдком леми 2.

Крок iндукцiї. Нехай теорема є правильною для довiльного графа \Gamma такого, що d(\Gamma ) =

d - 1 > 0.

За лемою 2 оператор B\Gamma невiд’ємний тодi й лише тодi, коли виконуються такi умови:
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(i) числа

\nu j = 1 - 
\sum 

i\in \scrV \Gamma ,j

\tau 2ij = 1 - 
\sum 

i\in \scrV \Gamma ,j

\tau 2ij
\nu i

, j \in \scrL d - 1,

є додатними;
(ii) невiд’ємним є оператор B\prime 

\Gamma \prime , де граф \Gamma \prime = (V \prime , E\prime ) отримуємо з графа \Gamma шляхом
видалення всiх вершин шару \scrL d i вiдповiдних ребер, а B\prime 

\Gamma \prime визначено на рештi ребер рiвнiстю

B\prime 
ij =

\left\{         
Bij , i, j \not \in \scrL d - 1,

\nu 
 - 1/2
j Bij , i \not \in \scrL d - 1, j \in \scrL d - 1,

\nu 
 - 1/2
i Bij , i \in \scrL d - 1, j \not \in \scrL d - 1.

Наслiдком означення B\prime 
ij є той факт, що ребро \gamma ij належить E\prime \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g} тодi й лише тодi, коли

\gamma ij \in E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g} \cap E\prime , до того ж

\tau \prime ij =

\left\{         
\tau ij , i, j \not \in \scrL d - 1,

\tau ij\nu 
 - 1/2
j , i \not \in \scrL d - 1, j \in \scrL d - 1,

\tau ij\nu 
 - 1/2
i , i \in \scrL d - 1, j \not \in \scrL d - 1.

З iншого боку, за iндуктивним припущенням оператор B\prime 
\Gamma \prime є невiд’ємним тодi й лише тодi,

коли виконуються такi умови:
(i) для всiх вершин j \in V \prime числа

\nu \prime j = 1 - 
\sum 

i\in \scrV \Gamma \prime ,j

\tau \prime 2ij
\nu \prime i

є додатними;
(ii) оператор \^B\prime 

\Gamma 0
, де \^B\prime 

ij визначено на ребрах E0 рiвнiстю

\^B\prime 
ij =

B\prime 
ij\sqrt{} 
\nu \prime i\nu 

\prime 
j

,

є невiд’ємним.
Для вершин j з шару \scrL d - 1 множини \scrV \Gamma \prime ,j є порожнiми, таким чином, \nu \prime j = 1. Тодi для

j \in \scrL d - 2 маємо

\nu \prime j = 1 - 
\sum 

i\in \scrV \Gamma \prime ,j

\tau \prime 
2
ij = 1 - 

\sum 
i\in \scrV \Gamma ,j

\tau 2ij
\nu i

= \nu j ,

а за умови d > 2 для вершин j \in \scrL d - 3 \cup . . . \cup \scrL 0 рекурентно отримуємо

\nu \prime j = 1 - 
\sum 

i\in \scrV \Gamma \prime ,j

\tau \prime 2ij
\nu \prime i

= 1 - 
\sum 

i\in \scrV \Gamma ,j

\tau 2ij
\nu i

= \nu j .
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Тодi

\^B\prime 
ij =

B\prime 
ij\sqrt{} 
\nu \prime i\nu 

\prime 
j

=
Bij\surd 
\nu i\nu j

= \^Bij .

Теорему доведено.
5. Приклади.
Приклад 1. Нехай \Gamma — дерево i E = E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g}. В роботi [6] показано, що якщо вiдповiдна

незвiдна система iснує, то вона є скiнченновимiрною, всi пiдпростори одновимiрнi, i з точнiстю
до унiтарної еквiвалентностi вона єдина. Необхiдною i достатньою умовою iснування такої
системи є невiд’ємна визначенiсть її оператора Грама B\Gamma . Навiть у цьому випадку питання
про невiд’ємнiсть оператора Грама не є тривiальним. Застосуємо доведену теорему до цього
випадку.

В найпростiшому випадку, коли пiдпросторiв всього два, вiдповiдний оператор Грама є
невiд’ємним тодi й лише тодi, коли \tau 212 \leq 1. Якщо пiдпросторiв бiльше нiж два, то вiдповiдне
дерево можна записати у виглядi \Gamma = (\Gamma 0; \Gamma 1,\Gamma 2), де V0 = \{ 1, 2\} , E0 = \{ \gamma 12\} , V1 = \{ 1\} (тобто
\Gamma 1 є тривiальним), V2 = V \setminus \{ 1\} .

r
rr r

rr r r
r r r

\cdot \cdot \cdot 

\cdot \cdot \cdot r

1

2

Твердження 2. Оператор Грама B\Gamma є невiд’ємним тодi й лише тодi, коли числа

cj =
\sum 
i\in \scrV j

\tau 2ij
1 - ci

, j \in V \setminus \{ 1\} ,

є меншими за одиницю, а

c1 =
\tau 212

1 - c2
\leq 1.

Доведення. За теоремою 1 оператор Грама B\Gamma невiд’ємний тодi й лише тодi, коли

\nu j > 0, j \in V, (\tau \prime 12)
2 =

\tau 212
\nu 1\nu 2

\leq 1.

За означенням cj та \nu j пов’язанi рiвнiстю cj + \nu j = 1, якщо j \in V \setminus \{ 1\} . Отже,

\nu j > 0 \Leftarrow \Rightarrow cj < 1, j \in V \setminus \{ 1\} .

Враховуючи, що \nu 1 = 1, \nu 2 = 1 - c2, за означенням отримуємо c1 = (\tau \prime 12)
2.

Приклад 2. Розглянемо граф \^\Gamma s = (\Gamma 0; \Gamma 1,\Gamma 2,\Gamma 3), для якого виконано такi умови:
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E0 = \{ \gamma 12, \gamma 13\} = E\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{g}5 , пари кутiв для цих двох ребер збiгаються i заданi своїми косину-
сами \tau 1, \tau 2 \in (0; 1), \tau 1 < \tau 2.

Дерево \Gamma 1 складається з єдиної вершини, а дерева \Gamma 2 та \Gamma 3 є ланцюгами довжини s з
одним i тим самим кутом мiж пiдпросторами, що поєднанi ребром. Вiдповiдний кут заданий
своїм косинусом \tau .

rr. . .rr\underbrace{}  \underbrace{}  
s

\tau \tau r r . . . r r\underbrace{}  \underbrace{}  
s

\tau \tau r\tau 1, \tau 2 \tau 1, \tau 2

12 3

Системи, що вiдповiдають графу \^\Gamma s, є окремим випадком систем, якi було дослiджено в
роботi [7]. Зокрема, в нiй було показано, що всi такi незвiднi системи є скiнченновимiрними, до
того ж розмiрностi всiх пiдпросторiв однаковi i не перевищують 2. Крiм того, якщо пiдпростори
одновимiрнi, то для ребер \Gamma 0 виконуються бiльш сильнi умови

P1P2P1 = \^\tau 22P1, P2P1P2 = \^\tau 22P2, P1P3P1 = \^\tau 23P1, P3P1P3 = \^\tau 23P3, (3)

де \^\tau 2, \^\tau 3 \in \{ \tau 1, \tau 2\} .
Системи, для яких не виконуються умови (3), було названо власними (proper), для них бу-

ло наведено оператор Грама, параметризований кутами та додатковим параметром \eta \in (0; 1), i
показано, що питання iснування вiдповiдної системи зводиться до питання невiд’ємностi вiдпо-
вiдного оператора Грама. Але необхiдних та достатнiх умов на параметри, за яких вiдповiдний
оператор є невiд’ємним, отримано не було.

В роботi [8] (див. приклад 3, твердження 11) розглядалися системи, вiдповiднi графу \^\Gamma 0 =

\Gamma 0. Для них було отримано повну класифiкацiю. Зокрема, було показано, що власнi системи
iснують тодi й лише тодi, коли

\tau 21 <
1

2
, \tau 21 + \tau 22 < 1.

При цьому, якщо \tau 22 \leq 1/2, то для кожного \eta \in (0; 1) iснує вiдповiдна власна система i всi
вони попарно не еквiвалентнi, а у випадку \tau 22 > 1/2 параметр \eta не повинен перевищувати

\eta 0 =
1 - \tau 21  - \tau 22
\tau 22  - \tau 21

.

Застосуємо теорему 1, щоб знайти умови на \tau 1, \tau 2 та \tau , за яких iснують власнi системи,
вiдповiднi графу \^\Gamma s для довiльного параметра s.

Твердження 3. Власнi системи, що вiдповiдають графу \^\Gamma s, iснують для довiльного s тодi
й лише тодi, коли

\tau \leq 1

2
, \tau 21 \leq q

2
, \tau 21 + \tau 22 \leq q, де q =

1 +
\surd 
1 - 4\tau 2

2
. (4)

Доведення. 1. Легко бачити, що в розглядуваному випадку \nu 1 = 1, всi iншi числа \nu j ,

j \in V \setminus \{ 1\} , залежать лише вiд вiдстанi вершини до \Gamma 0 :

\nu j = \^\nu s - d(j), де \^\nu 0 = 1, \^\nu r = 1 - \tau 2

\^\nu r - 1
, r = 1, . . . , s,
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а \tau \prime 1 i \tau \prime 2 — вiд довжини ланцюжкiв

\tau \prime k =
\tau k\surd 
\^\nu s
, k = 1, 2.

2. Позначимо \BbbN 0 = \BbbN \cup \{ 0\} . Аналогiчно тому, як це було зроблено в роботi [9], для
фiксованого \tau > 0 задамо зростаючу послiдовнiсть cj = cj(\tau ) рекурентними спiввiдношеннями

c0 = 0, cj+1 = f\tau (cj), j \in \Lambda \tau ,

де

f\tau (x) =
\tau 2

1 - x
, \Lambda \tau =

\Bigl\{ 
j \in \BbbN 0 | ck < 1, k \in \{ 0, . . . , j\} 

\Bigr\} 
.

Було показано (лема 1), що за умови s \in \Lambda \tau виконуються рiвностi

\^\nu r = 1 - cr, r \in \{ 0, . . . , s\} .

Таким чином, щоб вiдповiднi системи iснували для довiльного s, необхiдно, щоб множина \Lambda \tau 

збiгалася з \BbbN 0. Також було показано (лема 2), що \Lambda \tau = \BbbN 0 тодi й лише тодi, коли \tau \in (0; 1/2].

До того ж за цiєї умови iснує границя

c = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

cj =
1 - 

\surd 
1 - 4\tau 2

2
.

Зауважимо, що

c \cdot q =
1 - 

\surd 
1 - 4\tau 2

2

1 +
\surd 
1 - 4\tau 2

2
= \tau 2.

За умови s \in \Lambda \tau пiдрахуємо \tau \prime k :

\tau \prime k =
\tau k\surd 
\nu s

=
\tau k\surd 
1 - cs

=
\tau k
\tau 

\tau \surd 
1 - cs

=
\tau k
\tau 

\sqrt{} 
f\tau (cs) =

\tau k
\tau 

\surd 
cs+1, k = 1, 2.

3. Нехай нерiвностi (4) виконуються. Тодi \Lambda \tau = \BbbN 0, iснує границя c i для довiльного
параметра s

(\tau \prime 1)
2 = cs+1

\tau 21
\tau 2

< c
\tau 21
\tau 2

\leq c
q

2\tau 2
=

1

2
,

(\tau \prime 1)
2 + (\tau \prime 2)

2 = cs+1
\tau 21 + \tau 22

\tau 2
< c

\tau 21 + \tau 22
\tau 2

\leq c
q

\tau 2
= 1.

Отже, за теоремою 1 оператор Грама B\^\Gamma s
є невiд’ємним для довiльного параметра s.

4. Ми вже показали, що умова \tau \leq 1/2 є необхiдною.
Припустимо, що \tau 21 > q/2, тодi

\varepsilon = c - \tau 2

2\tau 21
=

c

\tau 21

\Bigl( 
\tau 21  - q

2

\Bigr) 
> 0

й iснує s0 таке, що для довiльного s > s0 маємо cs+1 > c - \varepsilon . Отже,

cs+1 >
\tau 2

2\tau 21
\Rightarrow (\tau \prime 1)

2 = cs+1
\tau 21
\tau 2

>
1

2
.

Таким чином, прийшли до суперечностi з необхiднiстю умови (\tau \prime 1)
2 < 1/2.
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Припустимо, що \tau 21 + \tau 22 > q, тодi

\varepsilon = c - \tau 2

\tau 21 + \tau 22
=

c

\tau 21 + \tau 22
(\tau 21 + \tau 22  - q) > 0

й iснує s0 таке, що для довiльного s > s0 маємо cs+1 > c - \varepsilon . Отже,

cs+1 >
\tau 2

\tau 21 + \tau 22
\Rightarrow (\tau \prime 1)

2 + (\tau \prime 2)
2 = cs+1

\tau 21 + \tau 22
\tau 2

> 1.

Таким чином, прийшли до суперечностi з необхiднiстю умови (\tau \prime 1)
2 + (\tau \prime 2)

2 < 1.

Твердження доведено.
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