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ГРУПИ ПОРЯДКУ \bfitp \bffour ЯК АДИТИВНI ГРУПИ ЛОКАЛЬНИХ МАЙЖЕ-КIЛЕЦЬ

Near-rings can be considered as a generalization of associative rings. In general, a near-ring is a ring (R,+, \cdot ) in which
the operation `` + "" is not necessarily Abelian and at least one distributive law holds. A near-ring with identity is called
local if the set of all invertible elements forms a subgroup of the additive group. In particular, every group is an additive
group of some near-ring but not of a near-ring with identity. Finding non-Abelian finite p-groups that are additive groups
of local near-rings is an open problem.

We considered groups of nilpotency class 2 and 3 of order p4 as additive groups of local near-rings in
[https://arxiv.org/abs/2303.17567 and https://arxiv.org/abs/2309.14342]. It was shown that, for p > 3, there exist local
near-rings on one of four nonisomorphic groups of nilpotency class 3 of order p4 . In the present paper, we continue our
investigation of the groups of nilpotency class 3 of order p4 . In particular, it is shown that another group of this class is
an additive group of a local near-ring and, hence, of a near-ring with identity. Examples of local near-rings on this group
have been constructed in the GAP computer algebra system.

Майже-кiльця можна розглядати як узагальнення асоцiативних кiлець. У загальних рисах, майже-кiльце — це кiль-
це (R,+, \cdot ), де операцiя додавання необов’язково абелева та принаймнi один дистрибутивний закон має мiсце.
Майже-кiльце з одиницею називається локальним, якщо множина всiх необоротних елементiв утворює пiдгрупу в
адитивнiй групi. Зокрема, кожна група є адитивною групою деякого майже-кiльця, але не майже-кiльця з одини-
цею. Визначення неабелевих скiнченних p-груп, якi є адитивними групами локальних майже-кiлець, є вiдкритою
проблемою.

Групи класу нiльпотентностi 2 та 3 порядку p4 як адитивнi групи локальних майже-кiлець розглядалися в
[https://arxiv.org/abs/2303.17567 та https://arxiv.org/abs/2309.14342]. Було показано, що для p > 3 iснують локальнi
майже-кiльця на однiй з чотирьох неiзоморфних груп класу нiльпотентностi 3 порядку p4. У цiй статтi продовжено
дослiдження груп класу нiльпотентностi 3 порядку p4. Зокрема, показано, що ще одна з цих груп є адитивною гру-
пою локального майже-кiльця, а отже майже-кiльця з одиницею. В системi комп’ютерної алгебри GAP побудовано
приклади локальних майже-кiлець на цiй групi.

1. Вступ. Кожна скiнченна абелева група є адитивною групою асоцiативного (i навiть комута-
тивного) кiльця з одиницею. Однак у випадку майже-кiлець з одиницею аналогiчний результат
для скiнченних неабелевих груп не є правильним. Питання про те, якi групи можуть бути
адитивними групами майже-кiлець з одиницею, дослiджується з кiнця 1960-х рокiв.

Один iз перших результатiв у цьому напрямку був отриманий Клейом та Малоне [4], якi
показали, що з точнiстю до iзоморфiзму iснує єдине майже-кiльце з одиницею, адитивна група
якого циклiчна, i яке фактично є комутативним кiльцем. Там же було встановлено, що адитивна
група скiнченного майже-кiльця з одиницею є простою тодi й лише тодi, коли це майже-кiльце
є полем простого порядку. Також було доведено, що кожна нециклiчна група, порядок якої є
добутком рiзних простих чисел, та симетрична група Sn при n \geq 3 не можуть бути адитивними
групами майже-кiлець з одиницею.

В роботi [7] доведено, що кожна нециклiчна скiнченна абелева p-група порядку бiльшого за
4 є адитивною групою деякого нуль-симетричного локального майже-кiльця, що не є кiльцем, а
в статтi [8] показано, що група дiедра D4 не може бути адитивною групою локального майже-
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кiльця, та побудовано приклади локальних майже-кiлець на неабелевих групах порядку pn i
експоненти pn - 1 для n \geq 3 при p \not = 2 i для n \geq 4 при p = 2.

Зазначимо, що залишається вiдкритим питання про те, якi неабелевi групи порядку pn

можуть бути адитивними групами локальних майже-кiлець.

Як було показано у [5], для кожного простого числа p i кожного цiлого n з n > p iснує
група G порядку pn, яка не може бути адитивною групою локального майже-кiльця.

У статтi [11] отримано нижнi оцiнки кiлькостi локальних майже-кiлець на групах поряд-
ку p3. На кожнiй неметациклiчнiй неабелевiй або метациклiчнiй абелевiй групi порядку p3

iснують принаймнi p + 1 неiзоморфне локальне майже-кiльце. В [9] розглянуто групи класу
нiльпотентностi 2 порядку p4, якi є адитивними групами локальних майже-кiлець. Показано,
що для непарних p iз шести таких груп чотири є адитивними групами локальних майже-кiлець.
У статтi [10] показано, що для p > 3 iснують локальнi майже-кiльця на однiй з чотирьох неiзо-
морфних груп класу нiльпотентностi 3 порядку p4. У цiй статтi продовжено дослiдження груп
класу нiльпотентностi 3 порядку p4. Зокрема, показано, що ще одна з цих груп є адитивною
групою локального майже-кiльця, а отже майже-кiльця з одиницею. В системi комп’ютерної
алгебри GAP [6] побудовано приклади локальних майже-кiлець на цiй групi.

2. Попереднi результати. Непорожня множина R з двома бiнарними операцiями + i \cdot є
(лiвим) майже-кiльцем, якщо:

1) (R,+) = R+ — група з нейтральним елементом 0;

2) (R, \cdot ) — напiвгрупа;
3) x(y + z) = xy + xz для всiх x, y, z \in R.

Означення 1. Майже-кiльце R, в якому напiвгрупа (R, \cdot ) є моноїдом з одиничним еле-
ментом i, називається майже-кiльцем з одиницею i. Група всiх оборотних елементiв цього
моноїда позначається через R\ast i називається мультиплiкативною групою майже-кiльця R, а
її доповнення L = R \setminus R\ast — множиною необоротних елементiв iз R. Майже-кiльце R з одини-
цею називається локальним, якщо множина L всiх необоротних елементiв iз (R, \cdot ) утворює
адитивну пiдгрупу в R+, i майже-полем, якщо L = 0.

Майже-кiльця з’являються природним чином: беремо множину M(G) всiх вiдображень
групи (G,+) в себе, визначаємо додавання + поелементно та множення \cdot як композицiю.
Тодi (M(G),+, \cdot ) є майже-кiльцем. Зауважимо, що якщо G є абелевою групою, то завжди
виконується лише один дистрибутивний закон.

Наступна лема визначає експоненту адитивної групи скiнченного майже-кiльця з одини-
цею [14] (лема 5).

Лема 1. Експонента адитивної групи скiнченного майже-кiльця R з одиницею дорiвнює
адитивному порядку його одиницi, який збiгається з адитивним порядком кожного елемента
його мультиплiкативної групи R\ast .

Наступна лема характеризує основнi властивостi скiнченних локальних майже-кiлець
(див. [2], лема 3.2).

Лема 2. Нехай R — локальне майже-кiльце з одиницею i, а L — пiдгрупа всiх необоротних
елементiв R. Тодi справджуються такi твердження:

(1) L — (R,R)-пiдгрупа в R+ ;
(2) кожна власна R\ast -iнварiантна пiдгрупа R+ мiститься в L;
(3) множина i+ L утворює пiдгрупу мультиплiкативної групи R\ast .
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У наступному твердженнi встановлено порядки пiдгрупи необоротних елементiв L [10]
(наслiдок 1).

Лема 3. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку p4 з неабелевою адитивною групою,
що не є майже-полем. Тодi пiдгрупа необоротних елементiв L є нециклiчною групою порядку
p3 або p2.

Наступна теорема мiстить класифiкацiю груп класу нiльпотентностi 3 порядку p4 з p > 3

(див., наприклад, [1, 3]).
Теорема 1. Iснують чотири неiзоморфнi групи класу нiльпотентностi 3 порядку p4 з

p > 3:
H1 = \langle a, b : ap = bp = cp = [a, c]p = [b, c] = e, [a, [a, c]] = [b, [a, c]] = e\rangle = (Cp \times Cp \times Cp)\rtimes 

Cp, де c = [a, b],
H2 = \langle a, b : ap

2
= bp = [a, b]p = [b, [a, b]] = e, [a, [a, b]] = ap\rangle = (Cp2 \rtimes Cp)\rtimes Cp ,

H3 = \langle a, b : ap
2
= bp = [a, b]p = [a, [a, b]] = e, [b, [a, b]] = ap\rangle = (Cp2 \rtimes Cp)\rtimes Cp ,

H4 = \langle a, b : ap
2
= bp = [a, b]p = [a, [a, b]] = e, [b, [a, b]] = a2p\rangle = (Cp2 \times Cp)\rtimes Cp.

Визначимо бiномiальний коефiцiєнт

\biggl( 
n

k

\biggr) 
цiлих чисел n i k за формулою

\biggl( 
n

k

\biggr) 
=

\left\{   
n!

k!(n - k)!
, якщо 0 \leq k \leq n,

0, якщо k > n або k < 0.

2.1. Про групу \bfitH \bftwo . Нехай H2 — адитивно записана група з теореми 1. Тодi H2 = \langle a\rangle +\langle b\rangle +
\langle c\rangle для деяких елементiв a, b i c з R, якi задовольняють спiввiдношення ap2 = bp = cp = 0,

b+ c = c+ b,  - a - c+ a+ c = ap, де c =  - a - b+ a+ b.

Лема 4. Для довiльних цiлих k i m в групi H2 виконуються рiвностi  - am - ck+am+ck =

akmp i ck + am = am(1 - kp) + ck.

Доведення. Оскiльки  - a - c+ a+ c = ap, то отримуємо  - c+ a+ c = a(1 + p). Тодi

 - ck + am+ ck = am(1 + kp).

Отже,  - ak  - cm+ ak + cm = akmp i ck + am = am(1 - kp) + ck.

Лема 5. Для довiльних цiлих n i m в групi H2 виконуються рiвностi  - bn + am + bn =

a

\biggl( 
m - 

\biggl( 
m

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ cmn i bn+ am = a

\biggl( 
m+

\biggl( 
m

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ bn - cmn.

Доведення проведемо iндукцiєю по m. Нехай m = 1. Оскiльки  - a  - b + a + b = c, то

 - b+a+b = a+c. Iз спiввiдношень групи за лемою 4 маємо  - bn+a+bn = a

\biggl( 
1 - n

\biggl( 
1

2

\biggr) 
p

\biggr) 
+cn,

тому bn+ a = a

\biggl( 
1 +

\biggl( 
1

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ bn - cn, тобто для m = 1 рiвнiсть виконується.

Нехай для m виконується рiвнiсть, тобто  - bn+ am+ bn = a

\biggl( 
m - 

\biggl( 
m

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ cmn.

Доведемо рiвнiсть для m+ 1:

 - bn+ a(m+ 1) + bn =  - bn+ am+ a+ bn =  - bn+ am+ bn+ a+ cn

=  - bn+ bn+ a

\biggl( 
m - 

\biggl( 
m

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ cmn+ a+ cn
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= a

\biggl( 
m - 

\biggl( 
m

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ a(1 - mnp) + cmn+ cn

= a

\biggl( 
(m+ 1) - 

\biggl( 
m+ 1

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ cm(n+ 1).

Отже,  - bn+am+ bn = a

\biggl( 
m - 

\biggl( 
m

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ cmn i bn+am = a

\biggl( 
m+

\biggl( 
m

2

\biggr) 
np

\biggr) 
+ bn - cmn.

Лема 6. Для будь-яких невiд’ємних цiлих k, l, m i натурального r в H2 має мiсце рiвнiсть

(ak + bl + cm)r = a

\biggl( 
kr +

\biggl( \biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
r

2

\biggr) 
l  - km

\biggl( 
r

2

\biggr) 
+ k2l

\biggl( 
r

r  - 3

\biggr) \biggr) 
p

\biggr) 
+ blr + c

\biggl( 
mr  - kl

\biggl( 
r

2

\biggr) \biggr) 
.

Доведення проведемо iндукцiєю по r. Нехай r = 1. Тодi маємо

(ak + bl + cm)1 = a

\biggl( 
k +

\biggl( \biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
1

2

\biggr) 
l  - km

\biggl( 
1

2

\biggr) 
+ k2l

\biggl( 
1

 - 2

\biggr) \biggr) 
p

\biggr) 
+ bl + c

\biggl( 
m - 

\biggl( 
1

2

\biggr) 
kl

\biggr) 
= ak + bl + cm.

Отже, для r = 1 рiвнiсть виконується.
Нехай для r виконується рiвнiсть, тобто

(ak + bl + cm)r = a

\biggl( 
kr +

\biggl( \biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
r

2

\biggr) 
l  - km

\biggl( 
r

2

\biggr) 
+ k2l

\biggl( 
r

r  - 3

\biggr) \biggr) 
p

\biggr) 
+ blr + c

\biggl( 
mr  - kl

\biggl( 
r

2

\biggr) \biggr) 
.

З огляду на леми 4 i 5 доведемо рiвнiсть для r + 1:

(ak + bl + cm)(r + 1) = (ak + bl + cm)r + ak + bl + cm

= a

\biggl( 
kr +

\biggl( \biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
r

2

\biggr) 
l  - km

\biggl( 
r

2

\biggr) 
+ k2l

\biggl( 
r

r  - 3

\biggr) \biggr) 
p

\biggr) 

+ blr + c

\biggl( 
mr  - kl

\biggl( 
r

2

\biggr) \biggr) 
+ ak + bl + cm

= a

\biggl( 
kr +

\biggl( \biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
r

2

\biggr) 
l  - lm

\biggl( 
r

2

\biggr) 
+ k2l

\biggl( 
r

r  - 3

\biggr) \biggr) 
p

\biggr) 

+ brl + ak  - ak

\biggl( 
mr  - kl

\biggl( 
r

2

\biggr) \biggr) 
p+ c

\biggl( 
mr  - kl

\biggl( 
r

2

\biggr) \biggr) 
+ bl + cm

= a

\biggl( 
kr +

\biggl( \biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
r

2

\biggr) 
l  - km

\biggl( 
r

2

\biggr) 
+ k2l

\biggl( 
r

r  - 3

\biggr) \biggr) 
p

\biggr) 

+ a

\biggl( 
k  - kmrp+ k2l

\biggl( 
r

2

\biggr) 
p+

\biggl( 
k

2

\biggr) 
lrp

\biggr) 
+ blr

 - clr

\biggl( 
k  - kmrp+ k2l

\biggl( 
r

2

\biggr) 
p

\biggr) 
+ c

\biggl( 
mr  - kl

\biggl( 
r

2

\biggr) \biggr) 
+ bl + cm

= a

\biggl( 
kr +

\biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
r

2

\biggr) 
lp - km

\biggl( 
r

2

\biggr) 
p
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+ k2l

\biggl( 
r

r  - 3

\biggr) 
p+ k  - kmrp+ k2l

\biggl( 
r

2

\biggr) 
p+

\biggl( 
k

2

\biggr) 
lrp

\biggr) 

+ bl(r + 1) + c

\biggl( 
m(r + 1) - kl

\biggl( 
r

2

\biggr) 
 - klr

\biggr) 

= a

\biggl( 
k(r + 1) +

\biggl( \biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
r + 1

2

\biggr) 
l  - km

\biggl( 
r + 1

2

\biggr) 
+ k2l

\biggl( 
r + 1

r  - 2

\biggr) \biggr) 
p

\biggr) 

+ bl(r + 1) + c

\biggl( 
m(r + 1) - kl

\biggl( 
r + 1

2

\biggr) \biggr) 
.

Отже, рiвнiсть справедлива для будь-якого r.

Враховуючи властивiсть симетричностi бiномiальних коефiцiєнтiв, тобто

\biggl( 
r

r  - 3

\biggr) 
=

\biggl( 
r

3

\biggr) 
,

i лему 6, отримуємо таке твердження.
Наслiдок 1. Для будь-яких невiд’ємних цiлих k, l, m i натурального r в H2 має мiсце

рiвнiсть

(ak + bl + cm)r = a

\biggl( 
kr +

\biggl( \biggl( 
k

2

\biggr) \biggl( 
r

2

\biggr) 
l  - km

r

2
+ k2l

\biggl( 
r

3

\biggr) \biggr) 
p

\biggr) 
+ blr + c

\biggl( 
mr  - kl

\biggl( 
r

2

\biggr) \biggr) 
.

2.2. Майже-кiльця з одиницею, адитивнi групи яких iзоморфнi \bfitH \bftwo . Наступна лема
описує множення в майже-кiльцi R, адитивна група якого R+ iзоморфна групi H2. Тодi
R+ = \langle a\rangle + \langle b\rangle + \langle c\rangle для деяких елементiв a, b, c з R, що задовольняють спiввiдношення
ap2 = bp = cp = 0, b + c = c + b,  - a  - c + a + c = ap, де c =  - a  - b + a + b. Зокрема,
кожен елемент x \in R однозначно записується у виглядi x = ax1 + bx2 + cx3 з коефiцiєнтами
0 \leq x1 < p2, 0 \leq x2 < p i 0 \leq x3 < p.

Лема 7. Нехай R — майже-кiльце з одиницею, адитивна група якого R+ iзоморфна H2.

Якщо a збiгається з одиничним елементом R, x = ax1 + bx2 + cx3, y = ay1 + by2 + cy3 \in R i
xb = a\alpha (x) + b\beta (x) + c\gamma (x), то

xy = a

\biggl( 
x1y1 + \alpha (x)y2 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 

+

\biggl( 
\alpha (x)y2

2

\biggr) 
x2y1  - \alpha (x)x3y1y2  - x1x2\alpha (x)y2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 

+

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
 - \alpha (x)\gamma (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
+ \alpha (x)2\beta (x)

\biggl( 
y2
3

\biggr) 

 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)y3 +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2y3  - x3\alpha (x)y3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b(x2y1 + \beta (x)y2)

+ c

\biggl( 
x3y1  - x2\alpha (x)y1y2  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \gamma (x)y2

 - \alpha (x)\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
+ x1\beta (x)y3  - x2\alpha (x)y3

\biggr) 
. (2.1)

Навiть бiльше, для вiдображень \alpha : R \rightarrow \BbbZ p2 , \beta : R \rightarrow \BbbZ p, \gamma : R \rightarrow \BbbZ p справджуються такi
твердження:
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(0) \alpha (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), \beta (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), \gamma (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) тодi й лише тодi, коли майже-
кiльце R є нуль-симетричним;

(1) \alpha (a) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), \beta (a) \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), \gamma (a) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p);
(2) якщо x1 \not \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), то x1\beta (x) - x2\alpha (x) \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p);

(3) xc = a

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x) +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2  - x3\alpha (x)

\biggr) 
p+ c(x1\beta (x) - x2\alpha (x));

(4) \alpha (xy) \equiv x1\alpha (y) + \alpha (x)\beta (y) +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
\alpha (y)

2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
\alpha (y)

2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
\alpha (y)

3

\biggr) 
+

\biggl( 
\alpha (x)\beta (y)

2

\biggr) 
x2\alpha (y) - \alpha (x)x3\alpha (y)\beta (y)

+ x1x2\alpha (x)\beta (y)

\biggl( 
\alpha (y)

2

\biggr) 
+

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
\beta (x)

\biggl( 
\beta (y)

2

\biggr) 
 - \alpha (x)\gamma (x)

\biggl( 
\beta (y)

2

\biggr) 
+ \alpha (x)2\beta (x)

\biggl( 
\beta (y)

3

\biggr) 
+

\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)\gamma (y)

+

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2\gamma (y) - x3\alpha (x)\gamma (y)

\biggr) 
p (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2);

(5) \beta (xy) \equiv x2\alpha (y) + \beta (x)\beta (y) (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p);

(6) \gamma (xy) \equiv x3\alpha (y) - x2\alpha (x)\alpha (y)\beta (y) - x1x2

\biggl( 
\alpha (y)

2

\biggr) 
+ \gamma (x)\beta (y)

 - \alpha (x)\beta (x)

\biggl( 
\beta (y)

2

\biggr) 
+ x1\beta (x)\gamma (y) - x2\alpha (x)\gamma (y) (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p).

Доведення. Оскiльки 0 \cdot a = a \cdot 0 = 0, звiдси випливає, що R є нуль-симетричним
майже-кiльцем тодi й лише тодi, коли 0 = 0 \cdot b = a\alpha (0) + b\beta (0) + c\gamma (0) або, еквiвалентно,
\alpha (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), \beta (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), \gamma (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p). Навiть бiльше, оскiльки b = ab =

a\alpha (a) + b\beta (a) + c\gamma (a), маємо \alpha (a) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), \beta (a) \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) i \gamma (a) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), а отже,
справджуються твердження (0) i (1) леми.

Далi, використовуючи леми 4 i 5, отримуємо

xc = x( - a - b+ a+ b) =  - xa - xb+ xa+ xb

=  - cx3  - bx2  - ax1  - c\gamma (x) - b\beta (x) - a\alpha (x)

+ ax1 + bx2 + cx3 + a\alpha (x) + b\beta (x) + c\gamma (x)

=  - cx3  - bx2  - c\gamma (x) - ax1 + ax1\gamma (x)p - b\beta (x) - a\alpha (x)

+ ax1 + bx2 + a\alpha (x) - ax3\alpha (x)p+ cx3 + b\beta (x) + c\gamma (x)

=  - cx3  - bx2  - c\gamma (x) - a

\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)p - b\beta (x) + cx1\beta (x)

 - ax1 + ax1\gamma (x)p - a\alpha (x) + ax1 + a\alpha (x) + a

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2p
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+ bx2  - cx2\alpha (x) - ax3\alpha (x)p+ cx3 + b\beta (x) + c\gamma (x)

= a

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x) +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2  - x3\alpha (x)

\biggr) 
p+ c(x1\beta (x) - x2\alpha (x)).

Отримали рiвнiсть (3) леми.
Далi, використовуючи лiву дистрибутивнiсть, на пiдставi лем 4 – 6 i наслiдку 1 одержуємо

xy = x(ay1) + x(by2) + x(cy3)

= (ax1 + bx2 + cx3)y1 + (a\alpha (x) + b\beta (x) + c\gamma (x))y2

+

\biggl( 
a

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x) +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2  - x3\alpha (x)p

\biggr) 
+ c(x1\beta (x) - x2\alpha (x))

\biggr) 
y3

= a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2p - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
p+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ bx2y1

+ c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) \biggr) 
+ a

\biggl( 
\alpha (x)y2 +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
p - \alpha (x)\gamma (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
p

+ \alpha (x)2\beta (x)

\biggl( 
y2
3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b\beta (x)y2 + c

\biggl( 
\gamma (x)y2  - \alpha (x)\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) \biggr) 

+ a

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x) +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2  - x3\alpha (x)

\biggr) 
y3p+ c(x1\beta (x) - x2\alpha (x))y3

= a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2p - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
p+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ bx2y1

+ a\alpha (x)y2  - a\alpha (x)y2

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) \biggr) 
p+ c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) \biggr) 

+ a

\biggl( \biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
 - \alpha (x)\gamma (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
+ \alpha (x)2\beta (x)

\biggl( 
y2
3

\biggr) \biggr) 
p+ b\beta (x)y2

+ c

\biggl( 
\gamma (x)y2  - \alpha (x)\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) \biggr) 
+ a

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x) +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2  - x3\alpha (x)

\biggr) 
y3p

+ c(x1\beta (x) - x2\alpha (x))y3

= a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2p - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
p+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
p+ \alpha (x)y2 +

\biggl( 
\alpha (x)y2

2

\biggr) 
x2y1p

\biggr) 

+ bx2y1  - cx2\alpha (x)y1y2  - a

\biggl( 
\alpha (x)x3y1y2p

+ x1x2\alpha (x)y2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
p

\biggr) 
+ c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) \biggr) 

+ a

\biggl( \biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
p - \alpha (x)\gamma (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
p+ \alpha (x)2\beta (x)

\biggl( 
y2
3

\biggr) 
p

\biggr) 
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+ b\beta (x)y2 + c

\biggl( 
\gamma (x)y2  - \alpha (x)\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) \biggr) 

+ a

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x) +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2  - x3\alpha (x)

\biggr) 
y3p+ c(x1\beta (x) - x2\alpha (x))y3

= a

\biggl( 
x1y1 + \alpha (x)y2 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 

+

\biggl( 
\alpha (x)y2

2

\biggr) 
x2y1  - \alpha (x)x3y1y2  - x1x2\alpha (x)y2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 

 - \alpha (x)\gamma (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
+ \alpha (x)2\beta (x)

\biggl( 
y2
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)y3 +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2y3  - x3\alpha (x)y3

\biggr) 
p

\biggr) 

+ b(x2y1 + \beta (x)y2) + c

\biggl( 
(x3y1  - x2\alpha (x)y1y2

 - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \gamma (x)y2  - \alpha (x)\beta (x)

\biggl( 
y2
2

\biggr) 
+ x1\beta (x)y3  - x2\alpha (x)y3

\biggr) 
.

Далi, нехай y = a(1 - p) + c, тодi

xy = a

\biggl( 
x1(1 - p) +

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x) +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2  - x3\alpha (x)

\biggr) 
p

\biggr) 
+ bx2 + c

\bigl( 
x3 + x1\beta (x) - x2\alpha (x)

\bigr) 
за формулою (2.1). З iншого боку, y = c+ a, тому

xy = xc+ x = a

\biggl( 
x1

\bigl( 
1 - (x1\beta (x) - x2\alpha (x))p

\biggr) 

+

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x) +

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2  - x3\alpha (x)

\biggr) 
p+ bx2 + c

\bigl( 
x3 + x1\beta (x) - x2\alpha (x)

\bigr) 
за лемою 4.

Порiвнюючи обидва результати для xy, отримуємо

x1(1 - p) \equiv x1
\bigl( 
1 - (x1\beta (x) - x2\alpha (x))p

\bigr) 
(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2).

Якщо x1 \not \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), то x1\beta (x) - x2\alpha (x))p \equiv p (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2). Тому

x1\beta (x) - x2\alpha (x) \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p),

що доводить твердження (2) леми.
Нарештi, асоцiативнiсть множення в R означає, що (xy)b = x(yb). З одного боку, маємо

x(yb) = a\alpha (xy) + b\beta (xy) + c\gamma (xy),

а з iншого —

x(yb) = a

\biggl( 
x1\alpha (y) + \alpha (x)\beta (y) +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
\alpha (y)

2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
\alpha (y)

2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
\alpha (y)

3

\biggr) 
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+

\biggl( 
\alpha (x)\alpha (y)

2

\biggr) 
x2\alpha (y) - \alpha (x)x3\alpha (y)\beta (y) + x1x2\alpha (x)\beta (y)

\biggl( 
\alpha (y)

2

\biggr) 

+

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
\beta (x)

\biggl( 
\beta (y)

2

\biggr) 
 - \alpha (x)\gamma (x)

\biggl( 
\beta (y)

2

\biggr) 
+ \alpha (x)2\beta (x)

\biggl( 
\beta (y)

3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)\gamma (y)

+

\biggl( 
\alpha (x)

2

\biggr) 
x2\gamma (y) - x3\alpha (x)\gamma (y)

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b(x2\alpha (y) + \beta (x)\beta (y))

+ c

\biggl( 
x3\alpha (y) - x2\alpha (x)\alpha (y)\beta (y) - x1x2

\biggl( 
\alpha (y)

2

\biggr) 
+ \gamma (x)\beta (y)

 - \alpha (x)\beta (x)

\biggl( 
\beta (y)

2

\biggr) 
+ x1\beta (x)\gamma (y) - x2\alpha (x)\gamma (y)

\biggr) 
.

Порiвнюючи коефiцiєнти бiля a, b i c в двох останнiх виразах для xy, одержуємо конгру-
ентностi (4) – (6) леми.

2.3. Локальнi майже-кiльця, адитивнi групи яких iзоморфнi \bfitH \bftwo . Нехай R — локальне
майже-кiльце, адитивна група якого R+ iзоморфна H2. Тодi R+ = \langle a\rangle + \langle b\rangle + \langle c\rangle для деяких
елементiв a, b, c з R, що задовольняють спiввiдношення ap2 = bp = cp = 0, b + c = c + b,

 - a - c+a+c = ap, де c =  - a - b+a+b. Зокрема, кожен елемент x \in R однозначно записується
у виглядi x = ax1 + bx2 + cx3 з коефiцiєнтами 0 \leq x1 < p2, 0 \leq x2 < p i 0 \leq x3 < p.

Оскiльки порядок елемента a дорiвнює експонентi групи G, тобто p2, то можна вважати,
що a є одиничним елементом в R, тобто ax = xa = x для кожного x \in R. Крiм того, для
кожного x \in R iснують такi коефiцiєнти \alpha (x), \beta (x), \gamma (x), що xb = a\alpha (x) + b\beta (x) + c\gamma (x).

Зрозумiло, що вони однозначно визначенi за модулем p2, p i p, тому визначенi вiдображення \alpha :
R \rightarrow \BbbZ p2 , \beta : R \rightarrow \BbbZ p i \gamma : R \rightarrow \BbbZ p.

За наслiдком 3 L є нормальною пiдгрупою порядку p3 або p2 в R.

У цьому пiдпунктi будемо вважати, що R — локальне майже-кiльце з | R : L| = p.

Теорема 2. Нехай R — локальне майже-кiльце, адитивна група якого R+ iзоморфна H2 i
| R : L| = p. Тодi R+ = \langle a\rangle + \langle b\rangle + \langle c\rangle для деяких елементiв a, b, c з R, що задовольняють
спiввiдношення ap2 = bp = cp = 0, b+ c = c+ b,  - a - c+ a+ c = ap, де c =  - a - b+ a+ b.

Якщо a збiгається з одиницею в R, то справджуються такi твердження:
1) L = \langle ap\rangle + \langle b\rangle + \langle c\rangle i R\ast = \{ ax1 + bx2 + cx3 | x1 \not \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)\} ;
2) \alpha (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p);

3) xc = a

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)

\biggr) 
p+ c(x1\beta (x)).

Доведення. Якщо | L| = p3, то L = \langle ap\rangle + \langle b\rangle + \langle c\rangle i L є (R,R)-пiдгрупою R+. Iз
твердження (1) леми 2 випливає, що xb = a\alpha (x) + b\beta (x) + c\gamma (x) \in L, звiдки a\alpha (x) \in L для
кожного x \in R. Тодi \alpha (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), тому справджується твердження (2) теореми. Оскiльки
R\ast = R \setminus L, то R\ast =

\bigl\{ 
ax1 + bx2 + cx3 | x1 \not \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)

\bigr\} 
i x = ax1 + bx2 + cx3 є оберненим

тодi й лише тодi, коли x1 \not \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), як стверджується в умовi (1). Далi, пiдставляючи
\alpha (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) у твердження (3) леми 7, отримуємо

xc = a

\biggl( 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)

\biggr) 
p+ c(x1\beta (x)).

Як наслiдок леми 7 i теореми 2 одержуємо таке твердження.
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Наслiдок 2. Нехай R — локальне майже-кiльце, адитивна група якого R+ iзоморфна H2

i | R : L| = p. Якщо a збiгається з одиничним елементом R, x = ax1 + bx2 + cx3, y =

ay1 + by2 + cy3 \in R, то

xy = a

\biggl( 
x1y1 + \alpha (x)y2 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)y3

\biggr) 
p

\biggr) 

+ b(x2y1 + \beta (x)y2) + c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \gamma (x)y2 + x1\beta (x)y3

\biggr) 
. (2.2)

Навiть бiльше, для вiдображень \alpha : R \rightarrow \BbbZ p2 , \beta : R \rightarrow \BbbZ p i \gamma : R \rightarrow \BbbZ p справджуються такi
твердження:

(0) \alpha (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), \beta (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) i \gamma (0) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) тодi й лише тодi, коли
майже-кiльце R є нуль-симетричним;

(1) \alpha (a) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), \beta (a) \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), \gamma (a) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p);

(2) \alpha (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p);
(3) якщо x1 \not \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), то \beta (x) \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p);

(4) \alpha (xy) \equiv x1\alpha (y) + \alpha (x)\beta (y) - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\beta (x)\gamma (y)p (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2);

(5) \beta (xy) \equiv \beta (x)\beta (y) (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p);
(6) \gamma (xy) \equiv \gamma (x)\beta (y) + x1\beta (x)\gamma (y) (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p).

2.4. Групи H2 як адитивнi групи локальних майже-кiлець. Наступна теорема дає достатнi
умови для iснування скiнченного локального майже-кiльця, адитивна група якого iзоморфна
групi H2.

Теорема 3. Для кожного простого p > 3 iснує локальне майже-кiльце R, адитивна група
якого R+ iзоморфна H2.

Доведення. Нехай G — адитивно записана група H2 з твiрними a, b, c, що задовольняють
спiввiдношення ap2 = bp = cp = 0, b+c = c+b,  - a - c+a+c = ap, де c =  - a - b+a+b. Тодi
G = \langle a\rangle +\langle b\rangle +\langle c\rangle i кожен елемент x \in G однозначно записується у виглядi x = ax1+bx2+cx3
з коефiцiєнтами 0 \leq x1 < p2, 0 \leq x2 < p i 0 \leq x3 < p. Визначимо таке множення на G, щоб
R = (G,+, \cdot ) було локальним майже-кiльцем.

Визначаємо множення x \cdot y за формулою (2.2), де \alpha (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), \beta (x) \equiv xp - 2
1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)

i \gamma (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p). Позначаємо x1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) через \=x1. Тодi маємо

x \cdot y = a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3

\biggr) 
p

\biggr) 

+ b(x2y1 + \=xp - 2
1 y2) + c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \=xp - 2

1 x1y3

\biggr) 
. (2.3)

Очевидно, що iснує таке k, для якого має мiсце x1 \equiv \=x1 + kp (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), де 0 \leq k \leq p - 1.

Звiдси на пiдставi малої теореми Ферма маємо \=xp - 2
1 x1 \equiv \=xp - 1

1 \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p). Тодi px1 \equiv 
p\=x1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2) i x1 \equiv \=x1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p). Зрозумiло, що p\=xp - 1

1 \equiv p (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2).

Легко перевiрити, що функцiї \alpha , \beta i \gamma задовольняють умови (2), (3), (5) – (7) наслiдку 2.
Нехай елемент a є мультиплiкативною одиницею в (G, \cdot ) i xb = a\alpha (x) + b\beta (x) + c\gamma (x) для

кожного x \in G. Покажемо, що система R = (G,+, \cdot ) є майже-кiльцем з одиничним елементом
a щодо операцiй + i \cdot . Очевидно, для цього достатньо перевiрити, що x \cdot (y+ z) = x \cdot y+ x \cdot z
для довiльних z = az1 + bz2 + cz3 з R i (x \cdot y) \cdot z = x \cdot (y \cdot z).
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Справдi, за формулою (2.3) маємо

x \cdot z = a

\biggl( 
x1z1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 z3

\biggr) 
p

\biggr) 

+ b(x2z1 + \=xp - 2
1 z2) + c

\biggl( 
x3z1  - x1x2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ \=xp - 2

1 x1z3

\biggr) 
.

Оскiльки

y + z = ay1 + by2 + cy3 + az1 + bz2 + cz3

= ay1 + by2 + az1(1 - y3p)cy3 + bz2 + cz3

= a

\biggl( 
y1 + z1 +

\biggl( \biggl( 
z1
2

\biggr) 
y2  - z1y3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b(y2 + z2) + c(y3 + z3  - y2z1),

то

x \cdot (y + z) = a

\biggl( 
x1

\biggl( 
y1 + z1 +

\biggl( \biggl( 
z1
2

\biggr) 
y2  - z1y3

\biggr) 
p

\biggr) 

+

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1 + z1

2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1 + z1

2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1 + z1

3

\biggr) 

 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 (y3 + z3  - y2z1)

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b

\bigl( 
x2(y1 + z1) + \=xp - 2

1 (y2 + z2)
\bigr) 

+ c

\biggl( 
x3(y1 + z1) - x1x2

\biggl( 
y1 + z1

2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 (y3 + z3  - y2z1)

\biggr) 

= a

\biggl( 
x1(y1 + z1) +

\biggl( 
x1

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
y2  - x1y3z1 +

\biggl( 
x1
2

\biggr) 
x2

\biggl( 
y1 + z1

2

\biggr) 

 - x1x3

\biggl( 
y1 + z1

2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1 + z1

3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 (y3 + z3)

+

\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y2z1

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b

\bigl( 
x2(y1 + z1) + \=xp - 2

1 (y2 + z2)
\bigr) 

+ c

\biggl( 
x3(y1 + z1) - x1x2

\biggl( 
y1 + z1

2

\biggr) 
+ (y3 + z3) - y2z1

\biggr) 
.

З iншого боку,

x \cdot y + x \cdot z = a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3

\biggr) 
p

\biggr) 

+ b
\bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) 
+ c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 y3

\biggr) 

+ a

\biggl( 
x1z1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 z3

\biggr) 
p

\biggr) 
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+ b
\bigl( 
x2z1 + \=xp - 2

1 z2
\bigr) 
+ c

\biggl( 
x3z1  - x1x2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 z3

\biggr) 

= a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3

\biggr) 
p

\biggr) 

+ b
\bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) 
+ a

\biggl( 
x1z1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
x2

 - x1x3

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 z3

\biggr) 
p

\biggr) 

\times 
\biggl( 
1 - 

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 y3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 y3

\biggr) 

+ b
\bigl( 
x2z1 + \=xp - 2

1 z2
\bigr) 
+ c

\biggl( 
x3z1  - x1x2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 z3

\biggr) 
.

За лемами 4 – 6 маємо

= a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3

\biggr) 
p

\biggr) 

+ b
\bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) 
+ a

\biggl( 
x1z1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
x2

 - x1x3

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 z3  - x1x3y1z1

+ x1
2x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
z1  - \=xp1y3z1

\biggr) 
p

\biggr) 
+ c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 y3

\biggr) 

+ b
\bigl( 
x2z1 + \=xp - 2

1 z2
\bigr) 
+ c

\biggl( 
x3z1  - x1x2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 z3

\biggr) 
.

Далi,

= a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3

\biggr) 
p

\biggr) 

+ a

\biggl( 
x1z1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 

 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 z3  - x1x3y1z1 + x1

2x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
z1  - \=xp1y3z1

\biggr) 
p

\biggr) 

+

\biggl( 
x1z1
2

\biggr) \bigl( 
x2y1 + x1

p - 2y2
\bigr) 
p+ b

\bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) 

 - cx1z1
\bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) 
+ c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 y3

\biggr) 

+ b
\bigl( 
x2z1 + \=xp - 2

1 z2
\bigr) 
+ c

\biggl( 
x3z1  - x1x2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 z3

\biggr) 
.
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В результатi отримуємо

a

\biggl( 
x1(y1 + z1) +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) 
x2

\biggl( \biggl( 
y1
2

\biggr) 
+

\biggl( 
z1
2

\biggr) \biggr) 
 - x1x3

\biggl( \biggl( 
y1
2

\biggr) 
+

\biggl( 
z1
2

\biggr) \biggr) 

+ x1
2x2

\biggl( \biggl( 
y1
3

\biggr) 
+

\biggl( 
z1
3

\biggr) \biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 (y3 + z3)

 - x1x3y1z1 + x1
2x2

\biggl( \biggl( 
y1
2

\biggr) 
z1  - \=x1y3z1 +

\biggl( 
x1z1
2

\biggr) 
x2y1 +

\biggl( 
x1z1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y2

\biggr) 
p

\biggr) 

+ b
\bigl( 
x2(y1 + z1) + \=xp - 2

1 (y2 + z2)
\bigr) 
+ c

\biggl( 
x3(y1 + z1)

 - x1x2

\biggl( \biggl( 
y1
2

\biggr) 
+

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ y1z1

\biggr) 
+ (y3 + z2) - y2z1

\biggr) 
.

Наведемо конгруентностi та тотожностi, якi використаємо при доведеннi лiвої дистрибу-
тивностi.

По-перше,\biggl( 
x1z1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y2 =

1

2

\bigl( 
x21z

2
1  - x1z1

\bigr) 
\=xp - 2
1 y2

=
1

2

\bigl( 
\=xp1y2z

2
1  - \=xp - 1

1 y2z1
\bigr) 
\equiv 1

2

\bigl( 
\=x1z

2
1y2  - y2z1

\bigr) 
(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2)

i

x1

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
y2 +

\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y2z1 \equiv 

1

2

\bigl( 
\=x1z

2
1y2  - y2z1

\bigr) 
(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2).

Тому \biggl( 
x1z1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y2 \equiv x1

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
y2 +

\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y2z1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2).

По-друге, \biggl( 
x1
2

\biggr) 
x2

\biggl( 
y1 + z1

2

\biggr) 
=

\biggl( 
x1
2

\biggr) 
x2

\biggl( \biggl( 
y1
2

\biggr) 
+

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ y1z1

\biggr) 
.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при твiрнiй a у результатах для x\cdot (y+z) та x\cdot y+x\cdot z, отримуємо\biggl( 
x1
2

\biggr) 
x2y1z1 + x21x2

\biggl( 
y1 + z1

2

\biggr) 

\equiv x21x2

\biggl( \biggl( 
y1
3

\biggr) 
+

\biggl( 
z1
3

\biggr) \biggr) 
+ x21x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
z1  - 

\biggl( 
x1z1
2

\biggr) 
x2y1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2).

Далi,

1

2

\bigl( 
x21x2y1z1  - x1x2y1z1

\bigr) 
+

1

6
x21x2

\bigl( 
y31 + 3y21z1
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+ 3y1z
2
1 + z31  - 3y21  - 6y1z1  - 3z21 + 2y1 + 2z1

\bigr) 
\equiv 1

6
x21x2

\bigl( 
y31  - 3y21 + 2y1 + z31  - 3z21 + 2z1

\bigr) 
+

1

2

\bigl( 
x21x2y

2
1z1  - x21x2y1z1 + x21x2y1z

2
1  - x1x2y1z1

\bigr) 
(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2).

Спрощуючи, маємо

 - x21x2y1z1 +
1

2
x21x2y1z1 \equiv  - 1

2
x21x2y1z1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2).

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти при твiрних b i c, одержуємо x \cdot (y + z) = x \cdot y + x \cdot z.
Далi перевiримо асоцiативнiсть множення. З одного боку,

(x \cdot y) \cdot z = a

\biggl( 
x1y1z1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3

\biggr) 
z1

+

\biggl( 
x1y1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) \bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) 
 - x1y1

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 y3

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 

+ x1
2y1

2
\bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) \biggl( z1

3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1y1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 \=yp - 2

1 z3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b

\bigl( \bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) 
z1 + \=xp - 2

1 \=yp - 2
1 z2

\bigr) 
+ c

\biggl( \biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 y3

\biggr) 
z1

 - x1y1
\bigl( 
x2y1 + \=xp - 2

1 y2
\bigr) \biggl( z1

2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 \=yp - 1
1 z3

\biggr) 

= a

\biggl( 
x1y1z1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2z1  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
z1 + x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
z1

 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3z1 +

\biggl( 
x1y1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
x2y1 +

\biggl( 
x1y1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y2

 - x1x3y1
2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ x1

2x2y1

\biggl( 
y1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
 - x1y1y3

\biggl( 
z1
2

\biggr) 

+ x1
2y1

3x2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 
+ \=xp1y1

2y2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1y1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 \=yp - 2

1 z3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b

\bigl( 
x2y1z1 + \=xp - 2

1 y2z1 + \=xp - 2
1 \=yp - 2

1 z2
\bigr) 

+ c

\biggl( 
x3y1z1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
z1 + \=xp - 1

1 y3z1  - x1x2y1
2

 - \=xp - 1
1 y1y2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1 \=yp - 1
1 z3

\biggr) 
,
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а з iншого —

x \cdot (y \cdot z) = a

\biggl( 
x1

\biggl( 
y1z1 +

\biggl( \biggl( 
y1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
y2  - y1y3

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ y1

2y2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
y1
2

\biggr) 
\=yp - 2
1 z3

\biggr) 
p

\biggr) \biggr) 

+

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1z1
2

\biggr) 
x2  - x1x2

\biggl( 
y1z1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1z1
3

\biggr) 

 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1

\biggl( 
y3z1  - y1y2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ \=yp - 1

1 z3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b

\bigl( 
x2y1z1 + \=xp - 2

1 (y2z1 + \=yp - 2
1 z2)

\bigr) 
+ c

\biggl( 
x3y1z1  - x1x2

\biggl( 
y1z1
2

\biggr) 
+ \=xp - 1

1

\biggl( 
y3z1  - y1y2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ \=yp - 1

1 z3

\biggr) \biggr) 

= a

\biggl( 
x1y1z1 +

\biggl( 
x1

\biggl( 
y1
2

\biggr) \biggl( 
z1
2

\biggr) 
y2  - x1y1y3

\biggl( 
z1
2

\biggr) 

+ x1y1
2y2

\biggl( 
z1
3

\biggr) 
 - x1

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
\=yp - 2
1 z3 +

\biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1z1
2

\biggr) 
x2

 - x1x2

\biggl( 
y1z1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1z1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3z1

+

\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y1y2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 \=yp - 2

1 z3

\biggr) 
p

\biggr) 
+ b

\bigl( 
x2y1z1 + \=xp - 2

1 y2z1 + \=xp - 2
1 \=yp - 2

1 z2
\bigr) 

+ c

\biggl( 
x3y1z1  - x1x2

\biggl( 
y1z1
2

\biggr) 
+ y3z1  - y1y2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+ z3

\biggr) 
.

Отже, x \cdot (y \cdot z) = (x \cdot y) \cdot z. Тому R = (G,+, \cdot ) є майже-кiльцем з одиничним елементом a.

Для завершення доведення залишилося показати, що множина всiх необоротних елементiв
R = (G,+, \cdot ) збiгається з L = \langle ap\rangle + \langle b\rangle + \langle c\rangle . Тому достатньо довести, що елемент x =

ax1 + bx2 + cx3 оборотний справа тодi й лише тодi, коли x1 \not \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p).

Справдi, якщо iснує такий елемент y = ay1 + by2 + cy3, що x \cdot y = a, то

x1y1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3

\biggr) 
p \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2)

за визначенням добутку x \cdot y. Звiдси x1y1 \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), а отже, x1 \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p).

I навпаки, якщо виконується остання конгруенцiя, то \beta (x) \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) за твердженням (3)
наслiдку 2. Тому iснують такi натуральнi числа y1, y2 та y3, що x1y1 \equiv 1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), x2y1 +

\=xp - 2
1 y2 \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p) та x3z1 - x1x2

\biggl( 
z1
2

\biggr) 
+\=xp - 2

1 x1z3 \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p). Покладемо y = ay1+by2+cy3 i

z1 = 1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1
3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=xp - 2
1 y3

\biggr) 
p.
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Тодi x \cdot y = az1. Оскiльки \alpha (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), то iснує таке натуральне число s, що z1s \equiv 
1 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2), звiдки x \cdot (ys) = (x \cdot y)s = (az1)s = a. Тому елемент x оборотний справа. Таким
чином, майже-кiльце R є локальним, що завершує доведення.

Наведемо приклад локального майже-кiльця порядку 54 = 625, адитивна група якого R+

iзоморфна H2.

Приклад 1. Нехай G \sim = (C25 \rtimes C5) \rtimes C5. Якщо x = ax1 + bx2 + cx3, y = ay1 + by2 +

cy3 \in G i (G,+, \cdot ) є локальним майже-кiльцем, то згiдно з прикладом з теореми 3 функцiї
\alpha , \beta i \gamma можуть бути такими: \alpha (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 25), \beta (x) \equiv x31 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5) i \gamma (x) \equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5).

Пiдставляючи цi функцiї у формулу (2.2), маємо

x \cdot y = a

\biggl( 
x1y1 +

\biggl( \biggl( 
x1
2

\biggr) \biggl( 
y1
2

\biggr) 
x2  - x1x3

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1

2x2

\biggl( 
y1

y1  - 3

\biggr) 
 - 
\biggl( 
x1
2

\biggr) 
\=x31y3

\biggr) 
5

\biggr) 

+ b(x2y1 + \=x31y2) + c

\biggl( 
x3y1  - x1x2

\biggl( 
y1
2

\biggr) 
+ x1\=x

3
1y3

\biggr) 
.

Наведемо комп’ютерну програму, яка будує майже-кiльце з прикладу 1 (див. також GitHub):

https://github.com/raemarina/Examples/blob/main/LNR_625-8.txt

LoadPackage(``LocalNR"");
G := SmallGroup(625, 8);
gen := MinimalGeneratingSet(G);
List(gen,Order);
a := gen[1];
b := gen[2];
c := a\wedge  - 1 \ast b\wedge  - 1 \ast a \ast b;
alpha := function(x, y, z)
return 0; fi; end;
gamma := function(x)
return 0; end;
beta := function(x)
return x\wedge 3 mod 5; end;
mulGR := function(x, y)
local x1, x2, x3, y1, y2, y3;
for x1 in [0..24] do
for x2 in [0..4] do
for x3 in [0..4] do
for y1 in [0..24] do
for y2 in [0..4] do
for y3 in [0..4] do
if x = a\wedge x1 \ast b\wedge x2 \ast c\wedge x3 and y = a\wedge y1 \ast b\wedge y2 \ast c\wedge y3 then return
a\wedge (x1 \ast y1 + alpha(x1, x2, x3) \ast y2 + (Binomial(x1, 2) \ast Binomial(y1, 2) \ast x2 - 
x1 \ast x3 \ast Binomial(y1, 2) + x12 \ast x2 \ast Binomial(y1, y1 - 3) - Binomial(x1, 2) \ast beta(x1) \ast y3) \ast 5)\ast 
b\wedge (x2 \ast y1 + beta(x1) \ast y2) \ast c\wedge (x3 \ast y1 - x1 \ast x2 \ast Binomial(y1, 2)+
gamma(x1) \ast y2 + x1 \ast beta(x1) \ast y3); fi;
od; od; od; od; od; od; end;
n := ExplicitMultiplicationNearRingNC(G,mulGR);
M := MultiplicationTable(n); ;
mu_NR := NearRingMultiplicationByOperationTable(G,M,AsSortedList(G));
N := ExplicitMultiplicationNearRing(G,mu_NR).
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З пакету LocalNR [12] та [13] маємо таку кiлькiсть усiх неiзоморфних нуль-симетричних
локальних майже-кiлець на групi H2 порядку 625:

IdGroup(R+) IdGroup(R\ast ) StructureDescription(R\ast ) n(R\ast )

[625,8] [500,42] C5 \times ((C5 \times C5)\rtimes C4) 125

2.5. Групи \bfitH \bfthree i \bfitH \bffour . Проаналiзувавши групи H3 та H4 порядку 625 за допомогою GAP,
ми з’ясували, що не iснує локальних майже-кiлець на цих групах. Це дозволяє зробити таке
припущення.

Гiпотеза. Не iснує локального майже-кiльця, адитивна група якого iзоморфна H3 чи H4.

Конфлiкт iнтересiв. Авторки заявляють, що вони не мають потенцiйного конфлiкту iнте-
ресiв щодо дослiдження у цiй статтi.

Фiнансування. Це дослiдження пiдтримано фондом IIE-SRF.
Авторськi внески. Усi авторки внесли рiвний внесок у роботу.
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