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ПРО ЗАДАЧУ РОЗСIЯННЯ ТА ЗАДАЧУ ВIДНОВЛЕННЯ ФОРМИ ГРАФА

We consider a scattering problem generated by the Sturm – Liouville equation on a tree formed by an equilateral compact
subtree with a lead (a half-infinite edge) attached to this compact subtree. It is assumed that the potential on the lead by is
identically equal to zero and the potentials on finite edges are real L2 -functions. We show how to determine the shape of
the tree by using the S-function and the eigenvalues of the scattering problem.

Розглянуто задачу розсiяння Штурма – Лiувiлля, породжену рiвнянням Штурма – Лiувiлля на деревi, яке складається
з рiвнобiчного компактного пiддерева з жилою (напiвнескiнченним ребром), приєднаною до цього компактного
пiдграфа. При цьому припускається, що потенцiал на жилi тотожно нульовий, а потенцiали на скiнченних ребрах
— дiйснi функцiї з L2 . Показано як знайти форму дерева, використовуючи S-функцiю та власнi значення задачi
розсiяння.

1. Вступ. Ми розглядаємо задачу розсiяння, породжену рiвнянням Штурма – Лiувiлля, та задачу
вiдновлення форми метричного графа, який складається з компактного дерева та приєднаної до
нього жили (lead) — напiвнескiнченного ребра. Наскiльки нам вiдомо, перший результат щодо
цiєї задачi було отримано в [10], де доведено, що якщо довжини ребер не сумiрнi, то S-функцiя
однозначно визначає форму графа. В загальному випадку знання S-функцiї не є достатнiм для
однозначного визначення топологiчної структури графа: чисельнi приклади було наведено у
[14]. Огляд важливих результатiв на цю тему можна знайти у [12].

Важливу спробу вирiшити це питання шляхом знаходження коспектральних об’єктiв та
перевiрки чи взяття до уваги даних розсiяння було зроблено у 2005 р. Окада, Шудо та iн. у
[21]. Зокрема, вони розглянули класичний приклад Гордона i Вебба i перевiрили властивостi
розсiяння. Мотивованi цiєю роботою Р. Банд, А. Савiцкi та У. Смiланскi перевiрили ситуацiю з
метричними графами [2]. Вони встановили, що розсiяння може i не розрiзняти коспектральнi
графи, якщо жили приєднано спецiальним чином (який трохи нагадує симетрiю iзоспектраль-
них конструкцiй). У [3] автори пояснили, чому iснує вiдмiннiсть мiж результатами японської
групи (про те, що данi розсiяння розв’язують коспектральнiсть) та їхнiм результатом (про те,
що не розв’язує). Пiсля цих теоретичних робiт А. Савiцкi продовжив спiвпрацю з польськими
фiзиками-експериментаторами, якi сконструювали такi мiкрохвильовi мережi i перевiрили на
них цю задачу (див., наприклад, [11]).

Цiкавий результат, пов’язаний з цим питанням, це так звана геометрична теорема Амбар-
цумяна, доведена у [13] (див. також [4]).

У цiй статтi ми продовжуємо дослiдження, розпочатi у [20], де було розглянуто задачу
розсiяння на компактному простому рiвнобiчному графi з жилою (напiвнескiнченним ребром),
приєднаною пiд стандартними умовами у вершинах ( умова Кiрхгофа та умова неперервностi
або умова Неймана, якщо вершина висяча).

1 Вiдповiдальний за листування, e-mail: vpivovarchik@gmail.com.
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У [20] було показано, що S-функцiя разом з власними значеннями однозначно визначає
форму графа, якщо кiлькiсть вершин p \leq 5, а якщо компактний пiдграф є рiвнобiчним дере-
вом, то це твердження правильне при кiлькостi вершин p \leq 8. Цей результат було отримано
використанням результатiв [6, 7].

Ми розглядаємо задачу розсiяння Штурма – Лiувiлля на деревi T, яке складається з компак-
тного рiвнобiчного пiдграфа T \prime з p \leq 8 вершинами та жили, приєднаної до однiєї з висячих
вершин, з умовами Дiрiхле на висячих вершинах T.

Ми показуємо, що S-функцiя та власнi значення однозначно визначають форму дерева. Як
i у [20], вважаємо потенцiал на жилi тотожно рiвним 0, щоб мати справу з мероморфною S-
функцiєю. Цей пiдхiд походить вiд [23] i був застосований до квантових графiв у [15, 22]. У
випадку мероморфної S-функцiї вiдповiдна функцiя Йоста (точнiше, аналог класичної функцiї
Йоста) є цiлою функцiєю експоненцiального типу.

У пунктi 2 описано спектральнi задачi, породженi рiвнянням Штурма – Лiувiлля на ком-
пактному рiвнобiчному пiддеревi T \prime . Розглянемо задачу Неймана, тобто спектральну задачу зi
стандартними умовами у внутрiшнiх вершинах T \prime , умовою Неймана у коренi (довiльно вибра-
нiй висячiй вершинi) i умовами Дiрiхле у всiх iнших висячих вершинах. Задачею Дiрiхле будемо
називати задачу з умовами Дiрiхле в усiх висячих вершинах дерева T \prime i стандартними умовами
(умовами неперервностi i Кiрхгофа) у внутрiшнiх вершинах. Ми розглядаємо спiввiдношення
мiж характеристичними функцiями цих задач та вiдповiдними характеристичними многочле-
нами, якi є визначниками пiдматриць, отриманих з нормованого лапласiана видаленням рядкiв
та стовпцiв, якi вiдповiдають висячим вершинам з умовами Дiрiхле.

У пунктi 3 розглянуто оператор, пов’язаний iз задачею розсiяння на некомпактному де-
ревi T, яке складається з жили, приєднаної до кореня компактного метричного рiвнобiчного
пiддерева T \prime , при стандартних умовах у внутрiшнiх вершинах та умовах Дiрiхле у висячих
вершинах дерева T. Цей оператор самоспряжений i його суттєвий спектр покриває невiд’ємну
пiввiсь. При цьому можуть iснувати нормальнi (iзольованi, скiнченної кратностi) власнi значе-
ння та власнi значення зануренi у суттєвий спектр. Ми описуємо зв’язок мiж S-функцiєю задачi
розсiяння на деревi T i характеристичними функцiями задач Неймана та Дiрiхле на деревi T \prime ,

описаному у пунктi 2, а також асимптотики S -функцiї та функцiї Йоста.

В пунктi 4 показано, що асимптотика S -функцiї та власних значень однозначно визна-
чає харктеристичний многочлен \^\psi , який є визначником пiдматрицi, отриманої з нормованого
лапласiана видаленням рядкiв та стовпцiв, що вiдповiдають умовам Дiрiхле у задачi Дiрiхле
(тобто всiм висячим вершинам). Вiдповiдно до результату роботи [5], якщо p \leq 8, то цей
визначник однозначно визначає форму компактного пiддерева T \prime . Для знаходження форми T \prime 

слiд знайти у [5] дерево, яке вiдповiдає знайденому многочлену \^\psi .

В пунктi 5 розглянуто приклади знаходження пiддерев T \prime , виходячи з S-функцiї задачi
розсiяння на деревi T та власних значень. У цих прикладах, як виявилося, можна знайти
висячу вершину (корiнь), до якої приєднана жила, тобто знайти дерево T.

2. Задачi, пов’язанi з квантовими графами. В цьoму пунктi ми розглядаємо компактнi
рiвнобiчнi дерева.

Нехай T \prime — рiвнобiчне метричне дерево з p вершинами i g = p - 1 ребрами, кожне з яких
має довжину l. Виберемо довiльно висячу вершину v0 в якостi кореня i спрямуємо всi ребра
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вiд кореня. Позначимо через

D = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} \{ d(v0), d(v1), . . . , d(vp - 1)\} 

дiагональну матрицю степенiв (через d(v) позначено степiнь вершини v). Нехай A — матриця
сумiжностi дерева T \prime , а \~A — головна пiдматриця матрицi A, отримана видаленням всiх рядкiв

та стовпцiв, якi вiдповiдають висячим вершинам, окрiм кореня. Нехай \^\~A — головна пiдматриця
матрицi \~A, отримана видаленням першого рядка (який вiдповiдає кореню) та першого стовпця
матрицi \~A. Далi, нехай \~D — дiагональна пiдматриця, отримана видаленням з D рядкiв та

стовпцiв, якi вiдповiдають всiм висячим вершинам, окрiм кореня, а \^\~D — пiдматриця, отримана
з \~D видаленням першого рядка i першого стовпця (що вiдповiдають кореню).

Позначимо

\psi (z) := \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}( - z \~D + \~A), \^\psi (z) = \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}( - z \^\~D + \^\~A).

Опишемо спектральну задачу Неймана на деревi T \prime . Нехай на ребрах задано рiвняння
Штурма – Лiувiлля

 - y\prime \prime j + qj(x)yj = \lambda yj , j = 1, 2, . . . , (1)

де qj \in L2(0, l) — дiйснi функцiї (потенцiали).
У кожнiй висячiй вершинi, крiм кореня з iнцидентним їй ребром ej , ми накладаємо умову

Дiрiхле

yj(l) = 0. (2)

У кожнiй внутрiшнiй вершинi накладаємо умови неперервностi

yj(l) = yk(0) (3)

для ребра ej , яке входить у вершину vi, i всiх вихiдних ребер ek та умови Кiрхгофа

y\prime j(l) =
\sum 
k

y\prime k(0), (4)

де суму взято по всiх ребрах ek, якi виходять з vi.
В коренi накладаємо умову Неймана

y\prime 1(0) = 0. (5)

Назвемо (1) – (5) задачею Неймана.
Тепер опишемо спектральну задачу Дiрiхле на деревi T \prime . Вона складається з рiвнянь (1) – (4)

та умови Дiрiхле в коренi

y1(0) = 0. (6)

Для знаходження характеристичної функцiї Штурма – Лiувiлля шукаємо коефiцiєнти
A1, . . . , Aq, B1, . . . , Bq такi, щоб розв’язок рiвняння (1) можна було записати у виглядi
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Y =

\left(   y1...
yq

\right)   для yi(x) = Aisi(\lambda , x) +Bici(\lambda , x), x \in (0, l),

де sj(\lambda , x) — розв’язок рiвняння (1), що задовольняє умови s(\lambda , 0) = s\prime (\lambda , 0) - 1 = 0, а c(\lambda , x)
— розв’язок рiвняння (1), який задовольняє умови c(\lambda , 0) - 1 = c\prime (\lambda , 0) = 0.

Пiдставляючи це в умови неперервностi та умови Кiрхгофа в кожнiй внутрiшнiй вершинi,
умови Дiрiхле у кожнiй висячiй вершинi, крiм кореня для задачi Неймана (вiдповiдно умови
Дiрiхле у всiх висячих вершинах), отримуємо систему 2q лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з
невiдомими A1, . . . , Aq, B1, . . . , Bq. Позначимо (2q\times 2q)-матрицю цiєї системи через \| \Phi N (\lambda )\| 
(вiдповiдно \| \Phi D(\lambda )\| ) i назвемо її характеристичною матрицею нашої задачi.

Якщо корiнь \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}| | \Phi N (\lambda )| | (або \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}| | \Phi D(\lambda )| | ) має кратнiсть m, то беручи до уваги, що матри-
цi | | \Phi N (\lambda )| | та | | \Phi D(\lambda )| | ермiтовi, приходимо до висновку, що iснують m лiнiйно незалежних
розв’язкiв рiвняння | | \Phi N (\lambda )| | Y = 0 (або | | \Phi D(\lambda )| | Y = 0).

Це означає, що кратнiсть \lambda як кореня \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}| | \Phi N (\lambda )| | (або \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}| | \Phi D(\lambda )| | збiгається з кратнiстю
\lambda як вiдповiдного власного значення задачi (1) – (5) (або задачi (1) – (4), (6)).

Зауважимо, що цi визначники вираженi через si(\lambda , l), s\prime i(\lambda , l), ci(\lambda , l) i c\prime i(\lambda , l). Отже, рiв-
няння

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\| \Phi N (\lambda )\| = 0 (вiдповiдно \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\| \Phi D(\lambda )\| = 0)

повнiстю визначає спектр задачi (1) – (5) (вiдповiдно (1) – (4), (6)).
Означення 2.1. Назвемо

\lambda \mapsto \rightarrow \phi N (\lambda ) := \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Phi N (\lambda )) (вiдповiдно \lambda \mapsto \rightarrow \phi D(\lambda ) := \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\| \Phi D(\lambda )\| )

характеристичною функцiєю задачi Неймана (вiдповiдно задачi Дiрiхле).
Ця характеристична функцiя визначена спектром з точнiстю до сталого множника. Таким

чином, множина коренiв цiєї функцiї збiгається зi спектром задачi Неймана (вiдповiдно задачi
Дiрiхле).

В подальшому, якщо потенцiали однаковi на всiх ребрах, будемо пропускати iндекс у qj
та yj .

Застосовуючи теорему 6.4.2 з монографiї [19] (узагальнення результату [1]) до випадкiв
наших задач Неймана i Дiрiхле, отримуємо таку теорему.

Теорема 2.1. Нехай T \prime — дерево з p \geq 2. Припустимо, що всi ребра мають однакову
довжину l та однаковий потенцiал, симетричний щодо середини ребра (q(l - x)

a.e.
= q(x)). Тодi

спектр задачi (1) – (5) (вiдповiдно задачi (1) – (4), (6)) збiгається з множиною коренiв функцiї

\phi N (\lambda ) = sppen - 2(\lambda , l)\psi (c(\lambda , l)), (7)

(вiдповiдно \phi D(\lambda ) = sppen - 1(\lambda , l) \^\psi (c(\lambda , l))). (8)

3. Приєднання жили до компактного метричного дерева. В цьому пунктi будемо роз-
глядати граф T, отриманий приєднанням жили e0 до вершини v0, яка є коренем компактного
рiвнобiчного дерева T \prime , описаного у попередньому пунктi. Cпрямуємо ребро e0 вiд v0 i при-
пустимо, що потенцiал q0 на e0 тотожно дорiвнює 0. Таким чином, маємо рiвняння

 - y\prime \prime i (x) + qi(x)ye(x) = \lambda yi(x), i \in E, x \in [0, l], (9)
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на всiх скiнченних ребрах з дiйсними потенцiалами qi \in L2(0, l) та рiвняння

 - y\prime \prime 0(x) = \lambda y0(x), x \in [0,\infty ), (10)

на ребрi e0. Ми доповнюємо рiвняння Штурма – Лiувiлля (9), (10) на T стандартними умовами
в усiх внутрiшнiх вершинах та умовами Дiрiхле в усiх висячих вершинах.

Для замкненого лiнiйного оператора B, який дiє у гiльбертовому просторi, позначимо через
D(B), \rho (B) та \sigma (B) область означення, резольвентну множину та спектр. Ми посилаємось
на [9] (роздiл I.2) щодо означення нормального власного значення (iзольованого власного зна-
чення скiнченної кратностi) та позначаємо через \sigma 0(B) множину нормальних власних значень
оператора B, а через \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(B) = \sigma (B)\setminus \sigma 0(B) суттєвий спектр. Тут нагадаємо, що спектр будь-
якого самоспряженого оператора B збiгається з апроксимативним спектром (див., наприклад,
[8, с. 118]), де останнiй означений як множина таких \lambda \in \BbbC , що iснує послiдовнiсть \{ fn\} \infty n=1

у D(B) така, що \| fn\| \equiv 1 та (\lambda I  - B)fn \rightarrow 0 при n\rightarrow \infty . Якщо послiдовнiсть \{ fn\} \infty n=1 ком-
пактна, то \lambda або нормальне власне значення, або власне значення, що належить до суттєвorо
спектра (в останньому випадку у квантовiй механiцi такi \lambda називають зв’язаними станами,
зануреними у неперервний спектр). У гiльбертовому просторi

L2(T ) := L2(0,\infty )\oplus 
g\bigoplus 

j=1

L2(0, \ell )

iнтегровних iз квадратом вектор-функцiй y = (yj)
g
j=0 розглянемо оператор B, пов’язаний з

крайовою задачею (9), (10) зi стандартними умовами в усiх внутрiшнiх вершинах та умовами
Дiрiхле у висячих вершинах дерева T, який дiє згiдно з формулою

B(yj)
g
j=0 = ( - y\prime \prime j + qjyj)

g
j=0

(нагадаємо, що q0(x) \equiv 0), з областю визначення

D(B) :=
\Bigl\{ 
y = (yj)

g
j=0 \in L2(T ) : y

\prime \prime \in L2(T ),

стандартнi умови у внутрiшнiх вершинах T та

yj(l) = 0 в усiх висячих вершинах T\} .

Ототожнимо спектр оператора B зi спектром крайової задачi (9), (10) iз стандартними
умовами у внутрiшнiх вершинах та умовами Дiрiхле у висячих вершинах.

Доведення наступної теореми з вiдповiдними змiнами збiгається з доведенням теореми 3.1
у [20].

Теорема 3.1. Нехай q0 \equiv 0. Тодi оператор B, що дiє в L2(T ), самоспряжений i обмежений
знизу. Крiм того, \sigma \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}(B) = [0,\infty ).

Аргументи, аналогiчнi тим, що наведенi у доведеннi теореми 2.1 в [16], показують, що
звуження розв’язку задачi (9), (10) зi стандартними умовами на внутрiшнiх вершинах T i
умовами Дiрiхле на висячих вершинах на ребро e0 має вигляд

y0(\lambda , x) = \phi N (\lambda )
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\surd 
\lambda x\surd 
\lambda 

+ \phi D(\lambda ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\surd 
\lambda x. (11)
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Рiвняння (11) запишемо так:

y0(\lambda , x) =
1

2i
\surd 
\lambda 

\Bigl( 
ei
\surd 
\lambda x(\phi N (\lambda ) + i

\surd 
\lambda \phi D(\lambda )) - e - i

\surd 
\lambda x(\phi N (\lambda ) - i

\surd 
\lambda \phi D(\lambda ))

\Bigr) 
.

За аналогiєю з класичною S -функцiєю (див., наприклад, [17]) ми розглядаємо мероморфну
функцiю

S : \lambda \mapsto \rightarrow E(
\surd 
\lambda )

E( - 
\surd 
\lambda )
,

де

E(
\surd 
\lambda ) := \phi N (\lambda ) + i

\surd 
\lambda \phi D(\lambda ), \lambda \in C, (12)

— аналог функцiї Йоста. Зрозумiло, що E(
\surd 
\lambda ) — цiла функцiя змiнної

\surd 
\lambda . Власнi значення

оператора B (якщо такi є) — це спiльнi нулi \phi N та \phi D.
Теорема 3.2. 1. Нулi функцiї E(

\surd 
\lambda ) розташованi у замкненiй верхнiй пiвплощинi i на

скiнченному iнтервалi вiд’ємної уявної пiвосi.
2. Кiлькiсть (з урахуванням кратностей) нулiв функцiї E(

\surd 
\lambda ) на вiд’ємнiй пiвосi збiгається

з кiлькiстю (з урахуванням кратностей) вiд’ємних нулiв функцiї \phi N (\lambda ).

Доведення цiєї теореми можна знайти у додатку.
Вiдомо (див., наприклад, [17], лема 3.4.2), що

sj(\lambda , l)
| \lambda | \rightarrow \infty 
=

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\surd 
\lambda l\surd 
\lambda 

+O

\Biggl( 
e| \mathrm{I}\mathrm{m}

\surd 
\lambda | l

| \lambda | 

\Biggr) 
, cj(\lambda , l)

| \lambda | \rightarrow \infty 
= \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\surd 
\lambda l +O

\Biggl( 
e| \mathrm{I}\mathrm{m}

\surd 
\lambda | l

| 
\surd 
\lambda | 

\Biggr) 
.

Пiдставляючи цi вирази у (7) та (8), отримуємо таку лему.
Лема 3.1. Нехай q0 = 0. Тодi справджуються асимптотики

\phi N (\lambda )
\lambda \rightarrow +\infty 
= \v \phi N (\lambda ) + o(1), \phi D(\lambda )

\lambda \rightarrow +\infty 
= \v \phi D(\lambda ) + o(1), (13)

де символ\v вiдповiдає випадку тотожно нульових потенцiалiв на всiх ребрах.
Далi ми будемо посилатися на \v \phi N , \v \phi D як на головнi члени характеристичних функцiй \phi N i

\phi D вiдповiдно.
Пiдставляючи (13) у (12), безпосередньо отримуємо такий наслiдок.
Наслiдок 3.1. Нехай q0 = 0. Тодi справджуються асимптотики

S(
\surd 
\lambda )

\lambda \rightarrow +\infty 
= \v S(

\surd 
\lambda )(1 + o(1)),

E(
\surd 
\lambda )

\lambda \rightarrow +\infty 
= \v E(

\surd 
\lambda )(1 + o(1)),

де величини з символом\v вiдповiдають випадку тотожно нульового потенцiала на всiх ребрах.
4. Вiдновлення форми дерева за даними розсiяння. В цьому пунктi будемо розглядати

задачу розсiяння на деревi T, яке отримане приєднанням жили (напiвнескiнченного ребра) до
однiєї з висячих вершин компактного дерева T \prime . Як у [20], ми припускаємо, що потенцiал q0 на
жилi тотожно дорiвнює нулю, а потенцiали на скiнченних ребрах можуть бути рiзними, але всi
вони дiйснi i належать до L2(0, l). Тодi, використовуючи результати [20], можемо стверджувати,
що S-функцiю задачi розсiяння на T можна подати як
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S(
\surd 
\lambda ) =

\phi N (\lambda ) + i
\surd 
\lambda \phi D(\lambda )

\phi N (\lambda ) - i
\surd 
\lambda \phi D(\lambda )

=
e(
\surd 
\lambda )

e( - 
\surd 
\lambda )
.

Тут
e(
\surd 
\lambda )

e( - 
\surd 
\lambda )

виникає пiсля скорочення спiльних множникiв у чисельнику та знаменнику S -

функцiї. Зведену S-функцiю
e(
\surd 
\lambda )

e( - 
\surd 
\lambda )

можна знайти з експериментiв розсiяння. Ми припускає-

мо, що S-функцiя вiдома, як i власнi значення (нормальнi та зануренi у суттєвий (неперервний)
спектр).

Наступну теорему було доведено у [5].
Теорема 4.1. Нехай T \prime — рiвнобiчне дерево. Власнi значення задачi (1) – (4), (6) можна

подати як об’єднання пiдпослiдовностей \{ \lambda k\} \infty k=1 =
\bigcup 2p - ppen - 1

i=1
\{ \lambda (i)k \} \infty k=1 з асимптотиками\sqrt{} 

\lambda 
(i)
k =

k\rightarrow \infty 

2\pi (k  - 1)

l
\pm 1

l
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha i +O

\biggl( 
1

k

\biggr) 
для i = 1, 2, . . . , p - ppen, k = 1, 2, . . . ,

\sqrt{} 
\lambda 
(i)
k =

k\rightarrow \infty 

\pi k

l
+O

\biggl( 
1

k

\biggr) 
для i = p - ppen + 1, . . . , p - 1, k = 1, 2, . . . .

Тут \alpha 1, \alpha 2, . . . , \alpha p - ppen — нулi многочлена \^\psi (z).

Теорема 4.2. Нехай кiлькiсть вершин у компактному рiвнобiчному пiддеревi T \prime не пере-

вищує 8, а зведена S-функцiя
e(
\surd 
\lambda )

e( - 
\surd 
\lambda )

задачi (1) – (4), (6) вiдома разом з власними значеннями

(якщо вони є) \{ \lambda 0k\} .
Тодi цi данi однозначно визначають форму компактного пiддерева.

Доведення. Ми можемо побудувати \phi N (\lambda ) + i
\surd 
\lambda \phi D(\lambda ) = C

\prod \left(  1 - 
\surd 
\lambda \sqrt{} 
\lambda 0k

\right)  e(\surd \lambda ), де

C \not = 0 — стала. Тодi

\phi D(\lambda ) =

C
\prod \left(  1 - 

\surd 
\lambda \sqrt{} 
\lambda 0k

\right)  e(\surd \lambda ) - C
\prod \left(  1 +

\surd 
\lambda \sqrt{} 
\lambda 0k

\right)  e( - \surd 
\lambda )

2i
\surd 
\lambda 

i згiдно з (13) та (8)

\^\psi (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda l) =
\v \phi (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda l)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda l
.

Якщо кiлькiсть вершин у деревi не перевищує 8, то \^\psi однозначно визначає форму дерева,
що було доведено у [5]. У [5] многочлени \^\psi позначенi як \phi ki,j(z) i вони знаходяться у взаємно
однозначнiй вiдповiдностi з певними деревами. Отже, використовуючи результати [5], можна
знайти форму дерева, виходячи з S -функцiї та власних значень, якщо p \leq 8.

5. Приклади. Приклад 5.1. Нехай пiддерево T \prime = P4 (маршрут з 4 вершинами), а T

отримано приєднанням жили до однiєї з висячих вершин T \prime . Нехай потенцiали на всiх ребрах

пiддерева P4 сталi, qj = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0. Тодi s(\lambda , x) =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(

\surd 
\lambda + q x)\surd 
\lambda + q

i s\prime (\lambda , x) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(
\surd 
\lambda + q x).
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Для S-функцiї отримуємо

S(\lambda ) =
s\prime (\lambda , 3l) + i\lambda s(\lambda , 3l)

s\prime (\lambda , 3l) - i\lambda s(\lambda , 3l)
=

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\surd 
\lambda + q 3l + i

\surd 
\lambda 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(

\surd 
\lambda + q 3l)\surd 
\lambda + q

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\surd 
\lambda + q 3l  - i

\surd 
\lambda 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(

\surd 
\lambda + q 3l)\surd 
\lambda + q

.

У цьому випадку власнi значення вiдсутнi, але може iснувати так званий вiртуальний стан
\lambda = 0, якщо \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(

\surd 
q3l) = 0:

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(
\surd 
\lambda + q 3l)\surd 
\lambda + q

=
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\surd 
\lambda + ql\surd 
\lambda + q

(4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2
\sqrt{} 
\lambda + ql  - 1).

Це означає, що \^\psi (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda l) = 4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2
\surd 
\lambda l  - 1 i \^\psi (z) = 4z2  - 1. Останню функцiю можна

ототожнити з \phi 4,2(z), яку можна знайти у [5]. Отже, ми бачимо, що форма графа однозначно
визначена S-функцiєю.

Приклад 5.2. Нехай вiдомими є зведена S-функцiя

S(
\surd 
\lambda ) =

e(
\surd 
\lambda )

e( - 
\surd 
\lambda )

=
c(\lambda , l)( - 32c(\lambda , l)4 + 28(\lambda , l)2  - 5) + i

\surd 
\lambda s(\lambda , l)(32c4(\lambda , l) - 20c2(\lambda , l) + 1)

c(\lambda , l)( - 32c(\lambda , l)4 + 28(\lambda , l)2  - 5) - i
\surd 
\lambda s(\lambda , l)(32c4(\lambda , l) - 20c2(\lambda , l) + 1)

(14)

i власнi значення, що є нулями функцiї s2(\lambda , l). З рiвняння (14) випливає, що

S(
\surd 
\lambda )

\lambda \rightarrow +\infty 
=

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\surd 
\lambda l( - 32 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}4

\surd 
\lambda l + 28 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2

\surd 
\lambda l  - 5) + i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\surd 
\lambda l(32 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}4

\surd 
\lambda l  - 20 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2

\surd 
\lambda l + 1)

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\surd 
\lambda l( - 32 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}4

\surd 
\lambda l + 28 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2

\surd 
\lambda l  - 5) - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\surd 
\lambda l(32 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}4

\surd 
\lambda l  - 20 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2

\surd 
\lambda l + 1)

+ o(1). (15)

Отже, в цьому випадку

\^\psi (z) = 32z4  - 20z2 + 1.

У [5] цей многочлен було позначено через \phi 18,4, а також було показано, що цьому многочлену
вiдповiдає лише дерево, зображене на рис. 1. Отже, приходимо до висновку, що компактне
пiддерево T \prime нашого дерева — це дерево на рис. 1. Тому наш граф T — це або граф на рис. 2,
або граф на рис. 3. Якщо ми хочемо з’ясувати, який з цих двох графiв вiдповiдає нашим даним,
то маємо розглянути многочлени \psi (z) для цих дерев. Згiдно з (15) у цьому випадку

\psi (z) =  - 32z5 + 28z3  - 5z.

Обчислення показують, що саме такий многочлен \psi вiдповiдає дереву на рис. 2, тодi як дереву
на рис. 3 вiдповiдає многочлен

\psi (z) =  - 32z5 + 36z3  - 7z.

Отже, ми прийшли до висновку, що йдеться про дерево на рис. 2.
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Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3

Приклад 5.3. Розглянемо дерево на рис. 4. Для цього дерева

S(
\surd 
\lambda ) =

e(
\surd 
\lambda )

e( - 
\surd 
\lambda )

=
27c3(\lambda , l) - 15c(\lambda , l) + i

\surd 
\lambda s(\lambda , l)( - 27c2(\lambda , l) + 6)

27c3(\lambda , l) - 15c(\lambda , l) - i
\surd 
\lambda s(\lambda , l)( - 27c2(\lambda , l) + 6)

. (16)

Власними значеннями є нулi функцiї c(\lambda , l)s3(\lambda , l), i тому

e(
\surd 
\lambda ) = c(\lambda , l)s3(\lambda , l)(27c3(\lambda , l) - 15c(\lambda , l) + i

\surd 
\lambda s(\lambda , l)( - 27c2(\lambda , l) + 6))

та

e(
\surd 
\lambda )

\lambda \rightarrow +\infty 
=

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\surd 
\lambda l\surd 
\lambda 

\Biggr) 3

((27 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}4
\surd 
\lambda l  - 15 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2

\surd 
\lambda l) + i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\surd 
\lambda l( - 27 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}3

\surd 
\lambda l + 6 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\surd 
\lambda l)) + o(1).

Отже, отримуємо
\^\psi (z) =  - 27z3 + 6z.

Цей многочлен, позначений як \phi 48,5(z) у [5], вiдповiдає компактному пiддереву, зображеному на
рис 5. Якщо ми хочемо дiзнатися, до якої з висячих вершин приєднано жилу, то маємо знайти
вiдповiднi \psi (z). Вiдповiдно до (16), для графа на рис. 4 маємо \psi (z) = 27z4  - 15z2, тодi як
обчислення показують, що для графа на рис. 6 \psi (z) = 27z4  - 15z2 +1. Тому ми приходимо до
висновку, що S-функцiя i власнi значення однозначно визначають форму дерева з приєднаною
жилою, як на рис. 4.
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Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6

6. Додаток. Доведення теореми 3.2. Розглянемо спектральну задачу на деревi T :

 - y\prime \prime j + qj(x)yj = \lambda yj , j = 1, 2, . . . , g,

де qj \in L2(0, l) — дiйснi функцiї,

 - y\prime \prime 0 = \lambda y0.

Для кожного ребра ej , iнцидентного з висячою вершиною T, накладаємо умову Дiрiхле

yj(l) = 0,

а в кожнiй внутрiшнiй вершинi — умови неперервностi

yj(l) = yk(0)

для вхiдного у vi ребра ej i для всiх ek ребер, вихiдних з vi, i умови Кiрхгофа

y\prime j(l) =
\sum 
k

y\prime k(0),

де суму взято по всiх ребрах ek, вихiдниx з vi.
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У коренi маємо умову

y\prime 1(0) = i
\surd 
\lambda y0(0).

Розглянемо операторну в’язку
\lambda M  - i

\surd 
\lambda K + \~B,

де оператор \~B дiє у L2(0, l)
\bigoplus 
. . .
\bigoplus 
L2(0, l)

\bigoplus 
C :

\~B

\left(        

y1(x)

.

.

.

yg(x)

c

\right)        =

\left(        

 - y\prime \prime 1(x) + q1(x)y1(x)

.

.

.

 - y\prime \prime g (x) + qg(x)y2(x)

y\prime 1(0)

\right)        ,

D( \~B) =

\left\{               

\left(        

cy1(x)

.

.

.

yg(x)

c

\right)        :

yj(x) \in W 2
2 (0, l), yj(0) = 0 для (j = 2, . . . , g),

стандартнi умови в усiх внутрiшнiх вершинах дерева T
y1(0) = c

\right\}               
,

M = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} \{ 1, . . . , 1, 0\} , K = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g} \{ 0, . . . , 0, 1\} .

Вводячи новий спектральний параметр \tau =
\surd 
\lambda , отримуємо квадратичну операторну в’язку.

Застосовуючи лему 1.2.1 i теорему 1.3.3 з [18], завершуємо доведення.
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