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ОБМЕЖЕНIСТЬ \bfitL -IНДЕКСУ ЗА НАПРЯМКОМ КОМПОЗИЦIЇ ФУНКЦIЙ,
ЦIЛИХ НА ЗРIЗКАХ, ТА ФУНКЦIЙ, ГОЛОМОРФНИХ НА ЗРIЗКАХ
В ОДИНИЧНIЙ КУЛI

We study the composition F (z) := f(\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  
m times

) : \BbbC n \rightarrow \BbbC , n \geq 1,m \geq 1, where \Phi : \BbbB n \rightarrow \BbbC is a slice

holomoprphic function in the unit ball and f : \BbbC m \rightarrow \BbbC is a slice holomoprphic function in the whole m-dimensional
complex space \BbbC m , i.e., a slice function gz(\tau ) = f(z + \bfb \tau ) is an entire function of \tau \in \BbbC for any fixed z \in \BbbC m and a
given direction \bfb \in \BbbC m . The slice holomorphicity in a unit ball \BbbB n means that, for a fixed direction \bfb \in \BbbC n \setminus \{ \bfzero \} and
any point z0 \in \BbbB n of the unit ball, the function is holomorphic on its restriction to the slice \{ z0 + t\bfb : t \in \BbbC \} \cap \BbbB n.
An additional assumption about equicontinuity of these functions allows us to construct an analog of the theory of entire
functions with bounded index. This analog can be applied to the investigation of the properties of slice-holomorphic
solutions of directional differential equations that describe local behaviors and the distribution of values. We establish
conditions sufficient for the boundedness of the L-index in the direction \bfb for the function F (z). Some of the obtained
results are also new in one-dimensional case, i.e., for n = 1 and m = 1. The indicated conditions are obtained by using
two different approaches: an analog of Hayman’s theorem and analog of the logarithmic criterion. We also present examples
of functions whose composition satisfies all conditions of only one of the obtained theorems.

Вивчається композицiя F (z) := f(\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  
m разiв

) : \BbbC n \rightarrow \BbbC , n \geq 1,m \geq 1, де \Phi : \BbbB n \rightarrow \BbbC — голоморфна на

зрiзках в одиничнiй кулi функцiя, а f : \BbbC m \rightarrow \BbbC — функцiя, голоморфна на зрiзках в усьому m-вимiрному комплекс-
ному просторi \BbbC m , тобто зрiз-функцiя gz(\tau ) = f(z+\bfb \tau ) — цiла функцiя змiнної \tau \in \BbbC при кожному фiксованому
z \in \BbbC m та для заданого напрямку \bfb \in \BbbC m \setminus \{ 0\} . Голоморфнiсть на зрiзцi в одиничнiй кулi \BbbB n означає, що для
заданого напрямку \bfb \in \BbbC n \setminus \{ \bfzero \} i для кожної точки z0 з одиничної кулi вiдповiдна зрiз-функцiя голоморфна на
звуженнi початкової функцiї на зрiзку \{ z0 + t\bfb : t \in \BbbC \} \cap \BbbB n. Додаткове припущення про сукупну неперервнiсть
для цих функцiй дозволяє побудувати аналог теорiї цiлих функцiй обмеженого iндексу. Вiдповiднi результати також
застосовнi до вивчення властивостей голоморфних на зрiзках розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з похiдними за
напрямком, описують локальне поводження та розподiл значень. Знайдено умови, достатнi для обмеженостi L-
iндексу за напрямком \bfb для функцiї F (z). Деякi з отриманих результатiв також новi в одновимiрному випадку,
а саме для n = 1, m = 1, тодi куля зводиться до одиничного круга. Вiдповiднi умови знайдено двома рiзними
пiдходами у теорiї функцiй обмеженого iндексу: аналогом теореми Хеймана та аналогом логарифмiчного критерiю.
Також наведено приклади функцiй, композицiя яких задовольняє всi умови лише однiєї з доведених теорем.

1. Вступ. Попри чимале число праць про композицiю аналiтичних функцiй та обмеженiсть
L-iндексу за напрямком [6 – 10, 17, 24, 25], ця тема лишається досi цiкавою, тому що дозволяє
вiдкривати новi властивостi функцiй обмеженого iндексу та застосовувати їх до диференцiаль-
них рiвнянь i теорiї розподiлу значень. Навiть бiльше, у перерахованих вище дослiдженнях
розглядаються рiзноманiтнi класи голоморфних функцiй кiлькох змiнних: аналiтичнi функцiї в
одиничнiй кулi [6], в одиничному полiкрузi, в декартовому добутку комплексної площини та
одиничного круга [9] i так званi голоморфнi на зрiзках функцiї, якi є аналiтичними на кожнiй
зрiзцi за деяким фiксованим напрямком та неперервнi за сукупнiстю змiнних у всьому просторi
[4] або в одиничнiй кулi [1].
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Водночас бiльшiсть статей про композицiю в рамках теорiї функцiй обмеженого iндексу
присвячено застосуванням теореми Хеймана [16] та її аналогiв. Згаданi твердження для рiз-
них класiв аналiтичних функцiй доволi зручнi для вiдшукання умов обмеженостi iндексу за
напрямком. До того ж вони застосовнi до вивчення аналiтичних розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь та їхнiх систем. Теорема Хеймана показує, що ми можемо довести вiдповiдну не-
рiвнiсть з означення iндексу функцiї без факторiалiв (пор. нижче нерiвностi (1) та (6)). У цiй
роботi продовжено дослiдження, започаткованi в [1 – 3], власне, основним об’єктом є голоморф-
нi на зрiзках в одиничнiй кулi функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком. Ми дослiджуємо
композицiю таких функцiй у випадку, коли внутрiшня функцiя є голоморфною на зрiзках в оди-
ничнiй кулi, а зовнiшня функцiя голоморфна на зрiзках в усьому n-вимiрному комплексному
просторi.

Для такої композицiї застосовуються двi теореми, щоб знайти достатнi умови обмеженостi
iндексу за напрямком, а саме аналог теореми Хеймана та аналог логарифмiчного критерiю.
Цей критерiй описує поводження модуля логарифмiчної похiдної функцiї за напрямком зовнi
деякої виняткової множини та розподiл нулiв цiєї ж функцiї на зрiзках за тим самим напрям-
ком. Обидвi теореми вiдiграють важливу роль в застосуваннi поняття обмеженостi iндексу до
аналiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь. Вони допомагають знайти умови на коефiцiєнти
рiвнянь, якi забезпечують обмеженiсть iндексу кожного аналiтичного розв’язку. Обмеженiсть
iндексу композицiї переважно доводиться прямою перевiркою або використанням тверджень,
виведених з аналогiв теореми Хеймана (див. [6 – 9, 24, 25]). У статтi [10] вперше запропонова-
но застосувати логарифмiчний критерiй до композицiї цiлих функцiй для отримання достатнiх
умов обмеженостi iндексу. Ця стаття демонструє застосування вказаного пiдходу до композицiї
голоморфних на зрiзках функцiй, одна з яких є голоморфною на зрiзках в одиничнiй кулi. До
того ж ми не обмежуємося встановленням нових достатнiх умов обмеженостi через цей пiдхiд
та наводимо якiсну характеристику цих умов. Зокрема, видiлено пiдклас зовнiшнiх функцiй у
вказанiй композицiї, для яких умови, знайденi за цим пiдходом (логарифмiчним критерiєм), є
слабшими за умови, отриманi з допомогою теореми Хеймана.

Тому основна мета цiєї статтi така: з використанням логарифмiчного критерiю знайти
слабшi достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком для композицiї двох голоморфних
на зрiзках функцiй, одна з яких голоморфна на зрiзках в одиничнiй кулi.

Насправдi отримано дещо бiльше, нiж просто аналоги вiдомих результатiв. Твердження 1 i
3 не мають аналогiв у теорiї обмеженого l-iндексу для композицiї аналiтичних у крузi функ-
цiй. Крiм того, умови твердження 1, отриманi через логарифмiчний критерiй, iстотно слабшi,
нiж у твердженнях, отриманих за теоремою Хеймана (теореми 5 i 6), якщо нульова множина
зовнiшньої функцiї порожня (див. зауваження 1).

Твердження 3 використовує зв’язок мiж функцiями обмеженого розподiлу значень i функ-
цiями обмеженого iндексу. У статтi [16] доведено, що цiла функцiя має обмежений розподiл
значень тодi й лише тодi, якщо її похiдна має обмежений iндекс. Однак до статтi [10] не було вi-
домо iнших результатiв про функцiї обмеженого iндексу з використанням поняття обмеженого
розподiлу значень. Твердження 3 — це друге твердження такого типу.

2. Основнi означення та позначення. Здебiльшого будемо використовувати позна-
чення з [1]. Нехай \BbbR + = (0,+\infty ), \BbbR \ast 

+ = [0,+\infty ), \bfzero = (0, . . . , 0), \bfone = (1, . . . , 1), \bfone j =
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(0, . . . , 0, 1\underbrace{}  \underbrace{}  
j-те мiсце

, 0, . . . , 0) \in \BbbC n, \bfb = (b1, . . . , bn) \in \BbbC n \setminus \{ \bfzero \} — заданий напрямок, \BbbB n = \{ z \in 

\BbbC n : | z| < 1\} — одинична куля, \BbbD = \BbbB 1 = \{ z \in \BbbC : | z| < 1\} — одиничний круг, L : \BbbB n \rightarrow \BbbR + —
неперервна функцiя. Для заданої точки z \in \BbbB n позначимо Sz = \{ t \in \BbbC : z + t\bfb \in \BbbB n\} .
Зрiз-функцiї на Sz при фiксованому z0 \in \BbbB n позначатимемо так: gz0(t) = F (z0 + t\bfb ) та
lz0(t) = L(z0 + t\bfb ) для t \in Sz.

Нехай \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n) — клас функцiй, якi голоморфнi на кожнiй зрiзцi \{ z0 + t\bfb : t \in Sz0\} для
кожного z0 \in \BbbB n, а \scrH \bfb (\BbbB n) — пiдклас функцiй з \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n), якi неперервнi за сукупнiстю
змiнних. Запис \partial \bfb F (z) означає похiдну функцiї gz(t) у точцi 0, тобто для кожного p \in \BbbN 
\partial p
\bfb F (z) = g

(p)
z (0), де gz(t) = F (z + t\bfb ) — аналiтична функцiя комплексної змiнної t \in Sz при

заданому z \in \BbbB n.

Припущення про сукупну неперервнiсть разом з голоморфнiстю за одним напрямком не
гарантують голоморфнiсть у всiй n-вимiрнiй одиничнiй кулi. Вiдповiднi приклади побудовано
у статтi [1].

Функцiя F \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n) називається [1] функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком \bfb ,
якщо iснує таке m0 \in \BbbZ +, що для всiх m \in \BbbZ + i кожного z \in \BbbC n виконується нерiвнiсть\bigm| \bigm| \partial m

\bfb F (z)
\bigm| \bigm| 

m!Lm(z)
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

0\leq k\leq m0

\bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
k!Lk(z)

. (1)

Найменше таке цiле число m0, що задовольняє (1), називається L-iндексом за напрямком
\bfb функцiї F i позначається через N\bfb (F,L,\BbbB n). Для n = 1, \bfb = 1, L(z) = l(z), z \in \BbbC 
нерiвнiсть (1) визначає функцiю обмеженого l-iндексу [24] з l-iндексом N(F, l) \equiv N1(F, l,\BbbC ),
а якщо додатково l(z) \equiv 1, то дiстаємо означення функцiї обмеженого iндексу [18, 19] з iндек-
сом N(F ) \equiv N1(F, 1,\BbbC ). Аналогiчно, аналiтична функцiя F : \BbbB n \rightarrow \BbbC називається функцiєю
обмеженого L-iндексу за напрямком \bfb \in \BbbC n \setminus \{ \bfzero \} , якщо вона задовольняє (1) для всiх z \in \BbbB n.

Введемо позначення

\lambda \bfb (\eta ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\in \BbbB n

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1,t2\in Sz

\biggl\{ 
L(z + t1\bfb )

L(z + t2\bfb )
: | t1  - t2| \leq 

\eta 

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ L(z + t1\bfb ), L(z + t2\bfb )\} 

\biggr\} 
.

Через Q\bfb (\BbbB n) позначимо клас додатних неперервних функцiй L : \BbbB n \rightarrow \BbbR +, якi для кожного
\eta \in [0, \beta ] задовольняють умову

\lambda \bfb (\eta ) < +\infty , (2)

а для всiх z \in \BbbB n — умову

L(z) >
\beta | \bfb | 
1 - | z| 

, (3)

де \beta > 1 — деяка стала. Цей клас Q\bfb (\BbbB n) є допомiжним класом при вивченнi аналiтичних в
одиничнiй кулi функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком.

Аналогiчно, Q\bfb (\BbbC n) є класом додатних неперервних функцiй L : \BbbC n \rightarrow \BbbR +, для яких
нерiвнiсть (2) виконується при всiх \eta \in [0; +\infty ) з

\lambda \bfb (\eta ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\in \BbbC n

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t1,t2\in \BbbC 

\biggl\{ 
L(z + t1\bfb )

L(z + t2\bfb )
: | t1  - t2| \leq 

\eta 

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ L(z + t1\bfb ), L(z + t2\bfb )\} 

\biggr\} 
.

Як i в [25], Q \equiv Q1
1 i \lambda (\eta ) \equiv \lambda 1(\eta ) при \bfb = 1, n = 1, L \equiv l, де l \in \BbbC \rightarrow \BbbR + теж неперервна

функцiя. Зрозумiло, що Q(\BbbD ) = Q\bfone (\BbbD ).
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3. Допомiжнi твердження. Далi нам буде потрiбен аналог логарифмiчного критерiю для
функцiй iз класу \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n). Зазначимо, що вiдповiдний одновимiрний критерiй доволi ефектив-
ний при дослiдженнi обмеженостi l-iндексу нескiнченних добуткiв та аналiтичних розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь [11, 26, 27]. Необхiднiсть умов у цьому критерiї вперше отримано в
[12, 13] для цiлих функцiй обмеженого iндексу однiєї комплексної змiнної.

Додатково скористаємося позначеннями з [2]

G\bfb 
r (F ) = G\bfb 

r (F ;L) :=
\bigcup 

z\in \BbbB n : F (z)=0

\{ z + t\bfb : | t| < r/L(z)\} .

Якщо n = 1 i \bfb = 1, то користуватимемося спрощеним записом Gr(F ;L) = G\bfone 
r (F ;L) i

Gr(F ) = G\bfone 
r (F ; 1) при L \equiv 1. Через nz0(r) = n\bfb 

\bigl( 
r, z0, 1/F

\bigr) 
:=

\sum 
| a0k| \leq r

1 позначатимемо

лiчильну функцiю нулiв a0k для зрiз-функцiї F (z0 + t\bfb ) у крузi \{ t \in \BbbC : | t| \leq r\} при заданому
z0 \in \BbbB n. Якщо ж для цього z0 \in \BbbB n i для всiх t \in Sz F (z0+t\bfb ) \equiv 0, то покладемо nz0(r) =  - 1.

Позначимо n(r) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}z\in \BbbB n nz(r/L(z)).

Теорема 1 [2]. Нехай F \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n), L \in Q\bfb (\BbbB n). Якщо функцiя F має обмежений L-
iндекс за напрямком \bfb , то:

1) для кожного r \in (0, \beta ] iснує така стала P = P (r) > 0, що для всiх z \in \BbbB n\setminus G\bfb 
r (F )

виконується \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \bfb F (z)

F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq PL(z); (4)

2) для будь-якого r \in (0, \beta ] iснує таке \widetilde n(r) \in \BbbZ +, що для всiх z0 \in \BbbB n, для яких F (z0 +

t\bfb ) \not \equiv 0, виконується

n\bfb 

\bigl( 
r/L(z0), z0, 1/F

\bigr) 
\leq \widetilde n(r). (5)

Теорема 2 [2]. Нехай F \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n), \BbbB n \setminus G\bfb 
\beta (F ) \not = \varnothing , а функцiя L \in Q\bfb (\BbbB n) для всiх

z \in \BbbB n задовольняє нерiвнiсть (1 - | z| )L(z) > 2| \bfb | \beta . Якщо виконуються умови:

1) iснує r1 \in (0, \beta ), для якого n(r1) \in [ - 1;\infty ),

2) iснують такi r2 \in (0, \beta ), P > 0, що 2r2n(r1) < r1/\lambda \bfb (r1) i для всiх z \in \BbbB n\setminus Gr2(F )

виконується нерiвнiсть (4),

то функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

Теорема 2 тут записана в дещо iншiй рiвносильнiй формi, якщо порiвнювати з вiдповiдною
теоремою з [2]. Зазначимо, що достатнi умови в теоремi 2 слабшi за необхiднi умови в теоре-
мi 1. Вiдмiннiсть мiж ними полягає у кванторах iснування та загальностi, вiдповiдно. Iншими
словами, з того, що виконуються нерiвностi (4) та (5) для деякого радiуса r, безпосередньо
випливає, що цi нерiвностi виконуються для всiх можливих значень r з деякого iнтервалу.

Нижче ми сформулюємо критерiй для функцiй з класу \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n), що є певним аналогом
теореми Хеймана [16], яка встановлена для цiлих функцiй однiєї змiнної.

Теорема 3 [3]. Нехай L \in Q\bfb (\BbbB n). Функцiя F \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n) має обмежений L-iндекс за
напрямком \bfb тодi й лише тодi, якщо iснують такi p \in \BbbZ + i C > 0, що для будь-якого z \in \BbbB n

маємо \bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1(z)

\leq C\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 
. (6)
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Нехай \widetilde \scrH \bfb (\BbbC m) — клас функцiй, якi голоморфнi на кожнiй зрiзцi \{ z0+ t\bfb : t \in \BbbC \} для будь-
якого z0 \in \BbbC m. Цi функцiї називатимемо цiлими на зрiзках функцiями. Функцiя f \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbC m)

називається функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком \bfb \in \BbbC m \setminus \{ \bfzero \} , якщо нерiвнiсть (1)
виконується для всiх z \in \BbbC m, де L : \BbbC m \rightarrow \BbbR + — неперервна функцiя.

Для доведення одного з основних тверджень у цiй статтi нам потрiбен також такий аналог
теореми Хеймана для цiлих на зрiзках функцiй.

Теорема 4 [4]. Нехай L \in Q\bfb (\BbbC n). Функцiя F \in \widetilde \scrH n
\bfb має обмежений L-iндекс за напрям-

ком \bfb тодi й лише тодi, якщо iснують такi p \in \BbbZ + i C > 0, що оцiнка (6) виконується для
кожного z \in \BbbC n.

4. Застосування теореми Хеймана до композицiї. На даний час вiдомо багато праць
про обмеженiсть iндексу композицiї цiлих та аналiтичних функцiй однiєї змiнної [8, 25] та
кiлькох комплексних змiнних [6, 7, 9]. У цьому пунктi ми дослiдимо деяку композицiю функцiй,
голоморфних на зрiзках в одиничнiй кулi.

Нехай функцiя \Phi \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n) додатково задовольняє умову\bigm| \bigm| \partial j
\bfb \Phi (z)

\bigm| \bigm| \leq K| \partial \bfb \Phi (z)| j , K \equiv \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} > 0, (7)

для всiх z \in \BbbB n i всiх натуральних j \leq p, де p — деяке натуральне число. Прикладом такої
функцiї \Phi (z) є кожний аналiтичний на зрiзках в одиничнiй кулi розв’язок рiвняння \partial \bfb \Phi (z) =

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl\{ 
P (zm+1, . . . , zn)\prod m

j=1
(ei\theta j  - zj)

\Biggr\} 
, де P : \BbbC n - m \rightarrow \BbbC — довiльна цiла функцiя, \theta j \in [0; 2\pi ], 1 \leq m \leq n,

а вектор \bfb = (b1, . . . , bn) такий, що bs = 0 для s \in \{ m + 1, . . . , n\} . Основним результатом
цього пункту є така теорема.

Теорема 5. Нехай \bfb \in \BbbC n\setminus \{ \bfzero \} , f \in \widetilde \scrH \bfone (\BbbC m), а функцiя \Phi \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n) така, що \partial \bfb \Phi (z) \not = 0

для всiх z \in \BbbB n. Припустимо, що l \in Q\bfone (\BbbC m), l(w) \geq 1 (w \in \BbbC m), L \in Q\bfb (\BbbB n), L(z) =\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi (z)\bigm| \bigm| l\Bigl( \Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  
m разiв

\Bigr) 
.

Якщо функцiя f має обмежений l-iндекс за напрямком \bfone i функцiя \Phi задовольняє умо-

ву (7) з p = N\bfone (f, l,\BbbC m), то функцiя F (z) = f
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
має обмежений L-iндекс за

напрямком \bfb .

Якщо ж функцiя F (z) = f
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb i

функцiя \Phi задовольняє умову (7) з p = N\bfb (F,L,\BbbB n), то функцiя f має обмежений l-iндекс за
напрямком \bfone .

Доведення. Введемо позначення \nabla f = \partial \bfone f =
\sum m

j=1

\partial f

\partial zj
, \nabla kf \equiv \partial k

\bfone f при k \geq 2. Наше

доведення подiбне до доведення вiдповiдної теореми з [7]. Зокрема, там встановлено такi
формули:

\partial k
\bfb F (z) = \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))(\partial \bfb \Phi (z))

k +

k - 1\sum 
j=1

\nabla jf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))Qj,k(z), (8)

де
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Qj,k(z) =
\sum 

n1+2n2+...+knk=k
0\leq n1\leq j - 1

cj,k,n1,...,nk
(\partial \bfb \Phi (z))

n1
\bigl( 
\partial 2
\bfb \Phi (z)

\bigr) n2 . . .
\Bigl( 
\partial k
\bfb \Phi (z)

\Bigr) nk

i cj,k,n1,...,nk
— невiд’ємнi цiлi числа. Також в [7] доведено рiвнiсть

\nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z)) =
\partial k
\bfb F (z)\bigl( 

\partial \bfb \Phi (z)
\bigr) k +

1\bigl( 
\partial \bfb \Phi (z)

\bigr) 2k k - 1\sum 
j=1

\partial j
\bfb F (z)(\partial \bfb \Phi (z))

jQ\ast 
j,k(z), (9)

де

Q\ast 
j,k(z) =

\sum 
m1+2m2+...+kmk=2(k - j)

bj,k,m1,...,mk
(\partial \bfb \Phi (z))

m1
\bigl( 
\partial 2
\bfb \Phi (z)

\bigr) m2 . . .
\Bigl( 
\partial k
\bfb \Phi (z)

\Bigr) mk

i bj,k,m1,...,mk
— деякi цiлi числа. Хоча формули (8) i (9) доведено у статтi [7] для аналiтичних

функцiй, проте в їхнiх доведеннях не використовують сукупної аналiтичностi за всiма змiнними,
а базуються лише на методi математичної iндукцiї та диференцiюваннi за напрямком. З огляду
на це можна вважати рiвностi (8) i (9) доведеними для функцiй, голоморфних на зрiзках за тим
самим напрямком.

Нехай f \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbC m) — функцiя обмеженого l-iндексу. За теоремою 4 нерiвнiсть (6) викону-
ється при n = m, F = f, L = l, \bfb = \bfone . Зважаючи на (7) та (8), при k = p+ 1 отримуємо\bigm| \bigm| \partial p+1

\bfb F (z)
\bigm| \bigm| 

Lp+1(z)
\leq 

\bigm| \bigm| \nabla p+1f(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

Lp+1(z)
| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

+

p\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \nabla jf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| | Qj,p+1(z)| 

Lp+1(z)

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| 

lk(\Phi (z))
: 0 \leq k \leq p

\biggr\} 

\times 

\left(  C +

p\sum 
j=1

| Qj,p+1(z)| 
lp+1 - j(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

\right)  
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| 

lk(\Phi (z))
: 0 \leq k \leq p

\biggr\} 

\times 

\left(    C +

p\sum 
j=1

\sum 
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0\leq n1\leq j - 1

cj,p+1,n1,...,np+1

\times 

\bigm| \bigm| \bigm| (\partial \bfb \Phi (z))n1
\bigl( 
\partial 2
\bfb \Phi (z)

\bigr) n2 . . .
\Bigl( 
\partial p+1
\bfb \Phi (z)

\Bigr) np+1
\bigm| \bigm| \bigm| 

lp+1 - j(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

\right)    
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| 

lk(\Phi (z))
: 0 \leq k \leq p

\biggr\} 
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\times 

\left(    C +

p\sum 
j=1

\sum 
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0\leq n1\leq j - 1

cj,p+1,n1,...,np+1K
p+1

lp+1 - j(\Phi (z))

\right)    
\leq C1 \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

0\leq k\leq p

| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| 
lk(\Phi (z))

.

Використовуючи (9), знаходимо верхню оцiнку для дробу
| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| 

lk(\Phi (z))
:

\bigm| \bigm| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lk(\Phi (z))
\leq 

\bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
lk(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| k

+
k - 1\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| Q\ast 
j,k(z)| 

lk(\Phi (z))
\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi (z)| 2k - j

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
1

Lj(z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| : 1 \leq j \leq k

\biggr\} \left(  1 + k - 1\sum 
j=1

| Q\ast 
j,k(z)| 

lk - j(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| 2(k - j)

\right)  
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
1

Lj(z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| : 1 \leq j \leq k

\biggr\} 

\times 

\left(  1 + k - 1\sum 
j=1

\sum 
m1+2m2+...+kmk=2(k - j)

| bj,k,m1,...,mk
| 

\times 

\bigm| \bigm| \bigm| (\partial \bfb \Phi (z))m1
\bigl( 
\partial 2
\bfb \Phi (z)

\bigr) m2 . . .
\bigl( 
\partial k
\bfb \Phi (z)

\bigr) mk

\bigm| \bigm| \bigm| 
lk - j(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| 2(k - j)

\right)  
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lj(z)

: 1 \leq j \leq k

\Biggr\} 

\times 

\left(  1 + k - 1\sum 
j=1

\sum 
m1+2m2+...+kmk=2(k - j)

| bj,k,m1,...,mk
| Kk

lk - j(\Phi (z))

\right)  
\leq C2 \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

1\leq j\leq k

\bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lj(z)

.

Звiдси випливає, що

\bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1(z)

\leq C1C2\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
| \partial k

\bfb F (z)| 
Lk(z)

: 0 \leq k \leq p

\biggr\} 
. Тому за теоремою 3 з

останньої нерiвностi випливає, що функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

Навпаки, будемо вважати тепер, що функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

Тодi вона задовольняє (6). Iз врахуванням (7) i (9) встановлюємо\bigm| \bigm| \nabla p+1f(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lp+1(\Phi (z))
\leq 

\bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
lp+1(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

+

p\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| Q\ast 
j,p+1(z)| 

lp+1(\Phi (z))
\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi (z)| 2p+2 - j
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\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 

\times 

\left(  C +

p\sum 
j=1

\bigm| \bigm| Q\ast 
j,p+1(z)

\bigm| \bigm| 
lp+1 - j(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| 2(p+1 - j)

\right)  
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 

\times 

\left(     C +

p\sum 
j=1

\sum 
m1+...+(p+1)mp+1=

2(p+1 - j)

\bigm| \bigm| bj,p+1,m1,...,mp+1

\bigm| \bigm| 

\times 

\bigm| \bigm| \bigm| (\partial \bfb \Phi (z))m1
\bigl( 
\partial 2
\bfb \Phi (z)

\bigr) m2 . . .
\Bigl( 
\partial p+1
\bfb \Phi (z)

\Bigr) mp+1
\bigm| \bigm| \bigm| 

lp+1 - j(\Phi (z))
\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi (z)\bigm| \bigm| 2(p+1 - j)

\right)     
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 

\times 

\left(     C +

p\sum 
j=1

\sum 
m1+...+(p+1)mp+1=

2(p+1 - j)

\bigm| \bigm| bj,p+1,m1,...,mp+1

\bigm| \bigm| K2p+2 - 2j

lp+1 - j(\Phi (z))

\right)     
\leq C3 \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

0\leq k\leq p

\bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

.

Застосовуючи (8), отримуємо\bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

\leq 
\bigm| \bigm| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

\bigm| \bigm| | \varphi \prime (z)| k

Lk(z)
+

k - 1\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \nabla jf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| | Qj,k(z)| 

Lk(z)

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \nabla jf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lj(\Phi (z))
: 1 \leq j \leq k

\Biggr\} \left(  1 + k - 1\sum 
j=1

| Qj,k(z)| 
lk - j(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| k

\right)  
\leq C4\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \nabla jf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lj(\Phi (z))
: 1 \leq j \leq k

\Biggr\} 
.

Тодi остаточно маємо\bigm| \bigm| \nabla p+1f(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lp+1(\Phi (z))
\leq C3C4\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \nabla jf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lj(\Phi (z))
: 0 \leq j \leq p

\Biggr\} 
.
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Отже, за теоремою 4 (n = m, F = f, L = l, \bfb = \bfone ) функцiя f має обмежений l-iндекс.
Теорему 5 доведено.
Теорема 6. Нехай \bfb \in \BbbC n \setminus \{ \bfzero \} , l \in Q\bfone (\BbbC m), l(w) \geq 1, w \in \BbbC m, \Phi \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n), а функцiя

f \in \widetilde \scrH \bfone (\BbbC m) має обмежений l-iндекс за напрямком \bfone . Припустимо, що L \in Q\bfb (\BbbB n), де

L(z) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ 1, | \partial \bfb \Phi (z)| \} l
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
, (10)

а також для всiх z \in \BbbB n i k \in \{ 1, 2, . . . , N\bfone (f, l) + 1\} виконується\bigm| \bigm| \partial k
\bfb \Phi (z)

\bigm| \bigm| \leq K
\bigl( 
l(\Phi (z))

\bigr) 1/(N\bfone (f,l)+1)| \partial \bfb \Phi (z)| k, (11)

де K \geq 1 — деяка стала. Тодi функцiя F (z) = f
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
має обмежений L-iндекс за

напрямком \bfb .

Доведення. Будемо використовувати iдеї з [6] для аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй.
Знову застосовуватимемо формули (8) i (9).

Позначимо L0(z) = l
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
| \partial \bfb \Phi (z)| . Беручи до уваги (8) та (10), для k = p+ 1

одержуємо\bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1
0 (z)

\leq | \nabla p+1f(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| 
Lp+1
0 (z)

| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

+

p\sum 
j=1

| \nabla jf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| | Qj,p+1(z)| 
Lp+1
0 (z)

\leq 
\bigm| \bigm| \nabla p+1f(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

\bigm| \bigm| | \partial \bfb \Phi (z)| p+1

lp+1(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

+

p\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \nabla jf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lj(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

| Qj,p+1(z)| lj(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
| \partial \bfb \Phi (z)| p+1lp+1(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

. (12)

Нехай f — цiла на зрiзках функцiя обмеженого l-iндексу за напрямком \bfone . За теоремою 4
нерiвнiсть (6) справджується для n = m, F = f, L = l, \bfb = \bfone та p = N\bfone (f, l), тобто

(\forall \tau \in \BbbC m) :
| \nabla p+1f(\tau )| 
lp+1(\tau )

\leq C\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
| \nabla kf(\tau )| 
lk(\tau )

: 0 \leq k \leq p

\biggr\} 
.

Застосовуючи до (12) цю нерiвнiсть з \tau = (\Phi (z), . . . ,\Phi (z)), отримуємо\bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1
0 (z)

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq k\leq p

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

\Biggr\} 

\times 

\left(  C +

p\sum 
j=1

| Qj,p+1(z)| lj - p - 1(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

\right)  
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\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 

\times 

\left(    C +

p\sum 
j=1

\sum 
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0\leq n1\leq j - 1

cj,p+1,n1,...,np+1

\times 

\bigm| \bigm| \bigm| (\partial \bfb \Phi (z))n1
\bigl( 
\partial 2
\bfb \Phi (z)

\bigr) n2 . . .
\Bigl( 
\partial p+1
\bfb \Phi (z)

\Bigr) np+1
\bigm| \bigm| \bigm| 

lp+1 - j(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

\right)    . (13)

Внаслiдок умови (11) з нерiвностi (13) випливає, що\bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1
0 (z)

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
| \nabla kf(\Phi (z))| 

lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
: 0 \leq k \leq p

\biggr\} 

\times 

\left(    C +

p\sum 
j=1

\sum 
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0\leq n1\leq j - 1

cj,p+1,n1,...,np+1

\times Kp+1l(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

lp+1 - j(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| p+1

\right)    
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| 
lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

: 0 \leq k \leq p

\biggr\} 

\times 

\left(    C +

p\sum 
j=1

\sum 
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0\leq n1\leq j - 1

cj,p+1,n1,...,np+1K
p+1

lp - j(\Phi (z, . . . ,\Phi (z)))

\right)    . (14)

Скористаємося тим, що l(\Phi (z)) \geq 1. Тодi з (14) отримуємо\bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1
0 (z)

\leq C1\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 
, (15)

де

C1 = C +Kp+1
p\sum 

j=1

\sum 
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0\leq n1\leq j - 1

cj,p+1,n1,...,np+1 .

Застосовуючи нерiвнiсть (9), можемо оцiнити дрiб

\bigm| \bigm| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
\bigm| \bigm| 

lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))
:
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\bigm| \bigm| 

lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

| \partial k
\bfb F (z)| 

lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| k

+

k - 1\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| | Q\ast 
j,k(z)| 

lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| 2k - j

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
1\leq j\leq k

\Biggl\{ 
| \partial j

\bfb \Phi (z)| 
lj(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| j

\Biggr\} 

\times 

\left(  1 + k - 1\sum 
j=1

| Q\ast 
j,k(z)| 

lk - j(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| 2(k - j)

\right)  
\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
| \partial j

\bfb \Phi (z)| 
lj(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| j

: 1 \leq j \leq k

\Biggr\} 

\times 

\left(  1 + k - 1\sum 
j=1

\sum 
m1+2m2+...+kmk=2(k - j)

| bj,k,m1,...,mk
| 

\times 
\bigm| \bigm| (\partial \bfb \Phi (z))m1(\partial 2

\bfb \Phi (z))
m2 . . . (\partial k

\bfb \Phi (z))
mk

\bigm| \bigm| 
lk - j(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| 2(k - j)

\right)  . (16)

З нерiвностей (11) i l(w) \geq 1 встановлюємо, що

| \partial s
\bfb \Phi (z)| \leq Kls/2(\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| s,

позаяк s/2 \geq 1/(N\bfone (f, l) + 1) при s \in \{ 1, 2, . . . , N\bfone (f, l) + 1\} i N\bfone (f, l) \geq 1. Застосовуючи
отриману нерiвнiсть до (16), виводимо\bigm| \bigm| \nabla kf(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

\bigm| \bigm| 
lk(\Phi (z))

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
lj(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| j

: 1 \leq j \leq k

\Biggr\} 

\times 

\left(  1+ k - 1\sum 
j=1

\sum 
m1+2m2+...+kmk=2(k - j)

| bj,k,m1,...,mk
| Km1+m2+...+mk

\times (l(\Phi (z), . . . ,\Phi (z)))(m1+2m2+...+kmk)/2| \partial \bfb \Phi (z)| m1+2m2+...+kmk

lk - j(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| 2(k - j)

\right)  
\leq C2\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
| \partial j

\bfb \Phi (z)| 
lj(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| \partial \bfb \Phi (z)| j

: 1 \leq j \leq k

\Biggr\} 
,

де

C2 = 1 +
k - 1\sum 
j=1

\sum 
m1+2m2+...+kmk=2(k - j)

| bj,k,m1,...,mk
| Km1+m2+...+mk .
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Тодi з нерiвностi (15) одержуємо\bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1
0 (z)

\leq C1 \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq k\leq p

\Biggl\{ 
| f (k)(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))| 
lk(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))

\Biggr\} 

\leq C1C2 \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq j\leq p

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial j
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lj
0(z)

\Biggr\} 
, p = N\bfone (f, l). (17)

Останню нерiвнiсть доведено для всiх z таких, що \partial \bfb \Phi (z) \not = 0, та за умови N\bfone (f, l) \geq 1. Якщо
N\bfone (f, l) = 0, то p = 0 i з (15) знаходимо

| \partial \bfb F (z)| 
L0(z)

\leq C1

\bigm| \bigm| f(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))\bigm| \bigm| = C1| F (z)| .

Отже, нерiвнiсть (17) доведено для всiх можливих значень N\bfone (f, l).

Нагадаємо, що L(z) = l(\Phi (z), . . . ,\Phi (z))\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ 1, | \partial \bfb \Phi (z)| \} . Запишемо нерiвнiсть (17) у ви-
глядi \bigm| \bigm| \partial p+1

\bfb F (z)
\bigm| \bigm| 

Lp+1(z)

Lp+1(z)

Lp+1
0 (z)

\leq C1C2\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

Lk(z)

Lk
0(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 
.

Тодi \bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1(z)

\leq C1C2
Lp+1
0 (z)

Lp+1(z)
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

Lk(z)

Lk
0(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 

\leq C1C2
Lp+1
0 (z)

Lp+1(z)
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
Lk(z)

Lk
0(z)

: 0 \leq k \leq p

\biggr\} 

= C1C2
(L0(z)/L(z))

p+1

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
0\leq k\leq p

(L0(z)/L(z))k
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 
. (18)

Нехай t0 = t(z) = L0(z)/L(z) i k0 \leq p, k0 \in \BbbZ +, таке, що (t0)
k0 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}0\leq k\leq p t

k
0. Зауважимо,

що t0 \in (0, 1] i p+ 1 - k0 \geq 1. Звiдси
tp+1
0

tk00
= tp+1 - k0

0 \leq t0 \leq 1. Тому

(L0(z)/L(z))
p+1

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}0\leq k\leq p(L0(z)/L(z))k
= tp+1 - k0

0 \leq t0 \leq 1.

З урахуванням нерiвностi (18) остаточно отримуємо\bigm| \bigm| \partial p+1
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lp+1(z)

\leq C1C2\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ \bigm| \bigm| \partial k
\bfb F (z)

\bigm| \bigm| 
Lk(z)

: 0 \leq k \leq p

\Biggr\} 
(19)

для всiх z таких, що \partial \bfb \Phi (z) \not = 0.

Якщо ж \partial \bfb \Phi (z) = 0, то для всiх k \in \{ 1, . . . , N(f, l) + 1\} з нерiвностi (11) випливає, що
\partial k
\bfb \Phi (z) = 0. Проте з рiвностi (8) випливає, що \partial k

\bfb F (z) = 0 для кожного k \in \{ 1, . . . , N(f, l)+1\} .
Отже, для тих точок z, в яких \partial \bfb \Phi (z) = 0, нерiвнiсть (19) також виконується. Тому за теоремою
3 ця нерiвнiсть означає, що функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

Теорему 6 доведено.
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5. Застосування логарифмiчного критерiю до композицiї. У теорiї функцiй обмеженого
iндексу теорема Хеймана та логарифмiчний критерiй найчастiше застосовують до розв’язування
iнших задач. Зокрема, у багатьох працях наявнi їхнi застосування до вивчення властивостей
аналiтичних розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь, рiвнянь з частинними похiдни-
ми та їхнiх систем. Навiть бiльше, теорема Хеймана також допомагає виводити деякi умови
обмеженостi L-iндексу за напрямком для композицiї цiлих та аналiтичних в деякiй обмеженiй
областi функцiй. Однак, як ми вже згадували, результати про композицiю з використанням ло-
гарифмiчного критерiю вiдомi лише для цiлих функцiй, та й тi з’явилися зовсiм недавно [10].
У цьому пунктi вважатимемо, що \bfone = (1, . . . , 1) \in \BbbR m.

Твердження 1. Нехай \bfb \in \BbbC n \setminus \{ \bfzero \} , \Phi \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n), а функцiя f \in \widetilde \scrH \bfone (\BbbC m) така, що
f(w) \not = 0 для всiх w \in \BbbC m.

1. Припустимо, що l \in Q\bfone (\BbbC m), L \in Q\bfb (\BbbB n) та для всiх z \in \BbbB n

L(z) \geq 
\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi (z)\bigm| \bigm| l\Bigl( \Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
.

Якщо функцiя f має обмежений l-iндекс за напрямком \bfone , то функцiя F (z) = f
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

2. Припустимо, що L \in Q\bfb (\BbbB n), \partial \bfb \Phi (z) \not = 0 та l \in Q\bfone (\BbbC m) такi, що

l
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
\geq L(z)\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi (z)\bigm| \bigm| 

для всiх z \in \BbbB n. Якщо функцiя F (z) = f
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
має обмежений L-iндекс за на-

прямком \bfb , то функцiя f має обмежений l-iндекс за напрямком \bfone .

Доведення. Насамперед зауважимо, що

\partial \bfb F (z) = \partial \bfone f
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
\cdot \partial \bfb \Phi (z). (20)

Оскiльки f(w) \not = 0 при всiх w \in \BbbC m, складена функцiя f
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
не перетворюється

в нуль для всiх z \in \BbbB n, тобто G\bfb 
r (F ) = \varnothing , а отже, нам потрiбно перевiрити лише умову 2 з

теореми 2. Насправдi достатньо довести нерiвнiсть (4) для всiх z \in \BbbB n. Справдi, з огляду на
(20) маємо

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \bfb F (z)

F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial \bfone f

\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
f
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
| \partial \bfb \Phi (z)| . (21)

Нехай f має обмежений l-iндекс за напрямком \bfone . Тодi за аналогом теореми 1 для класу \widetilde \scrH \bfone (\BbbC m)

(див. [4]) нерiвнiсть (4) виконується для функцiї f i всiх w \in \BbbC m :
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| \partial \bfone f(w)| 
| f(w)| 

\leq Pl(w). (22)

Пiдставляючи w =
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
у нерiвнiсть (22) та застосовуючи отриману нерiвнiсть

до (21), одержуємо \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \bfb F (z)

F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = Pl
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
| \partial \bfb \Phi (z)| \leq PL(z). (23)

Нагадаємо, що функцiя F, як i функцiя f, також не перетворюється в нуль. Тому з нерiвнос-
тi (23) виводимо, що за теоремою 1 функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb . Першу
частину твердження 1 доведено.

Доведення другої частини цього твердження повнiстю подiбне до доведення першої час-
тини.

Можна розглянути загальнiшу композицiю голоморфних на зрiзках функцiй, але у цьому
випадку умови будуть жорсткiшими.

Твердження 2. Нехай \bfb \in \BbbC n \setminus \{ \bfzero \} , \Phi j \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n), j \in \{ 1, . . . ,m\} , а функцiя f : \BbbC m \rightarrow \BbbC 
є цiлою i такою, що f(w) \not = 0 для всiх w \in \BbbC m. Припустимо, що l \in Qm

\bfone j
для кожного

j \in \{ 1, 2, . . . ,m\} , L \in Q\bfb (\BbbB n) i

L(z) \geq 
m\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi j(z)
\bigm| \bigm| l(\Phi 1(z), . . . ,\Phi m(z))

для всiх z \in \BbbB n. Якщо функцiя f має обмежений l-iндекс за напрямком \bfone j , j \in \{ 1, . . . ,m\} , то
функцiя F (z) = f(\Phi 1(z), . . . ,\Phi m(z)) має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

Доведення. Насамперед зауважимо, що

\partial \bfb F (z) =

m\sum 
j=1

f \prime 
\Phi j
(\Phi 1(z), . . . ,\Phi m(z))\partial \bfb \Phi j(z). (24)

З того, що f(w) \not = 0 для всiх w \in \BbbC m, робимо висновок, що й складена функцiя f(\Phi 1(z), . . . ,

\Phi m(z)) не перетворюється в нуль для всiх z \in \BbbB n, тобто G\bfb 
r (F ) = \varnothing . Тому нам знову зали-

шається перевiрити лише умову 2 з теореми 2. Достатньо довести нерiвнiсть (4) для всiх z \in \BbbB n.

З огляду на (24) маємо\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \bfb F (z)

F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq m\sum 
j=1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f
\prime 
\Phi j
(\Phi 1(z), . . . ,\Phi m(z))

f(\Phi 1(z), . . . ,\Phi m(z))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | \partial \bfb \Phi j(z)| . (25)

Нехай функцiя f має обмежений l-iндекс за кожним напрямком \bfone j . Тодi за аналогом теореми 1
для цього класу цiлих функцiй m комплексних змiнних (див. [5]) нерiвнiсть (4) виконується
для функцiї f i для всiх w \in \BbbC m :

| \partial \bfone jf(w)| 
| f(w)| 

\leq Pl(w). (26)
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Пiдставляючи w = (\Phi 1(z), . . . ,\Phi m(z)) у (26) i застосовуючи отриману нерiвнiсть до (25),
отримуємо \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \bfb F (z)

F (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = Pl
\bigl( 
\Phi 1(z), . . . ,\Phi m(z)

\bigr) m\sum 
j=1

| \partial \bfb \Phi j(z)| \leq PL(z). (27)

Залишилося нагадати, що F, як i функцiя f, має порожню нульову множину. Тому з нерiвнос-
тi (27) за теоремою 1 випливає, що функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

Твердження 2 доведено.
Умову f(w) \not = 0 можна замiнити на деяке припущення щодо функцiї \Phi . Але спершу

нагадаємо означення функцiї обмеженого L-розподiлу значень за напрямком.
Функцiя F \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n) називається [3] функцiєю обмеженого L-розподiлу значень за на-

прямком \bfb , якщо для деякого p \in \BbbN i кожного w \in \BbbC , z0 \in \BbbB n таких, що F (z0 + t\bfb ) \not \equiv w,

виконується нерiвнiсть n

\biggl( 
1

L(z0)
, z0,

1

F  - w

\biggr) 
\leq p, тобто рiвняння F (z0 + t\bfb ) = w має щонай-

бiльше p розв’язкiв у крузi

\biggl\{ 
t : | t| \leq 1

L(z0)

\biggr\} 
. Iншими словами, функцiя F (z0+t\bfb ) щонайбiль-

ше p-листа у крузi

\biggl\{ 
t : | t| \leq 1

L(z0)

\biggr\} 
для кожного фiксованого z0 \in \BbbB n. Якщо n = 1, \bfb = 1

i L \equiv 1, то ми отримаємо означення функцiї обмеженого розподiлу значень [14, 15, 21 – 23].
Iнший пiдхiд до многолистостi у випадку цiлих функцiй двох змiнних розглянуто в [20].

Твердження 3. Нехай \bfb \in \BbbC n \setminus \{ \bfzero \} , \Phi \in \widetilde \scrH \bfb (\BbbB n), а f : \BbbC \rightarrow \BbbC — цiла функцiя, F (z) =

f(\Phi (z)). Припустимо, що l \in Q, L \in Q\bfb (\BbbB n) та L(z) \geq 
\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi (z)\bigm| \bigm| l(\Phi (z)) для всiх z \in \BbbB n.

Якщо виконуються умови:
1) функцiя f має обмежений l-iндекс;
2) функцiя \Phi має обмежений L-розподiл значень за напрямком \bfb ;

3) для кожного r1 \in (0;\beta ] iснують r2 > 0 та r3 > 0 такi, що

Gr2(f ; l) \subset \Phi (G\bfb 
r1(F ;L)) \subset Gr3(f ; l),

то функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

Доведення. З огляду на умову 3 нерiвнiсть (23) доводиться подiбно до доведення тверджен-
ня 1.

Нерiвнiсть (5) виконується для функцiї F, тому що рiвняння F (z0 + t\bfb ) = 0 рiвносильне
рiвнянню \Phi (z0 + t\bfb ) = ck, де ck — нулi функцiї f, k \in \BbbN . З умови 2 випливає, що рiвняння

\Phi (z0+ t\bfb ) = ck має щонайбiльше p(r1) розв’язкiв для фiксованого k у крузi

\biggl\{ 
t : | t| \leq r1

L(z0)

\biggr\} 
при кожному фiксованому r1 \in (0;\beta ). З умови 3 випливає, що множина

\biggl\{ 
\Phi (z0 + t\bfb ) : | t| \leq 

r1
L(z0)

\biggr\} 
може мiстити не бiльше нiж n(r3) нулiв функцiї f. Тому множина

\biggl\{ 
z0 + t\bfb t : | t| \leq 

r1
L(z0)

\biggr\} 
мiстить не бiльше нiж p(r1) \cdot n(r3) нулiв функцiї F. Звiдси отримуємо нерiвнiсть (5).

Тодi за теоремою 2 функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком \bfb .

Зауваження 1. Твердження 1 i 3 мiстять новi результати також в iнтерпретацiї для одно-
вимiрного випадку, тобто для n = 1 та m = 1. При цьому обмеження на внутрiшню функцiю
композицiї у твердженнi 1 iстотно слабшi, нiж в теоремах 5 i 6, оскiльки ми не припускаємо,
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що умови (7) та (11) виконуються. Але це послаблення умов досягається через додаткове при-
пущення, що зовнiшня функцiя композицiї має порожню нульову множину (твердження 1).
Натомiсть у твердженнi 3 нерiвностi (7) та (11) для внутрiшньої функцiї замiнено на умову, що
внутрiшня функцiя композицiї має обмежений L-розподiл значень за напрямком \bfb , а винятко-
ва множина з нулiв кiнцевої функцiї сама мiститься у вiдповiднiй винятковiй множинi з нулiв
зовнiшньої функцiї для деяких радiусiв, i навпаки.

Зазначимо, що твердження 1 i 3 новi, навiть якщо n = 1, m = 1, \bfb = 1 та l \equiv 1, тобто для
цiлих функцiй обмеженого iндексу. Наведемо вiдповiднi наслiдки для композицiї цiлої функцiї
та аналiтичної в одиничному крузi функцiї.

Наслiдок 1. Нехай \Phi : \BbbD \rightarrow \BbbC — аналiтична функцiя, f : \BbbC \rightarrow \BbbC \setminus \{ 0\} — цiла функцiя.
1. Припустимо, що l \in Q(\BbbD ) i l(z) \geq | \Phi \prime (z)| для всiх z \in \BbbD . Якщо функцiя f має

обмежений iндекс, то функцiя F (z) = f(\Phi (z)) має обмежений l-iндекс.
2. Припустимо, що l \in Q(\BbbD ), \Phi \prime (z) \not = 0 такi, що l(z) \leq | \Phi \prime (z)| для всiх z \in \BbbD . Якщо

функцiя F (z) = f(\Phi (z)) має обмежений l-iндекс, то функцiя f має обмежений iндекс.
Наслiдок 2. Нехай \Phi : \BbbD \rightarrow \BbbC — аналiтична функцiя, f : \BbbC \rightarrow \BbbC — цiла функцiя та F (z) =

f(\Phi (z)). Припустимо, що l \in Q(\BbbD ) i l(z) \geq | \Phi \prime (z)| для всiх z \in \BbbD . Якщо виконуються умови:
1) функцiя f має обмежений iндекс;
2) функцiя \Phi має обмежений l-розподiл значень;
3) для кожного r1 \in (0;\beta ] iснують такi r2 > 0 i r3 > 0, що

Gr2(f) \subset \Phi (Gr1(F ; l)) \subset Gr3(f),

то функцiя F має обмежений l-iндекс.
Зауважимо, що теореми 5, 6 i твердження 1, 3 вiдрiзняються лише умовами на зовнiшню

та внутрiшню функцiю композицiї. Однак усi вони стверджують, що складена функцiя матиме
обмежений L-iндекс за напрямком \bfb по сутi, з тiєю самою функцiєю L :

L(z) =
\bigm| \bigm| \partial \bfb \Phi (z)\bigm| \bigm| l\Bigl( \Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
або L(z) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
1, | \partial \bfb \Phi (z)| 

\bigr\} 
l
\Bigl( 
\Phi (z), . . . ,\Phi (z)\underbrace{}  \underbrace{}  

m разiв

\Bigr) 
.

Проте iснують функцiї, якi одночасно не задовольняють умови всiх перерахованих вище твер-
джень. Розглянемо випадок n = 1, m = 1, \bfb = 1. Для спрощення припустимо, що зовнiшня i
внутрiшня функцiї композицiї є вiдповiдно цiлими та аналiтичними в одиничному крузi функ-

цiями. Наприклад, вiзьмемо f(z) = ez, \Phi (z) =
z

1 - z
. Тодi функцiя \Phi не задовольняє умови

теореми 5, тому що вона дорiвнює нулю в точцi z = 0. Але цi функцiї задовольняють умо-
ви теореми 6. Справдi, функцiя f має обмежений iндекс з l \equiv 1, i її iндекс дорiвнює нулю
N(f, 1) = 0, позаяк f \prime \equiv f. Тому нерiвнiсть (11) виконується для k = 1. Вона зводиться до
очевидної нерiвностi | \Phi \prime (z)| \leq K| \Phi \prime (z)| . Тодi за теоремою 6 функцiя f(\Phi (z)) = ez/(1 - z) має

обмежений L-iндекс з L(z) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
1,

1

| 1 - z| 2

\biggr\} 
.

Але якщо тепер взяти функцiї f(z) = e2z i \Phi (z) =
z2 + z

1 - z
, то функцiя \Phi теж не задовольняє

умови теореми 5, бо дорiвнює нулю в точцi z = 0. До того ж для цих функцiй не виконуються
умови теореми 6. Справдi, функцiя f має обмежений iндекс з l \equiv 1, а її iндекс дорiвнює

1, бо
| f (p)(z)| 

p!
= 2p| e2z| /p! \leq 2| e2z| = | f \prime (z)| 

1!
для всiх p \in \BbbN . Звiдси для всiх k \in \{ 1, 2\} i
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всiх z повинна виконуватися нерiвнiсть | \Phi (k)(z)| \leq K| \Phi \prime (z)| k. Але для k = 2 маємо \Phi \prime (z) =

 - z2  - 2z  - 1

(z  - 1)2
, \Phi \prime \prime (z) =

 - 4

(z  - 1)3
. Тодi

\bigm| \bigm| \Phi \prime \prime (1 \pm 
\surd 
2)
\bigm| \bigm| =

\surd 
2, \Phi \prime (1 \pm 

\surd 
2) = 0. Це означає,

що нерiвнiсть (11) хибна для цих функцiй, тобто теорему 6 не можна застосувати. У цьому
випадку можемо застосувати твердження 1, за яким функцiя f(\Phi (z)) = e2(z

2+z)/(1 - z) матиме

обмежений L-iндекс з L(z) =
| z2  - 2z  - 1| 

| z  - 1| 2
+ 1.
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